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3. cviceni
Redlné funkce jedné rediné proménné — vybrané viastnosti a grafy funkci,
Funkce inverzni, Funkce mocninné a n-ta odmocnina,
Funkce exponencidlni a logaritmické

3.1 Funkce - Zakladni pojmy

Definice 3.1
NechtA c R, 4 # @. Zobrazeni f mnoZiny A do mnoZiny R (f: A - R) nazyvame realnou funkci jedné
redlné proménné (dale jen funkci). MnoZina A se nazyvé definiéni obor funkce f a znadi se D(f)

Ke kaZdému prvku x € A existuje pravé jeden prvek y € R takovy, fe y = f(x). MnoZinu viech
takovych y € R, k nimZ existuje x € D(f), pak nazyvame obor hodnot funkce f a oznatujeme H(f).

Zadani funkce

K zadéni funkce f je nutné uvést jednak defini¢ni obor D (f) a jednak pravidlo (pfedpis), pomoci n&hoz
je kazdému x € D(f) pfitazen pravé jeden prvek y € H(f). Je-li funkce zad4na pouze predpisem
a defini¢ni obor neni vyslovné uveden, pak za defini¢ni obor pokladdme mnoZinu takovych x € R, pro
ktera ma dany piedpis ,,smysl*.

Graf funkce

Definice 3.2
Grafem funkce f: D(f) — R rozumime mnoZinu bod{

{C,y) ER:x €D(f)Ay = f(x)},
kde (x, ¥) znati bod roviny o soufadnicich xa y.

3.2 Vybrané vlastnosti funkci

Monoténni funkce

Definice 3.3

Rekneme, e funkce je

a) rostouci (resp. klesajici) na mnoZing M c D(f), jestliZe pro kaZdé x,,x, € M takové, e x; < x5,
plati f(x1) < f(x) (resp. f(x,) > f(x2)),

b) nerostouci (resp. neklesajici) namnoZiné M < D(f), jestliZe pro kaZdé x,, x, € M takové, fe x; <
x3, plati f(x;) < f(xz) (resp. f(x1) = f(x2)),

c) rostouci (resp. klesajici, nerostouci, neklesajici), je-li rostouci resp. klesajici, nerostouci,
neklesajici) na celém svém defini¢nim oboru.
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Priklad 3.1

Vysetrete monotdnii ndsledujicich funkci.
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Suda a licha funkce
Definice 3.3
Funkce f se nazyva suda (resp. lichd), pokud plati:
a) Je-lix € D(f), pak —x € D(f).
b) f(~x) = f(x) {resp. f(—x) = —f(x)) pro viechna x € D(f).
n\ 'iy
[/
\ | flz) =
\ rI.-’

funkce licha (graf soumérny podle pocatku) funkce suda (graf soumérny podle osy y)
Priklad 3.2
Urcete, zda jsou ndsledujici funkce sudé nebo liché.
a) f: y= x2+41
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Periodicka funkce

Definice 3.4

Rekneme, e funkce f je periodicka s periodou p,p € R, jestlize plati:
a) Je-lix € D(f), pakx + p € D(f).
b) f(x) = f(x + p) pro viechna x € D(f).

Priiklad 3.3
Sestrojte graf funkce f, vite-i:
s D(fi=R
e fjelichd,
« fO=0=£O,
e fje periodickd s periodou 3,
xe 1017

. Vxe( )f(x)— A%z =D 7.: 7~ x* =" X1"dV..
Vypoctéte £(1 000), f (n), f(—V2).

(1000) = f( 979 +7) = fC1)
ST F FCr-3) = [1-7-3)

€ (0 7)

3.3 Operace s funkcemi

Soucet, rozdil, souéin a podil funkei

Definice 3.5
Necht f a g jsou funkce. Souttem f + g, rozdilem f — g, soutinem f - g a podilem f/g funkci fa g
nazveme funkce, které jsou dany predpisem:

F +9)x) = f(x) + g(x), prox € D(f) n D(g),
F=—9)=f(x) - g, prox € D(f) n D(g),
9 =fx)-g(x), prox € D(f) nD(g),
( )( )—gg; prox € D(f) nD(g) {x € R:g(x) = 0}.

Absolutni hodnotou funkce f nazyvdme funkci definovanou pfedpisem

F10) = [f ()l pro x € D(f).
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Skladani funkci
Definice 3.6
Necht f a g jsou funkce. SloZenou funkci f o g nazveme funkci definovanou pfedpisem
(f e @) = fg(x)), pro x € D(g) A g(x) € f(x).

Funkci f nazyvame vnéjsi sloZka a funkci g nazyvame vnitini slozka sloZené funkce f ¢ g.

Priklad 3.4
Jsou ddny funkce f:y =3 —2xag:y=Inx.
a) Urcete sloZenou funkci f o g a jeji definiéni obor.

= - X 0 = ‘ )
(f29)6) = I & bnx @{/;)/ﬂ(ﬂ,m

X
x>0

b) Urcete sloZenou funkci g ° f a jeji definiéni obor.

/70/)0) - G (k) S f‘z/ﬁ,/):/.m’

G- Ay >0
3> Ax

3

—_— X
= >
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3.4 Transformace grafu funkce

Necht je ddna funkce f: v = f(x),x € D(f). Pfipomefime si, jak lze pomoci grafu funkce f'sestrojit

grafy nasledujicich funkci:

a) firy=—f(0),
d fay=f(x—a),

b) fZ:y=f(_x)r
e) fsry=k-f(x),

kde a, b € R\{0},k € R*,m € R* jsou konstanty.

a) grafyfunkci f a f; jsou
soumérné podle osy x

d) graf funkce f, je posunutim
grafu funkce f o la| ve
sméru osy x (je-lia > 0, jde
o posunuti ,doprava”; je-li
b< 0, jde o posunuti
,doleva“)

b) grafy funkci f a f; jsou
soumérné podle osy y

e) graf funkce f5 je
deformaci grafu funkce f
ve sméru osy y (je-lik >
1, jde o k nasobné
»ZvétSeni” ve sméru osy y;
jellio<k<1,jdeok
nasobné ,zmenseni” ve
sméru osy y)

Martina Litschmannovi, Petra Vondrakova

¢ fey=fx)+b,
f) fery = f(mx),

c) graf funkce f; je
posunutim grafu funkce f
o |b| ve sméru osy y (je-li
b > 0, jde o posunuti
»hahoru”; (je-lib < 0, jde
o posunuti ,,dol(“)

f) graf funkce f; je deformaci
grafu funkce f ve sméru
osyx (je-lim>1,jdeom
nasobné ,zGZeni” ve sméru
osyy;jelli0<m<1,jdeo
m nasobné ,rozsireni” ve
sméru osy y)
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Prildad 3.5

Nakreslete v jednom soufadnicovém systému grafy funkci f:y = x% a fi, far o, fa- VyuZijte dpravy
predpisu funkci dopinénim na &tverec.

a) fuy=x*+4x-3

b) frry=x*—6x—7

¢) faiy=2x?-8x+10

d) fay=-3x2-2x+1

Poznamka:
Rozklad kvadratického trojélenu doplnénim na étverec — , pfinutime fungovat” druhou mocninu
trojclenu a nasledné rozdil &tvercd.

Napfiklad:

x2+8x+7=x>+8x+7?? —77+7=x*+8x+ 16—16 +7=(x+4)?-9=

e e S

x% 4+ 2Bx + B? x2 4 2Bx + B2 (x + B)?

=[x+4)-3][x+)+3]l=Cx+1DKE+7)
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3.5 Inverzni funkce

Prosta funkce

Definice 3.7
Rekneme, e funkce f je prostd, pravé kdyz pro kaidé x,,x, € D(f) takové, Ze x, # x, plati, Ze

F0) # £(x). .
¥ x, % € 29/) : (g F X)) = (/cx;) FFd)

i
Sy = 1y L
j -

funkce je prosta funkce neni prostd

Poznamka: SloZenim dvou prostych funkci vznikne funkce prosta.

Piiklad 3.6

Dokazte, Ze f:y = z—tz je prosta.
o Hi,x e R\15]: /zx,y(//xz) > X =

X,+ Z X+ 2

-}

= D 2 ) S

x- 3 X9 =5 = 3 IS e s
= (X’f.z)[x&_g):: (5{,—3)6{7,7"'7)

= X - 3% +o?xf5= Xy Xa ’3"4"“3’9"4

= J:{/‘? = (5-5(7 Y
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Inverzni funkce
Definice 2.13
Necht f je funkce. Funkce £~ se nazyva funkce inverzni k funkci f, jestliZe plati:
-1y
a) D(f7Y)=H().

b) Vy€ D(F): fr() =x oy =f(x).

Véta 2.1
Necht f je funkce. Funkce £~ existuje pravé tehdy, kdy? f je funkce prosta.

Véta 2.2
Necht f je prosta funkce a f~* funkce k ni inverzni. Potom plati:
1. f~1je prosta funkce.
2. le-li f rostouci, resp. klesajici, potom £~ je rostouci, resp. klesajici.
3. Vx€D(): (e N =FfHf(x) =x
Vx € D(F): (f o f7D)() = F(F (%)) = x.
Inverzni funkce k f~1je f,tj. (f )™t = f.
5. Grafy funkei f a £~ jsou soumé&rné podle pfimky p: y = x.

Jak postupujeme, chceme-li najit funkci inverzni k funkci f?
1) Ovéfime, Ze funkce f je prosta.

2) Urcime definicni obor D(f) a obar hodnot H(f) funkce f.
3) Uréime D(f~1) a ur¢&ime predpis f 1.

Pfiklad 3.7

vy . 2 . e T T
Ovéfte, Ze k funkci f:y = % existuje funkce inverzni, najdéte ji a nacrtnéte jeji graf.
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als) D7)~ Hl) =R\L1S
’ (7‘72}’;) 7)?’) R\ 153

¥ye R\77F: 4- /o) = x=/"(f)/ 4
j= f_iji => g(x—3)= x+ &

x- 8y =X+ <
; / 47‘3#
x/J—- f) = "Z*Jét
v :.o@g_,_.f/;)

& o/f-S

/"/31 "—”—;ﬁ A i(x}:—

Jx-fx’ x5 e LA
7 / =957 "I e
7+ Z 5 _ 28
- i xX-7 + <] _ 34_ Ty /m& ?,)4,/ g'; _

X-1

3.6 Zakladni elementarni funkce

Zékladni elementdrni funkce (nutno znat definice a grafy — zopakujte si naptiklad dle Cepicka a kol.,
HerbdF funkci, dostupné online z http://mi21.vsb.cz/modul/herbar-funkci)

e Exponencidlni funkce e Goniometrické funkce

e Logaritmickd funkce e  Cyklometrické funkce

e Konstantni funkce ¢ Hyperbolické funkce

¢ Mocninné funkce e Hyperbelometrické funkce
Definice 3.1

Elementarnimi funkcemi nazyvdme funkce, které lze vytvofit ze zakladnich elementarnich funkci
pomoci konecného poctu algebraickych operaci (tj. operaci +,—, -, :) a skladéni funkci.
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3.7 Mocninné funkce a funkce n-ta odmocnina

fiy=x“neN;xeR

/
¥,
1 7
y
4 4 -2 1.8 1 2 3 4 &5 -
r/,,‘

/ —2|

fiy=x =>f lhy=x

n=1: f je prosta = 3f?
D(FYH =RH(f 1) =R

6] }ouid r .
\ | y = 2}6 i I'; ’4‘1
& / L] lll lr’
4| y= 34
3|
\
y=a
2 e I I
n sudé: f neni prosta = Af 1 fiy=x%njesudé;x € (0;0) = fliy="%x

D(f™) = (0;0), H(f 1) = (0; )

/ — T L
15 / y = ! | ’l‘
1 Z‘I = m5 3 / 4”
[ -
05 y= 3 2 [ -
0.5 1 15 2 25
n liché: f je prostd = 3f 1 fiy=x"njeliché = fl:y="4x

DU M =RHF =R

POZOR!

V& =2,V # =2 (vizgraf f:y = Vx)

VxZ = x plati pouze pro x € (0; ®)

xE(—OO;O)=\/x_=—x }
2 rl

(V)" = x plati pouze pro x € (0; )

VaZ = x|
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Priklad 3.8

Najdéte (existuje-li) inverzni funkci k funkci f: v = V9 — x2,D(f) = (1;2).

.
e
2
B I S L
- &) i . H
o N,’ i
AN gl
\f
. :
o’ b
)
1
\
“+ B =2 1.8 12 3
-1
2 =
1’\ 2
~ghae”

o —r—
ER” e R”
L
q,. ylz = 9" X?.
<
6‘([/(7 <1 L)
Yy = Xg

adl) D) = <147
A= <5 17 Y

24%) @/é-’)=://5:,/37/ H/é/") = (77>
g=//x> => x=/"/})

2 _ R g y%
JEBIEY 4= [T = R R
é/&* = )(.-.-/Q-—j" 2/-I/$)

L{x)-‘ §= [9- v~
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_ 1
fry=x""neN;x € R\{0}, kdex “=F
y = 1/x". n ~ liché \ 3 o
~ e = =
'1\ y = 1/x",n - sudé
fiy=x"";njeliché fiy=x""nje sudé
D(f) = R\{0}, H(f) = R\{0} D(f) = R\{0}, H(f) = (0; o)

Priklad 3.9
x+1

Najdéte (existuje-li) inverzni funkci k funkci f:y = P

adll) / V{. /ws-4/ < )
A
fFrr=t -7y =3
ad) D¢f)- A\13] 1
A1) = R\175
atyy Brt)- RN113,
%/(x) = X= /"/ﬂ
jzu = f[¥_3)=X+7

XY-3
VR
- X = 7+J}

(7

BINNE 21 Ul - PN S SIS

& [}
— %
~

“

LIRS

RN

g %
N “

~
[P —
.
.

-~ ~

) by

p ~
-] ~

AN

a-
~
-]
©

#{7) - R\ZSF

)(/(7'7)::/1‘30‘[, 7‘_3,(
X = 11‘307—- =) -;X).' j: f(_1

g—7
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3.8 Exponencialni a logaritmické

. 1)/
y=a"a>1 P
>

Matematicka analyza |

funkce

y =log,x,a > 1

fiy=a*a>1
D(f) = R;H(f) = (0; )
f jeprostd = 3f 1

f~Liy=logzx;a>1
D(f ) =(0;)H(f ) =R

y=a"0<a<l

firy=a%50<a<x1
D(f) = R; H(f) = (0; )
f je prostd = 3f 1

POZOR!

o log,a* =xplativx eR

e ql%8aX = x plati pouze pro x € (0; )

Priklad 3.10

Urcete pravdivostni hodnotu danych vyrokd.
a) V1:3%375 >0 (y)=17
b V2:379375 > ¢ # ()=1
) V3:3%375>1 (V) =17
dj V4:37%%75>1 (W)= 0

A

mewd

e) V5:(=3)*¥75>0
f) V6:39375 5 030375 /., ( Va) =
g} V7: 3-0375 0‘3—0,375 f' (Vy) = 0

Martina Litschmannova, Petra Vondrakova

y=logr,0<a<l

fhiy=loggx;0<a<1

D(f ) =(0;0); HF H=R

(& o)

i, proleis £3)" nad def
1

33



. L L, V3B TECHNICKA | FAKULTA KATEDRA
3. cvi€eni - Exponencialni a logaritmické funkce [Jy|| UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY APLIKOVANE
IV osTRAVA A INFORMATIKY | MATEMATIKY
Priklad 3.11

Reste nerovnice s neznémoux € R: (A ?”40!‘" )
a) 3*>0 - Ke K
b) 03°>0 => xelk
¢ 3*>1 = xe(o/-m)
X
) 03°>1 = xa (-00:0)

Linedrni rast vs. Exponencidlni rast

Linedrni rast
fry=ax+b;kdea > 0,b € R (vpraxi vétSinou b > 0),x (¢as) = 0

2 |pHiristek (y) za Basovou jednotku

b

1z 3 4 5 8 7T 8 & 10 N 12 13 4 2 32 4 5 68 7 8 9 0 1 12 %

X L

_X,
3
f(0) = b, ti.b oznatuje poateéni stav

fx)=ax+b

Fl—1) (x=1)+b +b } pfiristek za ¢asovou jednotku: f(x) — f(x — 1) = a
x—1D=a(x- =ax—a

Exponencialni rust
fiy=b-a*;kdea>1,b>0,x (Cas) =0

pliristek (y) za &asovou jednotku

/ ..

A . e
'_,4’ Y
bf o—a*"" s s o o °
1) 1 2 3 4 B 6 T 8 9 1 1 12 13 ) 1 2 3 4 5

f(0) = b, tj.b oznatuje pocéateéni stav

f(x)=bh-a* ) } pfirGstek za éasovou jednotku: f(x) — f(x —1) = a* - b - (1 _ %)
x—1 =b'ax_1=b-ax-_
fC ) a koeficient ristu za ¢asovou jednotku: ——f{f_‘)l) =a
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Dokaiete predvidat disledky exponencidlniho ristu?

Priklad 3.12:

Velkovezir Sissa ben Dahir, jenZ je povaZovdn za vyndlezce Sachi. Hru daroval indickému krdli, ktery
velkovezirovi nabidl, aby si sém fekl, co chce za odménu. Dahir odpovédél, Ze by rdd ryéi, a to tak, Ze
za prvni policko Sachovnice dostane jedno zrnko, za druhé dvé zrnka, za tieti ¢tyri, za ¢tvrté osm zrnek
a tak ddle aZ po posiedni Ctyfiasedesdté policko. S kaZdym dalSim polickem Zddal jen dvojndsobek ryZe,
kterd byla na policku piedesiém. Krdl ocenil jeho skromnost, ale odména se mu zddla mald. Avsak
ucenec trval na svém. Sbéraci pSenice proto odesli na Ctyfi strany prostorné indické zemé, nace? krdli

dosla necekand zprdva: V celé Indii neni tolik pSeni¢nych zrn, abyste mohl uspokojit pfdni Sissy ben
Dahira. Kolik zrn mél velkovezir dostat za 64. policko? Tipnéte si a ndsledné exaktné vypoctéte.
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Siteni covid-19: exponencidlni rast?
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Demonstrace exponencidiniho rlstu — &asovd Zdroj: Ldziiovsky,Kasik: Exponencidlni rist mate i experty.
jednotka 5 dni, 25. 8. 2020 — bylo registrovano 302 Vyzkousejte si, ¢im je tak nebezpelny. online:
nakazenych, 15. zaFi statistikové odhadli reprodukéni httos://www.idnes.cz/technet/veda/jak-vypada-

exponencialni-rust-covid-19-
koronavirus.A200915 130739 veda mia

Cislo na 1,6 (Pozor! Epidemiologicky model Sifeni
nemoci nelze wvytvofit jen pomoci tohoto
jednoduchého exponencidlniho modelul!l Zamyslete
se pro¢...)
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Logaritmus ¢isla x > 0 o zakladu a > 0, a # 1 je takové &islo y, pro které plati a” = x, tj.
logepx=yeoa’=x

Piiklad 3.13
Urcete: X
3
a) log,8 = " ﬂ . 3 &= ,? =J\7
b) logy,100 = log 100 = he =2

7 Y-
0 g~ = logy (5P <~ 7
d) log.e3=lne>= 75

Priklad 3.14 )
Uréete pravdivost danych vyroki: ?’14 /A/

a) V1:log;5>0 /4,(0,) 7

b) V2:log;0,2> 0 % (V.e,) =/

¢) V3:logg,5>0 7 (V5 )=0

d) V4:loge; 025> 0 /,, (Vy)="7

e) V5:logs(=5) >0 Vs peust 4‘7’“’4’

f) Véilogs1>0 f{%)’a
Véty o logaritmech
va,z € R*\{1},x,y e R*,c,n € R:
1. Vztah mocniny a logaritmu: al°8a% = x (napf.: e!"* = x, 10198% = x; 21082% = x)
2. Logaritmus soucinu: log, x y = log, x + log, v
A P X
3. Logaritmus podilu: loga;= log, x —log, y
4. Logaritmus mocniny: loga x" =nlog, x
" log4 _ In4
5. Podil dvou Iogarltmu T g =log, x (napf.:log; 4 = % = 12—3)
6. Ptevod redlného isla na logaritmus: ¢ = log, a® (napt.: 3 = log, 23 =log 103 = Ine?)
Priklad 3.15

Vypoctéte:

3
o) logs(81-27) = Z"js S/ + %‘“ oJ¥ = é;\, 37» 475& = 4+3= 4
b) loge9+loged = 497 3L = 4(7( ct= 2
) log;18—logs2 - = . 9 = [73 g =
d) log:9* = [ . /53)1/’ 3‘7: y
e) 3logg2 i!s _ } _

v -
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Logaritmovani

b9®) s neznamou x € R je pro a € R*\{1},b € R*\{1} ekvivalentni s rovnici
f(x)-log.a = g(x)-log.bproc € R*\{1}.

Tuto ekvivalentni Upravu nazyvame logaritmovani.

Rovnice a/ ™) =

Priklad 3.16

Reste rovnice s nezndmou x € R.

a 2*=10
x

bo &= bn 70 bo 20 %

— = — oL

k'%’Z-’%;D = _)_(,—w&”z L
— -1

b) 3*=13* X~1

I 3= B 73
¥. I3 = (X-/) bn 73 _ 4 13 /”73 3 /3
x- 3 - x. on 73 = - 75 = X— W3 In B3-03 ﬁl..

) 25 g
R i M J2
/5;) _Zi /._} L = x 4= %/Z’7y‘,%ﬂ"i/-
d) 3:7*-7""1=60
394 = [ ¥
7. %% 1% = 92
& 5= fro
4% - o7
v. ¥ = h 47

bt! _ g
o=y T
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Priklad 3.17
Najdéte (existuje-li) inverzni funkci k funkci f:y = 2 + 3*71,

) f st 2 / ]/ F
e p vas / e o L, I

ady) D) - R I 4* ( s
Hlf) = (22) I

ad$) @%Z"/"_f[_{&
a‘?{/") = R

pgetgade g= 00 = X )
/;-07’(3’(-’ =) = %74:—&?(7— ’

= i - 35(-11_7
,&//pz)= b J
/g,//,,g)= [v-1)- tn S
b ly-2)= 2 b3 b7

b (y-2)+ b (3) - 2

b lr-2) ﬂa/{)____
”"L%/z) N

Gofre)r7 = ko Ll g # Gl
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