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2. cviCeni — Matematicka indukce; Supremum, Infimum;
Kvadratické rovnice a nerovnice, Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou

2.1 Diikaz matematickou indukci

Dikaz matematickou indukci je Easto pouZivana metoda dokazovani v matematice, nejéastéji pokud
pracujeme s pfirozenymi cisly nebo s néjakou jinou posloupnosti. Zékladnim principem je, ze dané
tvrzeni dokéZeme pro néjaky prvni prvek, v pfirozenych Cislech to nejéastéjijen = 1. To dokdzeme
prostym dosazenim. V dal3im, indukénim, kroku dokaZzeme implikaci ,pokud tvrzeni platipron = a,
pakplatiipron = a + 1”. Z téchto dvou krokd miZeme odvodit, Ze dany vyraz plati pro viechna n
(z néjaké mnoZiny, se kterou zrovna pracujeme).

Véta 2.1: Princip matematické indukce
Necht je dana mnoZina M c N takovi, Ze plati:
a) 1eM,

b) yneM:n+1€ M.

Pak M = N.

Priklad 2.1
Pomoci matematické indukce doka’te, Ze:
a) YneEN:1+3+5+ -+ (2n—1) =n?

com= = 4o Pty = k=P
‘ - '=/;,f/)"“
o Ymed (#5055t (1) = M > 11 3154+ fut)7 [A(?]) 1]

e
e e dmed-7 = m% ohr /= (mf/)
P //nf/)(’
A =F
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d) YneN,n=4:2" > n?,

oy s et =z V
~1
“Hmedymz4: § = 47 o o)

Am* = m+dm+ 7
meam-1 =z 0
D= 4ry=& | /
_ A4z & ]
MI/ '( = 4 = Z-*/E. 4-;2‘_\— '4-[-/2-
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2.2 Supremum a infimum mnozZiny

Definice 2.1
Bud'M c R*. KaZdé &islo k € R* takové, Ze

Vx E M:x <k,
nazyvame hornim odhadem mnoZiny M.

Existuje-li horni odhad mnoZiny M, ktery je prvkem mnoZiny M, nazyvame jej maximem mnozZiny M
a znalime max M.

Definice 2.2
Bud'M c R”. Existuje-li horni odhad mnoZiny M, ktery je prvkem mnoZiny M, nazyvdme jej maximem
mnoziny M a zna¢ime max M.

Definice 2.3
Bud' M c R*. Nejmensi horni odhad mnoZiny M nazyvame supremem mnoZiny M a znacime sup M.

Definice 2.4
Bud' M < R*. Kaidé &islo | € R* takové, Ze

VxEM:x =1,
nazyvame dolnim odhadem mnoZiny M.

Existuje-li doIni odhad mnoZiny M, ktery je prvkem mnoZiny M, nazyvame jej minimem mnoZiny M
a znatime min M.

Definice 2.5
Bud'M c R*. Existuje-li doini odhad mnoZiny M, ktery je prvkem mnoZiny M, nazyvame jej minimem
mnoZiny M a znaCime min M.

Definice 2.6
Bud'M c R*. Nejvétsi dolni odhad mnoZiny M nazyvame infimem mnoZiny M a znacime inf M.

Pfiklad 2.2
Urete inf M, sup M a v ptipadé existence imin M amax M:
a) M=(-57),

/MV/?-’—-{ g M ek
“up /7 = 7 omax M = L
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b) M={xeR:2x>+x—1>0}.
/
-1 =0 L
&Xﬂ:/' 5(" 7 = 0 ’_’}\\. ] 4_7/2
123 5 7 ve (ay 1) 07 )

X 4 =
145

= (-o57-1) U (Y2, %0)

WZUM = SHOl.
mae 1) ek

2.3 Rovnice a nerovnice - zakladni pojmy

onf 11 =~
S;Z/M=ﬁ9

Rovnice (nerovnice) je zapisem rovnosti (nerovnosti) hodnot dvou vyrazd.

Hodnoty nezndmych, po jejichZ dosazeni do rovnice (nerovnice) ziskame pravdivy vyrok, nazveme
koFeny dané rovnice (nerovnice).

MnoZinu, ve které hleddme viechny kofeny rovnice, oznacime O a nazveme ji oborem Ffedeni rovnice.
MnoZinu, ktera vznikne jako prinik mnoZiny O a mnofZin, ve kterych jsou definovény vyrazy na levé i
pravé strané rovnice, oznatime D a nazveme ji definiéni obor rovnice. Mnofinu viech kofeni dané
rovnice oznacime pismenem K. Obdobnou terminologii pak pouZivime i u nerovnic.

Ekvivalentni rovnice (nerovnice)
Dvé rovnice {nerovnice) nazveme ekvivalentni, pravé kdyz maji stejnou mnoZinu kofena.

Ekvivalentni GUprava
Upravu rovnice nazveme ekvivalentni (pravou, pravé kdyz tato Uprava prevede rovnici na rovnici jinou,
s ni ekvivalentni. Obdobné definujeme ekvivalentni Upravy nerovnic.

Neekvivalentni (disledkova) tprava

Upravu rovnice nazveme disledkovou tpravou, pravé kdyZ tato dprava pievede rovnici na rovnici
jinou, pro niZ plati, Ze mnoZina kofenu piivodni rovnice je podmnoZinou mnoziny kofend nové rovnice.
(Pfi poutiti dusledkovych Gprav je nutné délat zkousku.)

Ekvivalentni tipravy rovnic jsou:
e prictenitéhoz ¢isla, nebo vyrazu obsahujici neznamou, ktery je definovany v celém 0, k obéma
stranam rovnice,
e vynasobeni obou stran rovnice stejnym éislem nebo vyrazem s neznamou, ktery je definovany
a nenulovy v celém O,
e umocnéni obou stran rovnice pfirozenym mocnitelem, jsou-li obé& strany rovnice nezaporné
{nebo naopak zaporné) v celém 0.
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Ekvivalentni Gpravy nerovnic jsou:

Matematicka analyza |

e pfittenitéhoi éisla, nebo vyrazu obsahujici nezndmou, ktery je definovan na celém 0, k obéma

stranam nerovnice,

e vynasobeni obou stran nerovnice islem, nebo vyrazem s neznamou, ktery je definovany a

kladny, pro viechny hodnoty neznamé z O,

e vynasobeni obou stran nerovnice zdpornym (islem, nebo vyrazem s neznamou, ktery je

zaporny a definovany v celém 0, pfitom znak nerovnosti se méni v obraceny,
e umocnéni obou stran nerovnice pfirozenym mocnitelem, jsou-li obé
nezdporné v celém oboru feSeni nerovnice O,
o umocnéni obou stran nerovnice pfirozenym mocnitelem, jsou-li obé
nekladné v celém O a sou¢asnym oto€enim znaménka nerovnosti.

2.4 Kvadratické rovnice a nerovnice

Priklad 2.2
Reste v R rovnice:
a) 2x*+x—-1=0

7
_7+3 A
%4 7 \/;
7 -7
g1 75
b) 2x2—1=0
X = 4/2_ .
] =1 ==z
x = /2
— 1)
¢) 2x2+x=0
x (Zx+7) =0

X =O; K= =1 = 'éf;éjlf/z_ijf

d) 9t2+12t+4=0

D= #9- 77=0

— _Z
f/,d =7 - 3

e] a?+a+1=0

D=/-4="3
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Piiklad 2.3
RestevCrovnicia® +a+1=0.
2
D= 1-4=-3 = 3¢
o, - 12T 1,15,
nd = =74 4K
d
S ._ifﬁf'/z
/{' d Z°¢ / g X
P e —————————
Priklad 2.4
Restev]R{rovnlai—L=i. :f,b A/#/ X#S
-2 x-1 3-x

2)(5) = Se-2)(%7)
2 e ) = ST eV ar

=G+ 4

feer) (35) - HE
5/ g-x 37%) I
e x5 AN DTH 24
= gx+ 8397 =0
D= %+ &7 = Mo
NI Py

X//o? = .,p(

gt 0 %]

Priklad 2.5
Reste v R nerovnice:
a) 2x>+x—-1>0

Jrx-1=0 _%’_JL
ﬁ= 7‘/‘0?: q ~9 =—_F-/‘7/2

123 5 P
W= T s

o (00 =10 (V2 99)

16 Martina Litschmannova, Petra Vondrakova



V3B TECHNICKA | FAKULTA KATEDRA L, ;
" || UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY | APLIKOVANE Matematickd analyza |
OSTRAVA A INFORMATIKY MATEMATIKY
b) 9t2+12t+4<0 /
D= M4 144 =0 _L,_
- Z
Lo - 72 _Z 73

& 3 [: f"z/jj

c) 9?2 +12t+4>0 /

j - (o023 )0 (5P )= R\Z- 725

d) 9t2+12t+4<0

4= 7

e)] a2+a+1>0 /
D= /-9=—23 I_HL;_

AR

2.5 Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou

Zapis |a — b| mGZzeme interpretovat jako vzdalenost obrazu ¢isla a od obrazu &isla b.

Priklad 2.6
Reste v R dané rovnice a nerovnice.
a) Ix]|=3 2 3
x-0]=3
I }+j ~ E . r s
K== pddbucst x @ 7/
b) x| <3 ks wz S
xol <3 ediliuos? x 2 O
xe (-3 %)
¢ Ix—2|>3 '2“ =
B ;;m) __qu .;t__%"g_ )

ma/«;’&wﬁ’f x od L /4
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Y Gl 1 T
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Priklad 2.7
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Reste v R dané rovnice a nerovnice.
a) 2x+|x|=1+|1—x]| . //m)
r /—0’0,‘0>‘ X 77 &l
Jxl - * ’
J1-x]  # 7 -
¢ ye (-20,07>
S = (%) =1+ (7-¥)
y = o X
=g s
O/)x(/ =7 & /’W/0> = Jfﬂﬂ
c xely 17
Jet (k) = 17 (+)
gy = 4= X

9K - -

4
-l £ (917
'ofﬁ[f)#/_ (1)

Ix = X
ze =D¢ /0,‘7>=7!§_i£

¥ =0

b) |x%-2x|<x

pdosd - forty 2
[Eax] + T

ye (905U (4P)

(X”z' A )< X

¢ Sx £ ()

Vg2 =0 |
g(x-3)=0 "3

xe [0;3) A Xé/'w/'0>UM/'m)
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