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1 - Mnoiiny a vyroky (opakovani ze SS)

1.1 Mnoziny

Definice 1.1
Mnozinou rozuméjme soubor (souhrn) navzdjem rdznych (rozli$itelnych) matematickych ¢&i jinych
objektl. Jednotlivé objekty, které patii do dané mnoZiny, se nazyvaji prvky mnofZiny.

Zipis a € A znameng, Ze a je prvkem mnoZiny A.
Zapis a € A znamena, Ze a neni prvkem mnoZiny A.

MnoZiny zaddvame

» vyftem prvki (tj. do sloZzenych zavorek; obsahuje-li mnoZina A prvky a, b, ¢, pideme 4 =
{a,b,c}),

¢ pomoci charakteristické vlastnosti — zapis B = {x € E: V(x)} znamen4, e mnoZina B je
tvofena prvky z mnoZiny E a to pouze té&mi, které maji viastnost V (x).

MnoZina, ktera neobsahuje Zadny prvek se nazyva prazdna mnoiina a oznacuje se ® nebo { }.

Definice 1.2
Necht A, B jsou mnoZiny. Rikdme, Ze mnoZiny A, B jsou si rovny a piSeme A = B, jestlize kazdy prvek
mnoZiny A je zarovefi prvkem mnoZiny B a kazdy prvek mnoZiny B je zéroverl prvkem mnoZiny A.

Priklad 1.1

Rozhodnéte, zda A = B.
/

ﬁz?&&&f UL ZX/:
a) Necht 4 ={2,4,5}, B = {54,2}. A=L ~ w p

;% & WZD&(/ MA)W%

b) Necht 4 = {22}, B = {2}. A=Z v PG e 4 v’

Definice 1.3
Necht 4, B jsou mnoZiny. Rikdme, Ze mnoZina A je podmnoZinou mnoZiny B a piSeme A c B, jestliZe
kazdy prvek mnoZiny A je zarovef prvkem mnoZiny B.

Priklad 1.2
Najdéte vSechny podmnoZiny mnoZiny A = {1,2,3}.

2
{13, {2}, 757

{1}, 1155, %57
{1,477
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Zakladni mnoZinové operace
nazev operace oznateni
sjednoceni AUB
prunik ANB
rozdil A\B
dopinék A

Pfiklad 1.3

Vy3rafujte dané mnoZiny ve Vennovych diagramech.

L 7> L

AUB ANnB

Pfiklad 1.4
Necht A ={1,2,3,4}, B ={2,4,5}. Uréete AUB, AN B, A\B, B\A.

B = /1,2,3,4,5F
ANZ = {2, 4%
ANZ =4735
B\4 =487

Pocetni pravidla pro operace s mnoZinami

1
2
3
4,
5
6
7
8

AUB=BUAANB=BnA
(AUB)UC=AU(BUC)
(ANB)NC=An(BNC)
(AUB)NC=@ANC)U(BNC)
ANBUC=AUONBUO)

(ANB) =A’UB’,(AUB) =A'NB’

A) =4
AB=ANB

A\B A

komutativni zakony
asociativni zakon
asociativni zdkon
distributivni zakon
distributivni zdkon

de Morganovy zakony
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Ciselné mnoziny

N=1{1;2;3;...} pfirozené Cisla
Z={.;-2,-1,0-1;2;..} celd &isla
Q= {%’p €Zqe Z} racionalni ¢isla
R realnd Cisla
R* kladna redlna &isla
R~ zaporna reaina cisla
R* rozdifend mnoZina redl. &isel, tj. R U {—o0, o0}
R\Q iraciondlni ¢isla
C komplexni €isla
Priklad 1.5
Necht A = {1,2,3,4}, B = N. Uréete AU B, AN B, A\B, B\A.
AUEZ= N

ANE = 41,4, 3,47
A\ B 7
Z\NA = fxeV x> 47

I

1.2 Vyrokova logika

Definice 1.4
Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl fici, zda je pravdivé nebo nepravdivé.

Méjme vyrok A. Je-li A pravdivy, zapisujeme tuto skuteénost p(4) = 1, je-li A nepravdivy, piseme
p(A) = 0. Symboly 0, 1 se nazyvaji pravdivostni hodnoty.

Definice 1.5
Negaci vyroku budeme rozumét takovy vyrok, ktery popira pravdivost vyroku pGvodniho. Negaci
vyroku A budeme znacit —4.

Definice 1.6
Obména vyroku A je vyrok, ktery fiké totéZ co vyrok A, ale jinymi slovy.
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fiklad 1.6
Urcete, zda Ize dané véty povaZovat za vyrok. V pfipadé, Ze jde o vyrok, urcete jeho pravdivostni
hodnotu a vyrok negujte.

a) V1:Hradcem Krélové protéka feka Labe. ;) -
(1 )=17 V7 HE Aw/owé,é Jilke LAZE

b} V2:V kolik hodin odjizdi rychlik Pendolino z Prahy?
X
c) V3: Rychlik Pendolino odjizdi z Prahy v 16:15h.
X ntlio o v P’
d) V4:Kocka je bila. ; /
X beonl %
e) V5: Tato sklenice je plni}w_‘ }E,é Alons o dvic / % /

rlvs)= 7
f) V6: Ve vesmiru existuje planeta ,obydlena” Zivymi organismy. / 6 Q&/o/m[ /?m)
plE)= 2 U e destdue ponishyt BULL fhuels ol her g,
g) V7:x <5 .
~ /Ltjé,oa,dlé ;40.

h) V8:4<5
avs)=1 . W IZS

i) V9:44+5=10

p(V7) =0 07 prs* b

Jednotlivé vyroky lIze spojovat pomoci logickych spojek:

nazev spojky oznaceni slovni vyjadfeni
konjunkce AAB A azidroven B
disjunkce AVB A nebo B

implikace A=B jestlize A pak B
ekvivalence AeB A pravé tehdy, kdyz B

Vyrok obsahujici logické spojky nazyvdme vyrokem sloZenym. Neobsahuje-li vyrok logické spojky,
nazyva se vyrok elementarni.

Definice 1.7

Méjme vyroky 4, B. Logické spojky, které spojuji dva vyroky, definujeme tabulkou pravdivostnich

hodnot vypsanim vSech existujicich kombinaci.
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Piiklad 1.7

Doplrite nasledujici tabulku pravdivostnich hodnot.

FAKULTA
ELEKTROTECHNIKY
A INFORMATIKY

KATEDRA
APLIKOVANE
MATEMATIKY

Matematicka analyza |

p(4) | p(B) | p(AAB) |[p(AVB) | p(A=>B) | p(A = B)
1 | 1 4 7 / 7
1 0 ¢ A o 0
0 1 g g 4 Y/
0 0 7 Y, 7 7

Pfiklady na implikaci:

KdyZ budou padat trakare, zrusime vyuku.
Kdy? nebudete ddvat pozor, budu nastvand.

Piiklad 1.8

Dopinénim tabulky pravdivostnich hodnot dokaZte, Ze plati
(A=B) & (-AVB).

Pfiklad 1.9

p(4) | p(B) | p(=4) | p(A= B) | p(=AV B)
1 [ 1 0 / 7
1 0 0 0
0 1 v 4 1
0 0 7 J 7
- r—
2ot /éégﬂ'-a

Doplinénim tabulky pravdivostnich hodnot dokaZte, Ze plati ndsledujici vztahy pro negace.

1. =(AAB) & (mAV =B)
2. 2(AVB) & (RAA=B)
3. —|(A = B) (= (A/\—|B)

p(4) | p(B) | p(=4) | p(=B) | p(~(AAB)) | p(=AV =B)
1 1 0 0 0 0
1 0 0 4 Vi 7
0 1 7 0 4 7
o 1 0 7 |7 7 1
WE)/
p(4) | p(B) | p(=A) | p(=B) | p(=(4V B)) | p(=AA—=B)
1 1 0 0 0 )
1 1010 7 0 0
0 1 1 J J Y/
o] o] 7 |7 7 g
vr—
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p(4) | p(B) | p(—B) | p(~(A = B)) | p(AA-B)
1 1 0 9, 0
1 0 7 Vi i
0 1 Y, ) J
0 0 4 0 )
L~ /3)
Definice 1.8

Vyrokova forma je tvrzeni obsahujici proménné, z néhoZ se stane vyrok po dosazeni konstant za

proménné.

Z vyrokové formy lze vytvofit vyrok také tak, Ze viechny proménné ve formé véZeme néjakou omezujici
podminku, jednoznatné specifikujici jejich hodnoty. Tato podminka se nazyvd kvantifikator.
V matematice se nejcastéji pouzivaji dva kvantifikatory:

e obecny kvantifikator, ktery se oznaduje V a éte se ,,pro kaZdé,
» existencni kvantifikator, ktery se oznatuje 3 a ¢te se ,existuje alespofi jeden®,
¢ kvantifikitor jednoznacné existence, ktery se oznacuje 3! A ¢te se ,existuje pravé jeden”.

Jak negovat vyroky s kvantifikatory?

Reknéme, e obecny a existenéni kvantifikator jsou navzajem opacné kvantifikatory.

Pokud je pfed vyrokovym vzorcem vice kvantifikdtor, zménime pfi negovani viechny tyto
kvantifikatory na opa¢né a potom provedeme negaci vyrokového vzorce.

Napfiklad: —=(vx € N3y € N:V(x)) = 3x € Nvy € N: 5V (x).

Priklad 1.10

Urcete pravdivostni hodnoty ndsledujicich vyroki a urlete jejich negace. (nepouZivejte ,,neni pravda,
Ze...”) Predpokladejte, Ze ,,velmi chytry” = ma IQ vy$si neZ 140 bod.

a) V1: Vsichni studenti jsou velmi chytfi.

f//m)= 0

7 @A/ abiaporz /m, e @7’ pree bt ity

b) V2: Existuje alespori jeden clovék, ktery je velmi chytry.

7u/'/44) = |
7/4 7/3“;;‘6'/14% Zb(é/ W‘V’/ /B /)(7;7{;:2— %2
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Priklad 1.11
Uréete pravdivostni hodnoty ndsledujicich vyroki a urcete jejich negace.

T(A= B )= A r 7&

| 4 p(V) -V

IxeER:(x =20V (x?=0) i Fxe/R.: (x<0)A (x%< )

VxeENVyeN:x>y 0 :7M€/7V3tf6//v" X<y

VxENIyeEN:x>y 7 Txe Ny elN . x<y

IxENVYyEN:x >y 0 Fxelh Trew: x<ly

IxeNIyeN:x>y 4 ﬁ‘,\/é,/}(/h{fg//l/ P )('4_}!’

VX ER: (x > 0) = (x3 > 0) i Ixe R Vix-0) n (£3<0)

VxENVyEN: (x 2 y) = (x3 = y3) 4 9}(6’//\/3’;;6/\/ {/X?j)/l /("54}“;)
7 d v

Vyrokova forma, ktera pfi dosazeni libovolné kombinace pravdivostnich hodnot nabyva pravdivostni
hodnoty 1 se nazyva tautologie.

Priklad 1.12

Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot dokaZte, Ze se jednd o tautologii:
a) (A=B) e (1B=-4) (vztah pro nepfimy dikaz)
b) (A= B) © =(4AA-B) (vztah pro dlikaz sporem)

p(4) | p(B) | p(=4) | p(=B) | p(A> B) | p(~B = -4) | p(AA-B) | p(~(4 A -B))
1 1 0 O 4 Y 0 7
1] o] v & 0 0 7 7
0 1 7 Y, % 7 0 7
0 0 y 7 i 7 D 7
2 Lo ——— /L)
p(A) | pB) | p((4= B) © (~B = -4)) | p((4= B) & ~(AA-B))
1 [ 1 7 7
1 0 7 4
0 | 1 7 7
0 | 0 7 7

1.3 logické vystavbé matematiky

Jednotlivé ¢asti této kapitoly jsou pievzaty z [2].
Jak budovat védeckou teorii?

1. Na pocéatku uvedeme axiomy, tj. vyroky, jejichZ pravdivost se pfedpoklada. V axiomech se vyskytuji
tzv. primitivni pojmy, které nedefinujeme. Axiomy vypovidaji o primitivnich pojmech vie, co je
moZné Fici.

2. Pak nasleduji véty, tj. pravdivé vyroky, které Ize odvodit pomoci pravidel logiky z axiom( nebo z vét
pfedchazejicich. Nedilnou souédsti vét je jejich diikaz.

3. DalSi pojmy zavadime pomoci definic, pficemZ definice je vymezenim obsahu a rozsahu nového
pojmu.
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Matematické dakazy

Véty maji tvar implikace (@ = B) nebo ekvivalence (@ © fB). ProtoZe viak Ize kaZdou ekvivalenci
prevést na implikaci, staci se v dlikazech soustfedit na véty ve tvaru implikace.

Mé&jme vétu a = S, pak a jsou predpoklady véty a B jsou tvrzeni véty. Slovné Ize takovou vétu
vyjadifime nékterym z nasledujicich zpsobu:

e Necht plati @. Potom plati .
o Jestlize plati @, potom plati 5.
e Kdyz plati a, pak plati 3.

Nedilnou soucdsti véty je jeji diikaz. Dlikazem rozumime logické deduktivni odvozeni vyroku z jinych
pravdivych vyrokl. PouZivame nésledujici typy dikaz(: pfimy dikaz, nepfimy dikaz, dikaz sporem a
ddkaz matematickou indukci.

Princip matematickych ddkaza:

e Primy diikaz vychazi z pravdivosti pfedpokladl & a ma tvar fetézce na sebe navazujicich implikaci,
1j.
A=y =Yz ... =Y = B.

o Nepfimy dikaz vyuZiva vztahu

(a=p) e (= = a).
(viz pfiklad 1.11)
Vyjdeme z - a pfimym diikazem dokdzeme — .

=8 =8..26 = a.
e Diikaz sporem vyuZivd vztahu
(= pB) ® ~(an-p).
(viz pfiklad 1.11)
Chceme ukazat, Ze neni pravda, Ze plati @ a zaroveii neplati 8. Pfedpokladdme tedy soufasnou

platnost a a —f a postupné dojdeme k tzv. sporu. Spor je stav, kdy pro néjakou formuli y ukdzeme,
e soucasné platiy a —y.
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Priklad 1.13
Dokazte pfimo, nepfimo i sporem, e vn € N:n > 2 = 6n + 3 > 13.
v

4 2
iy Aoz
7/ 74
bme: M=24 <2 bm =K <> Gn+t3 =15 = En+ 32 13

A Z
v/ ,
' e MAQZL'
Vo cal P
ImelN: Emr Gz 13=>6m<ip=>m= 2 5 m<L

B 774

A ind

/m}@) A /§m+55 /5)
6m = 10
m £ Z@ _,.r’//f)
At
T — .
SFOR j
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