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14. cviceni - Vypocet urcitého integralu (+ aplikace)

Urcity integral pfifazuje funkci ¢islo. Podle toho, co dana funkce zndzorfiuje, miZe mit vysledné &islo
rGzny vyznam. Napfiklad:

e obsah rovinného obrazce,

o  délka krivky,

e objem télesa,

o celkovy elektricky naboj rozloZeny na rovinném obrazci, ...

Definice 14.1

Necht’f(x) je funkce, ktera je definovana a ohranitend na ohrani¢eném a uzavfeném intervalu {(a; b),
a < b.

Rekneme, Ze funkce f(x) je integrovatelna neboli Ze m4 urtity integral na intervalu {a; b), jestlize
existuje €islo I € R s nasledujici vlastnosti:

K libovolnému &islu £ > 0 Ize nalézt Cislo § > 0 tak, Ze pro libovolné déleni D intervalu {(a; b) takové,
ie v(D) < 4, a pro libovolny vybér reprezentanti = tohoto déleni plati |S(f, D, E) — I| < e.

Cislo I pak nazyvame hodnotou uréitého integrélu a piseme fab fx)dx =1.

Cislo a se nazyvé dolni mez, ¢&islo b horni mez, interval {a; b) integracni obor a funkce fintegrand. Horni
a dolni mez nazyvame spole¢né integraéni meze,

Véta 14.1
Necht’f(x) je funkce, ktera je definovand a ohranitena na ohrani¢eném a uzavieném intervalu {(a; b),
a < b.Necht je na tomto intervalu spInéna kterakoliv z ndsledujicich podminek:

1) f(x) je monoténni,

2) f(x) je spojita,
3) f(x) je ohrani¢enad a ma kone&ny po&et bodl nespojitosti.

Pak existuje uréity integral f: f()dx.

Véta 14.2
Necht’ funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu {(a; b). Pak také funkce f(x) + g(x) a
cf (x), kde c je libovolnd konstanta, jsou na tomto intervalu integrovatelné a plati:

o [IF@ £ g()dx = [ f@dx + [7 g(x)dx,
. f: cf(x)dx = cfab f(x)dx.

Prvni vlastnost se nazyva aditivita vzhledem k integrandu, druhd homogenita.
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Véta 14.3

Necht’ je funkce f(x) definovéna na intervalu {(a; b) a a < ¢ < b. Pak je funkce f(x) integrovatelnd
na intervalu {a; b) pravé kdy? je integrovatelna na obou intervalech {a; c¢) a {(c; b). Pfitom plati:

Jo Fodx = ff FGodx £ [ f()dx.

Této vlastnosti se fika aditivita vzhledem k integraénimu oboru.

Piiklad 14.1
Vypoctéte ffz f(x)dx, kde

2 prox €(=2;1),

flx) = [—1 prox € (1;3),
1 prox €(3;4).
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Véta 14.4 (Newtonova-Leibnitzova formule)
Necht’ je funkce f (x) integrovatelna na intervalu {a; b) a necht F (x) je jeji primitivni funkce. Pak plati,
ze:

J? £ (%) dx = F(b) - F(a).

Poznamka: Pro rozdil F(b) — F(a) se vZilo ozna&eni [F(x)]Z, proto obvykle piseme:

b
f f@)dx = [F@IL.
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Geometricka interpretace Newtonova-Leibnitzova vzorce (pfevzato z [2])

Priklad 14.2

S vyuzitim New?%)ova-Leibnitzova vztahu urlete: ) 37
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14.1 Metoda per partes pro urcity integral

Véta 14.5
Necht funkce u(x) a v(x) maji na intervalu {a; b), a < b, derivace u'(x) a v'(x), které jsou na
intervalu {a; b) integrovatelné. Pak plati

Jou'@) -v() dx = [u() - v — [ u() v’ () dx.

Piiklad 14.3
a) flz(x2+1)lnxdx:-/;{,: @X /I"’X ////fo) %1’] _
2 , : Y
= & Y i -
;//\3*/)&4"“ —5-%1:8"/(%{7"7)0&
= x3 2 # 4 m
5 hd- ) 5+ YZ = ST hd- /

) [Ftsincds = / “ ;: #- o /-
= [-x wsx] + o//x/asx ok = /// [1)+0- 7)+/Uamlr=
‘Wﬂw /" -
=75 o [x tu x ] /37401(0& -
=75 A (70-00]- J[zas'x] f’,z/¢+‘/)=

— -

1

i\

7=

142 Martina Litschmannova, Petra Vondrakova



KATEDRA &)
5{1‘ Matematicka analyza |

FAKULTA
APLIKOVANE

v3B TECHNICKA
||| UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY
[I' osTRAVA A INFORMATIKY

MATEMATIKY V/Z_
vtz ,*
9 [vieFav = /ﬂs £ - #z_l//z /=

u'= 2V 0’=—of #! _V/2
4=V = e ,,/2/:

/NZ "’z/a ’ 'f”/V ’”?/’/ / =2

h
S\‘
(L
|}
\S
™~
CH
\
|
S
‘\I
%
"h
s
NN
AN
il

I
N
|
N
Ny
N
N

(“‘)/e_lf/za/yz zt.:-_;"l/fzod’/ —af/(o// 176

14.2 Substitu¢ni metoda pro urcity integral

Véta 14.6
Necht funkce f(t) je spojita na intervalu {a; b), a < b. Necht funkce ¢ (x) mé na intervalu {(a; ), @ <

B, derivaci @' (x), kterd je na intervalu (a; B) integrovatelnd. Déle necht platia < @(x) < b prox €

{a; ). Pak plati, Ze

I? Flo@le’ (x) dx = fq‘f(f)) F(b) dt.

Piklad 14.4 _ £
- S X = zl
a) j‘ smx cosxdx = wsx 0& d{_ / / Z /

I

4 b
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Matematicka analyza |

14.3 Geometrické aplikace urcitého integralu

Véta 14.7
Necht funkce f(x) je na intervalu (a; b), a < b, integrovatelna a nezaporna. Pak pro obsah mnoZiny

A={(x;y) ER*:a <x <b,0<y<f(x)}plati
S(A) = [} f(x) dx.

Véta 14.8
Necht funkce f(x) a g(x) jsou na intervalu {(a; b), a < b, integrovatelné a plati g(x) < f(x) pro

viechna x € (a; b). Pak pro obsah mnoziny B = {(x; y) € R*:a < x < b, g(x) <y < f(x)} plati
S(B) = [, [f () — g(0)] dx.

Je-li funkce f spojita a nezaporna na intervalu {a; b}, pak f: f(x)dx udéva obsah obrazce
ohranic¢eného grafem funkce f, osou x a pfimkamix =aax = b.

iy

ix)

sr [ ekt

Geometricka interpretace urcitého integradlu
Nasim Gkolem je urcit obsah mnoZiny A (Casti roviny), ktera je ohranitena pfimkamix =aax =ba
grafy funkci fa g.

Predpokladejme, Ze funkce fa g jsou na intervalu {(a; b) integrovatelné a plati, Ze f(x) = g(x) pro
kazdé x € {a; b). Pak si mnoZinu A lze pfedstavit jako plochu na obrézku (a).

(=
. L
(a) (b)

MnnoZiny A a mnoZina B
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Je zfejmé, Ze pokud grafy funkci f a g posuneme o konstantu c ve sméru osy y, pak se obsah mnoZiny
B, ktera je ohrani¢ena grafy funkci f + ¢, g + c a pfimkamix = a a x = b bude stejny jako obsah
pavodni mnoZiny A, tj. S(4) = S(B) —viz obr. (a), (b).

Pfiklad 14.5
Vypoltéte obsah mnoZiny K ohranicené grafy funkci g:y = x* + x —3a fiy = —x? — 2x + 2.
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Véta 14.9 (O délce kFivky)

Necht funkce f(x) je definovana na intervalu (a; b), a < b, a je na tomto intervalu spojita. Pak pro
délku jejiho grafu G plati

16) = [P Y1+ P dx.

Piiklad 14.6
Urete délku grafu G funkce f:y = Inx, x € (v/3;V15).
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14. cviCeni - Geometrické aplikace urditého integralu

Véta 14.10 (O objemu rotaéniho télesa)
Necht funkce f(x) je definovana na intervalu (@; b), a < b, a je na tomto intervalu spojitd. Pak pro
objem rotaéniho télesa V, které vzniklo rotaci kfivo¢arého obdelniku P = {(x;y) E R*>:a < x <
b,0 <y < f(x)} plati

V=nflf2(x)dx.

Véta 14.11 (O obsahu plasté rotaéniho télesa)

Necht funkce f(x) je definovdna na intervalu {a; b), a < b, a je na tomto intervalu spojitd. Pak pro
obsah pla3té rota¢niho t&lesa V, které vzniklo rotaci kfivo¢arého obdelniku P = {(x;y) e R%:a < x <
b,0 <y < f(x)} plati

Q=2n [} fF)JT+[F O dx.

Rotacéni téleso (pfevzato z [2])

Pfiklad 14.7
Odvodte vztahy pro objem koule a obsah kulové plochy o poloméru r > 0.
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