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12. cvi€eni - Ulohy tykajici se rozkladu rac. lomené funkce na parc. zlomky

12.1Polynomy

Definice 12.1
Nechtn € Ny, ag, ay, ..., @y-1, @, € R. Funkci
Pry=a,x"+a,_1x" 1+ +ax+ay,x€R
Nazyvéme rediny polynom {mnohoélen). Cisla a,, a;, ..., 4,1, a, nazyvame koeficienty polynomu P
a n stupeii polynomu P.

Ptiklady polynomii:

o Pry=3x3-1 ... polynom stupné 3,

o Pry=7x*+3x%2—1 ..polynom stupné4,

o Puy=4 ... polynom stupné 0.

Definice 12.2

Funkce R dand pfedpisem
P(x

R() =)

Q(x)

kde P je polynom a @ je nenulovy polynom se nazyvé raciondlni lomennd funkce.

Rikdme, Ze funkce R je ryze lomennd, jestlize stupef polynomu P je niz3i ne stupen polynomu Q. Je-
li stupeni polynomu P stejny nebo vy3si nez stupeii polynomu @, mluvime o neryze lomenné funkci.

Pfiklady racionainé lomennych funkci:

¢ Ry: e N ze lomenna racionalni funkce
1Y = 7x443x2-1 7 ry
e R, e N neryze lomenna racionalni funkce
22V = iy MY
Priklad 12.1

Vyjdadrete neryze lomenou raciondini funkci f jako soucet polynomu a ryze lomenné raciondini funkce.
2x6 —9x* +4x3 +8x2 - 7x+ 4
x4 =3x24+2x-1
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12.2Rozklad polynomu na souéin

Definice 12.3
KoFenem polynomu P rozumime libovolnou komplexni &islo a takové, Ze P(a) = 0.

Definice 12.4
Isou-li B3, B2, ..., Bs navzajem rizné kofeny polynomu B, a k4, ky, ..., ks € N, pak tvar polynomu
By = a,(x — B*1(x — Bp)ke - oo- (x — B
Nazyvame rozklad polynomu P,, na soutin kofenovych ¢initeli v komplexnim oboru. Cislim
k4, ks, ..., kg Fikdme ndsobnosti kofent 81, 85, ..., fs. Platiky + ky + ...+ ks =n.

Véta 12.1
KaZdy polynom stupné n ma v komplexnim oboru privé n kofent, pocitame-li kazdy kofen tolikrat,
kolik ¢ini jeho nasobnost.

e Polynom stupné 1 ma pravé jeden kofen.
P:y=2 ..kofen2

e Polynom stupné 2 ma pravé dva komplexni kofeny, pficemz kazdy pocitdme tolikrat, jaka je jeho

nasobnost.

Pry=x2+x—-2=(x—-1)(x+2) ..kofeny:1,-2
Pry=x*-2x+1=(x-1)? ... dvojnasobny kofen 1
Pry=x24+1=(x—)(x+1i) ... kofeny: i, —i

e Polynom stupné n ma pravé n komplexnich kofend.
o Piy=x34+x=x(x*+1)=x(x+1i)(x—1i) ..koFeny:0,i,—i
o Piy=x3—x=x(x*—-1)=x(x+1)(x—1) ..kofeny:0,1,—1

e  Ma-li polynom komplexni kofen x = a + Bi, ma i komplexné sdruzeny kofen x = a — Bi,
pricemz jejich nasobnosti jsou stejné.

Roznasobime-li kofenové Einitele odpovidajici komplexné sdruzenym kofeniim « + Bi,
dostavame
[x = (a + BD][x — (a — Bi)] = x2 + 2ax + a? + B2

To je kvadraticky trojélen x2 + px + q.
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Véta 12.2

Je-li polynom P, (x) stupné n,n = 1, B4, B, ..., Bs viechny jeho kofeny s ndsobnostmi k,, k5, ..., ks a
oznatime-lix? + pyx + qq, ..., X2 + p;x + g, viechny kvadratické troj¢leny odpovidajici viem riiznym
dvojicim komplexné sdruZenych kofeni s nasobnostmi ly, [, ..., ., dostaneme

Po(x) = an(x = B (x = Bp) 2 - oo+ (x = B)¥s - (2 + prx + ) - -+ (2 + prx + g ).

Tento tvar polynomu nazyvame rozklad polynomu na souéin ireducibilnich (nerozloZitelnych)
kofenovych &initelu v redlném oboru.

Priklad 12.2
Rozloite polynom Ps(x) = 2x° + x* + 4x3 + 2x? + 2x + 1 na soucin ireducibilnich kofenovych
Cinitel( v rediném oboru, vite-li, Ze jeden koren je x = —l.

Y=-F .. hootw 7/05“)'6("«&) e /Xf“j/g'(‘f%"“‘g)

s ' 9% Je Jee 1) (k4 F) = hone o
~(Ik’+x7)

N P’y ofx +7
()

7

—/tfw— 7)
7

* . 4%
7 lod) -l ar) - 4 lr ) v 7).

12.3Rozklad na parcialni zlomky

Véta 12.3
Necht R(x) = ity ; je racionalni ryze lomenna funkce s realnymi koeficienty a necht
Qx) =~ (x @) (x +px +q)) - -, pak
— A Bix+C,q Byx+C; Bjx+Cj
R(x) = (x~a) + oot (x— a)z Tt ook (x— a)" ik (x24+px+q)  (Z+px+q)2  (x2+px+q)) ’

Kde Ay, -, Ay, By, -, B;, C1, -+, C; € R.
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Postup nalezeni koeficientl rozkiadu [2]

1. Nejprve se presvédCime, Ze zadana funkce je ryze lomenna. Pokud tomu tak neni, pfevedeme ji
délenim na soucet polynomu a racionélni ryze lomenné funkce. Tu pak teprve rozkladame.

2. RozloZime jmenovatel na soudin ireducibilnich Ciniteld v rediném oboru.

3. Podle tohoto rozkladu napiSeme pfedpoklddany tvar rozkladu na parcidlni zlomky s neznamymi
koeficienty. Ten poloZime roven zadané racionadlni ryze lomenné funkci, jejiz jmenovatel si
napiSeme ve tvaru soucinu ziskaného v bodé 2.

4. Vzniklou rovnici vyndsobime jmenovatelem zadédni. Dostaneme rovnost dvou mnoho¢lend. Na
jedné strané rovnice je mnohollen se znamymi koeficienty, na druhé strané mnohoclen
s neznamymi koeficienty.

5. Dvamnohodleny jsou si rovny praveé tehdy, kdyz jsou stejného stupné a u stejnych mocnin neznamé
maji stejné koeficienty. Roznasobime tedy mnohocleny na obou stranach a slou¢ime ¢leny se
stejnymi mocninami neznamé. Pak porovname koeficienty u stejnych mochin neznamé na levé a
pravé strané rovnice. Dostaneme soustavu linearnich rovnic, kterd ma vzhledem k jednoznacnosti
rozkladu pravé jedno feseni.

6. Jestlize ma jmenovatel rediné kofeny, je vyhodné dosadit je do vzniklé rovnice a tim dostat hned
nékteré koeficienty. Pak staci porovnat koeficienty jen u nékterych mocnin neznamé (tak, abychom
dostali potfebny pocet rovnic pro ty koeficienty, jejichz hodnoty jeSté nemame).

Piikad 12.3
RozlozZte na parcidlni zlomky:
x+1 x+ 7 ZI + C
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2 . 2
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12.4Integrace racionalni lomenné funkce

KaZdou raciondlni lomenou funkci Ize vyjadFit ve tvaru soudtu polynomu a parcidlnich zlomk.

P(x)
e S(x) J:Rl(x) +Ry(x) + -+ + Rs(Jj)

— Y
parcialni zlomky

Na libovolném intervalu, ktery neobsahuje kofeny jmenovatele Q(x) jsou tyto funkce spojité, takie
k nim existuje primitivni funkce a plati

[ 22 dx = [ S dx + [ RyGdx + -+ [ Ry()dx.

Integraci zakladnich typt parcidlnich zlomki si vyzkousime v nasledujicim pfikladu.
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