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11. cvi€eni - Uvod do integralniho poctu

11.1Nékolik poznamek na avod

derivovani
> f'(x) ... smérnice teény ke
funkce f - .
* grafu funkce f v bodé [x; f(x)]
integrovani
loha bod derivovani
'{ (x)“...’ poloha owu > f'(x) ... okamZita rychlost
po ybupcnhvo se po pfimce < bodu v Ease x
Vcase x integrovani
derivovani
f(x) ... okamZitd rychlost > f'(x) ... okamiité zrychleni
bodu v ¢ase x * bodu v Zase x
integrovani

Integréini pocet — Jakou funkci musime derivovat, abychom ziskali danou funkei f(x)?

derivovani
Hleddme F(x) < - Znadme f(x) = F'(x)
integrovani
Napfiklad:
F(x) f(x) =F'(x)
sinx COS X
sinx + 1 COS X
sinx — 3 COS X
sinx+c¢,c€R cosx

Geometricka interpretace: Pro pevné zvolené x jsou teény ke
grafim funkci F(x) + ¢ v bodech [x; F(x) + ¢] pro libovolné
¢ € R rovnobéinég, tj. maji stejnou smérnici.
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Definice 11.1

Necht f(x) je definovdna na otevieném intervalu I.
Funkce F (x) se nazyva primitivni funkce k funkci f, jestlize pro vechna x € I plati

f(x) = F'(x).

Véta 11.1 (O existenci primitivni funkce)
Je-li funkce f spojita na otevieném intervalu I, ma v I primitivni funkci.

Poznamka: Spojitost je postacujici, nikoliv nutnou podminkou existence primitivni funkce.

Véta 11.2
Je-li F primitivni funkce k f na otevieném intervalu /, pak funkce G(x) = F(x) + ¢, c € R, jsou pravé
viechny primitivni funkce k f nal.

Oznakeni: Je-li F primitivni funkce k £, piSeme [ f(x)dx = F(x) a mluvime o neurtitém integralu.

Umluva: Symbol [ f(x)dx pro nas bude znamenat nékterou z primitivnich funkci k f. Kazdou dalsi
bychom dostali pfictenim vhodné konstanty.

Véta 11.3
Na kaZzdém otevieném intervalu, ktery je €asti defini¢niho oboru pfisluiné integrované funkce plati:
[1] [fcdx=cx (c€ER),

o x‘l1.+1
2] [x"dx==— mERn=*-1),

n+1
B] [fxldx= f;lc- dx = Inlx|,
[4] [sinx dx = —cosx,
[S] Jcosx dx =sinx,
e f —cdx=tgx,
71 f Si;x dx = —cotg x,

e |
8 fa dx =— (a>0),
9] [e*dx=¢e*,
-
[10] f —o; dx = arctg x = —arccotg x,
(11 f w/1+7 dx = arcsin x = —arccos x,

121 f22 dax =lf Gl

Platnost vzorc( plyne ze vzorcii pro derivovani.

Véta 11.4 (O linearité neuréitého integralu)
Necht f a g jsou funkce spojité na otevieném intervalu I a o, 8 € R. Pak v I plati

Jlaf(x)+ Bg(x))dx = a [ f(x) dx + B | g(x) dx.
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Priklad 11.1

' v v
TR B ottty it b port 2o o KD

b) f}%dx -f)(—‘e’m =rf-_—’\;:-’= —?4-

£ 2,
c) f\/_dxf-fk 0&———4/4—=3../,\'"
y;
d)f;—f—ﬁ=‘j’xfﬂ([,_7=-f

..3/1

7
7
\/E—xse"+x2d - - X -7 X = —*- /b/(/
e) [ adx /(X"’..z-/-,\’ )o(e=———z+%/x/ 4

7

s
VIR = S 14 sk Dok = o x v ety &

s z < 7
x': (A’+7): X~ 1+ =7

= (4t+x)
S
'c—xz—f)
- R S oL N 4? )
cos 2x+sin?x (cos®x - 37'&2)()4‘97‘4:1( (os?e
)f cos 2x . / @5'77(— ﬁ‘azk )pﬁr =
coszxsmzx . los*x. $3u% x jﬂ;m 2y [D’ X

= ‘wéx-—/ﬁ X

/
¢ £ _ 1.t M%x - oS X
) f (2 - 2+1+“ﬂ)dx-ﬁg-—jfa,ec$ X-Flosx= g4 g
Z
J

S
i) fxz_j;mdx = \/,y’i gx)aé 77y = =

/ / ole =
/- & Xg‘-_—_ / -z, )
k) [cotg’xdx = _w.f_ii"—- 04 = 5_7;,,2,{ am X
Smn X
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{4 5 3«
) Se-viar < f (% W -1 ) ok = 54~ X+ 74— X

/ 2 =l£,,((-‘r/)
xdx=:z{_\/_)}o_f'_-__:.(7d:_7.%/l"r7/ s

m) |

11.2Zakladni integracni metody

Metoda Per Partes

Véta 11.5
Necht funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace v I. Pak v I plati

Ju@) - v' () dx = ulx) - v(x) — [(v'(x) - v(x)) dx.

Nejcastéjsi integraly feSené metodou per partes:

Oznatme P(x) libovolny polynom.

u(x) v'(x)
[(P(x)-e™)dx P(x) e
[(P(x) - sin(ax)) dx P(x) sin(ax)
[(P(x) - cos(ax)) dx P(x) cos(ax)
[(P(x) " Inx)dx Inx P(x)
[(P(x) - arcsin x) dx arcsinx P(x)
[(P(x) - arccos x) dx arccos x P(x)
[(P(x) - arctg x) dx arctgx P(x)
J(P(x) - arccotg x) dx arccotg x P(x)
Priklad 11.2 b= k% 1 PR /= Zx/‘r';,) _/,ﬂe’oé =
a) [(x?+De*dx = ' X
H = 2x A=

(4
=/£(= 2« /}“/=§:/____ 27(.’;,)_/;7(.5*_//6%‘/.:

u'=2 =
syt Jre’e det- 2" (s 4t )

b) [x-lnxdx = U= b x 4/“I=K 2 X =
//- / e /—.z?{}{'%?x - /oz 04
. 3

z{ e =

:g{XLﬂnX -"‘7/‘}((': -—47/—,(6 /l?‘ﬂ')[ ”/)
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{ Xt o
“'e 3T &= =

= 2—(@&%:(—:(%4&%%)
ety o [ g I T wich
e) [(x*-3x+2)e"dx = /ll= Xeder2 e’ / //(—fxffy ‘/;éw’

u'= -3

=/4= -3 4/=-e’(/__ Z*’//i\?xrz)—

X L x 2 —'-'dr
d [x-arctgxdx = /i{" a}mg T ra /z —'{( Q2 X—Z_‘ X7

4./;' Z 4":@}( )
X X
- [ ¢*ar-5) 1ot ] = e Fen 2e S A Ik

-é— ?eyz g"[,y’t: f)(r";{>

f) [ln(x?+1)dx

/ %)(l-r-/) '= 4/= ,(ﬂtA"f'/) 07 )(-,«-l =
4 =

A =X /)7’46{)

X"'+ 7

i b (137) ~ G+ Ao X
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- xZ 2x
g) [f(x*=2x)-arctgxdx = //{ @wé ‘ @ ;3 /

2
x= 7 /}"T'i"{-
TR (- 4 (22, -
ey AR e
2
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% e = S5 yr Lol VDTV R
2.+/
x3: (l-v-f)-—X"’ '(z_.'_’
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- / K s 0 o
¢) [sin3x-e*dx = z‘,_’- Pu S« *-e* /_—_,- gx 78 JK - \7/5(05
—y—— U=3. tog S« P = e stJx

Z _ b= tos Sx  w'-e / 2% g Sx - J/:gf_ig,u-éx

4% -Fouldx ="
,cj/e’.g:a S X 04]

7 = g".(sr)'a Sy —55"./50\5'5-’(“9[
o1 = e”/%k\?x—3w53r)

7= Lok e - ALe¥ (n Sx= S o 5

Prvni substitu¢ni metoda

Véta 11.6

Necht

e funkce ¢ md na intervalu (a; b) kone¢nou derivaci a pro viechna x € (a; b) je @(x) € (a; B),
e funkce f je spojitd v (a; B).

Bud'F libovolnd primitivni funkce k f na (a; B). Pak v (a; b) plati
f flo(®) - ¢'(x) dx = F(p(x)).

Pﬁeme:ff((p(x)) @' (x) dx = | dt = :(g)dx I = [f(t)dt = F(t) =F(<p(x))

ﬂ

Priklad 11.4 ]
a) [sin*x-cosx dx = /djr— ?Otl(xo& / \/'f a? = "“ £

214 z,z
b) f%(ln:"x—lnx)dx = /7"= In x /= //fs—-f)ﬂ/%= 7 "7 =
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