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10. cvi€eni - Globalni extrémy, Aproximace funkce polynomem

10.1Globalni extrémy

V matematickych aplikacich se ¢asto zabyvame hledanim bodu z mnoZiny M, v némi funkce f nabyva
nejvétsi, resp. nejmensi funkéni hodnoty. Rikéime, e hledéme globalni extrémy funkce f na mno#in&
M.

Definice 10.1

Rekneme, 7e funkce f nabyvé na mno%iné M globdlniho maxima v bodé x,, jestlize pro viechna x €
M plati f(x) < f(xy).

Rekneme, e funkce f nabyvé na mnoZiné M globdalniho minima v bodé x,, jestliZe pro viechnax € M
plati f(x) = f(x,)-

Nabyva-li funkce f na mnoZiné M globalniho maxima nebo minima v bodg x,, fikéime, Ze funkce f
nabyva na mnoZiné M globélniho extrému v bodé x,.

Véta 10.1 (Weierstrassova)
Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a;b),a,b € R. Pak funkce f nabyvé globéIniho
maxima i minima.

Postup hledani globélnich extrém spojité funkce na uzavieném intervalu {(a; b), a,b € R

1. Vintervalu (a; b) najdeme body ,podezielé z lokélnich extrémi“, tj. stacionarni body a body,
v nichZ prvni derivace neexistuje.

2. Vypocteme funkéni hodnoty ve viech bodech podezielych z lokalnich extréma a v krajnich
bodech intervalu {a; b).

3. Vybereme bod, v némi ma funkce f nejvétsi, resp. nejmensi funkéni hodnotu. V tomto bodé
nabyva funkce f globalniho maxima, resp. globalniho minima.

Priklad 10.1
Najdéte globdini extrémy funkce f:y = x — 3inx,x € (1; e2).
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Priklad 10.2
Najdéte globdlini extrémy funkce f:y = arctg E,x € (0;1).
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V praxi hraje velice dileZitou roli optimalizace, tj. hledani ,nejlepsiho” nebo ,,nejhorsiho” feseni

néjakého problému.
Priklad 10.3

Mezi vemi kladnymi Eisly vyberte to, jehoZ soucet s prevrdcenou hodnotou je minimdini,
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10. cviceni - Aproximace funkce polynomem

10.2 Aproximace funkce polynomem

Definice 10.2
Pfedpokladejme, Ze funkce f definovdna na néjakém okoli bodu x;. Existuje-li takové ¢islo A € R, Ze

pro funkci w(h) = f(xo + h) — f(xy) — A~ hplati 11m ()

diferencovatelna.
Linedrni funkci df, definovanou pfedpisem df, (h) = A - h nazyvéme diferencialem funkce f v bodé

Xg-

= 0, pak fikdme, Ze funkce f je v bodé x;

Diferencial vyjadfuje zavislost zmény hodnoty funkce na malé zméné jejiho argumentu. Tuto zavislost
aproximuje jako pfimou amérnost v okoli zvoleného bodu.
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Véta 10.2
Funkce f je v bodé x, diferencovatelna pravé tehdy, kdyZ existuje vlastni derivace f'(xy) funkce f

v bodé x,,. Pro diferencidl pak plati
dfe,(B) = f'(xo) * hpro kazdé h € R.

Vyuziti: Nahrazeni funkce na okoli daného bodu linearni funkci, tj. polynomem stupné jedna.
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Priklad 10.7
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10.3Tayloruv polynom

Definice 10.3

Necht funkce f mé v bodé x,, derivaci do fadu n. Pak se polynom

f( o) f”( 0) f(")( o)
To(x) = foxg) + ——— (x —x0) + ——(x —x0)* + - + (x = xo)"
nazyva Taylortiv polynom n-teho stupné v bodé xo.

Poznamky:

e Je-lixy = 0, mluvime o Maclaurinové polynomu.

¢ TaylorGv polynom pouZivdme pro nahrazeni funkce na okoli daného bodu polynomem.

e Cim vy3§i stupefi Taylorova polynomu pouZijeme, tim mensi chyby se pfi aproximaci funkce timto
polynomem dopustime.

Priklad 10.8
Napiste Tayloriv polynom tretiho stupné funkce f:y = Inx v okoli bodu x, = 1.
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Priklad 10.10
Rozvifite polynom f:y = x3 — 2x + 5 podle mocnin (x — 1).
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10.4Tayloriv vzorec

Véta 10.3 (Taylorav vzorec)
Necht ma funkce f v okoli 0(x,) bodu x, vlastni derivace aZ do fadu n + 1,n = 1. Necht x € 0(x,).
Pak existuje Cislo & leZici mezi x; a x takové, Ze plati:

f(x) =T (x) + Ry (20),

kde
= ) S
Rn (x) s (n+1)! (x xo) .
0 .k:o ; &
Prezentace vyznamu zbytku R,, (x) (pfevzato z [1])
Poznamky:

e Uvedena podoba zbytku R,, se nazyva Lagrangeiv tvar zbytku.
o Cislo &, které zavisi pfi pevné zvoleném stiedu x, na x, nemusi byt ddno jednoznaéné.
e Je-lixy = 0, mluvime o Maclaurinové vzorci.
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Priklad 10.11
Najdéte Maclauriniv vzorec funkce f:y = e*,x € R pro obecné n.
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Priklad 10.12
UZitim Maclaurinova vzorce vypoctéte hodnotu Cisla e .%chybou mensi neZ 0,001.
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