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V Ostravě 10. 4. 2015 Autoři
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2.6 Testové otázky a odpovědi ZDM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

iii



Seznam obrázk̊u
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1.7 Rovinný rám . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1.13 Schéma př́ıhradového nosńıku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1.22 Výpočtový model rámu včetně neznámých parametr̊u deformace, np = 7 . . . . 17
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1.43 Určeńı vnitřńıch sil pro prut ab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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2.5 Momentová interakce ve styčńıku b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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2.12 Schéma spojitého nosńıku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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2.17 Schéma rámu s fiktivńımi vazbami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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2.28 Schéma spojitého nosńıkus fiktivńımi vazbami dle ZDM . . . . . . . . . . . . . . 86

vi
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1.26 Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.27 Matice tuhosti soustavy K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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1.61 Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1.62 Matice tuhosti soustavy K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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1.73 Globálńı vektor styčńıkového zat́ıžeńı S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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Úvod

Tato pomůcka má chrakter cvičebnice a navazuje na knihu Statika stavebńıch konstrukćı II
autor̊u J. Kadlčáka a J. Kytýra [1], která je základńım podkladem při domáćı př́ıpravě do
předmětu Statika stavebńıch konstrukćı II.

Studenti se v předložené pomůcce seznámı́ s postupy výpočtu a řešeńım staticky neurčitých
konstrukćı deformačńı metodou při silovém zat́ıžeńı. Je diskutováno určeńı stupně přetvárné
neurčitosti konstrukce a sestaveńı vhodného výpočtového modelu pro řešeńı deformačńı meto-
dou. Postup řešeńı je následně podrobně rozebrán na vybraných př́ıkladech.

V kapitole 1 se materiál věnuje obecné deformačńı metodě, zat́ımco kapitola 2 popisuje zjed-
nodušenou deformačńı metodu. Stručný popis podstaty obecné deformačńı uvedený v části 1.1
navazuje na práci [2].
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Kapitola 1

Obecná deformačńı metoda

1.1 Podstata obecné deformačńı metody

Obecná deformačńı metoda (dále ODM) je metoda nepř́ımá, která řeš́ı nejprve deformačńı
stav prutové konstrukce a z něho pak odvozuje statický stav. Voĺı za neznámé přetvárně (de-
formačně) neurčité veličiny. K určeńı neznámých parametr̊u deformace (složek přemı́stěńı) uzl̊u
jako výchoźıch hodnot pro stanoveńı vnitřńıch sil prut̊u využ́ıvá statické podmı́nky rovnováhy
uvolněných styčńık̊u. Pro podrobněǰśı rozbor aplikace podmı́nek rovnováhy viz [1] na str. 239.
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(1.1)

Rovnice 1.1 se označuj́ı jako styčńıkové rovnice (v zobecnělém tvaru) a jejich počet je dán
počtem neznámých parametr̊u deformace. Celkový počet neznámých přemı́stěńı u, w a natočeńı
ϕ styčńık̊u prutové soustavy udává stupeň přetvárné neurčitosti soustavy np.

Pro stanoveńı stupně přetvárné neurčitosti np rovinné prutové konstrukce lze použ́ıt vztah

�� ��	
� ���� �� � (1.2)

kde

t . . . počet monolitických (tuhých) styčńık̊u,

k . . . počet kloubových styčńık̊u,

p . . . počet jednoduchých posuvných podepřeńı,

pv . . . počet vněǰśıch vazeb (přepočtených na jednonásobné vazby).

Sestavené podmı́nky rovnováhy ještě neumožňuj́ı výpočet neznámých složek přemı́stěńı.
Tyto neznámé složky totiž zat́ım nejsou v rovnićıch uvedeny explicitně tak, aby je bylo možno
vyřešit jako kořeny soustavy rovnic.
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1.1. PODSTATA OBECNÉ DEFORMAČNÍ METODY

Abychom tedy mohli prutovou soustavu řešit obecnou deformačńı metodou, muśıme nejprve
provést analýzu všech prut̊u, z nichž se prutová soustava skládá.

Nejdř́ıve řeš́ıme primárńı stav každého prutu. Oba koncové uzly prutu a, b zcela znehybńıme
(tj. prohláśıme všech šest jejich složek přemı́stěńı za nulové). T́ım změńıme prut v tomto
př́ıpadě na oboustranně dokonale vetknutý nosńık, na kterém ponecháme zadané zat́ıžeńı.
Řešeńım oboustranně vetknutého nosńıku vypočteme odpov́ıdaj́ıćı složky interakćı, které na-
zveme primárńı složky interakćı Xab, Zab, Mab, Xba, Zba, M ba. Pokud neńı na zkoumaném prutu
zadáno žádné zat́ıžeńı, neńı prut v primárńım stavu nijak namáhán a všechny jeho primárńı
složky interakćı jsou nulové.

Poté řeš́ıme sekundárńı stav každého prutu. Z prutu odstrańıme zadané zat́ıžeńı a kon-
covým uzl̊um prutu a, b uděĺıme jejich složky přemı́stěńı (obecně, nebot’ jejich velikosti zat́ım
neznáme). T́ım se do jinak nezat́ıženého prut vnese deformace. Řešeńım tohoto deformačńıho
zatěžovaćıho stavu prutu vyjádř́ıme obecně tzv. sekundárńı složky interakćı jako lineárńı funkce
složek přemı́stěńı.
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(1.3)

Konstanty úměrnosti kij (i = 1, . . . , 6; j = 1, . . . , 6) jsou tuhostńı součinitelé. Sečteńım
primárńıho a sekundárńıho stavu źıskáme vzorce pro globálńı složky interakćı.
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(1.4)

Tyto vzorce lze přehledněji zapsat v maticovém tvaru. Proto definujeme následuj́ıćı matice1:

1. sloupcový vektor výsledných globálńıch složek interakćı prutu

� ���������������� �������� � (1.5)

1Matice a vektory jsou označeny tučným a tiskaćım ṕısmem s indexy označenými kurźıvou. Vektor deformaćı
r prutu ab je tedy označen jako rab a matice tuhosti soustavy je označena jako K. V př́ıpadě transponované
matice či vektoru je označeńı transpozice provedeno atypicky kurźıvou (viz 1.5).
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1.1. PODSTATA OBECNÉ DEFORMAČNÍ METODY

2. sloupcový vektor primárńıch globálńıch složek interakćı prutu

� ���������������� �������
��

� � (1.6)

3. sloupcový vektor globálńıch složek uzlových přemı́stěńı prutu

� ���������� �� ���� � (1.7)

4. globálńı matice tuhosti prutu

�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�

�



�

������������

������������

������������

������������

������������

������������

						

						

						

						

						

						

���
�

(1.8)

Pomoćı matic 1.5 až 1.8 pak lze vzorce 1.4 zapsat jedinou maticovou rovnićı 1.9.

�������� ���� ��
		

� (1.9)

Ćılem analýzy prutu je tedy určeńı globálńıch objekt̊u každého prutu, tj. globálńıho vektoru
primárńıch koncových sil Rab a globálńı matice tuhosti kab prutu ab.

Po ukončeńı analýzy prut̊u lze přistoupit k tzv. analýze prutové soustavy, pomoćı které
źıskáme řešitelnou soustavu np algebraických rovnic, které, jak již bylo řečeno, vyjadřuj́ı statické
podmı́nky rovnováhy pro všechny uzly řešené prutové soustavy.

V maticové formě můžeme tuto soustavu rovnic zapsat ve tvaru

��� �� � (1.10)

kde K je symetrická čtvercová matice soustavy rovnic řádu np a sestavuje se z globálńıch
matic tuhosti kab jednotlivých prut̊u. Vzhledem ke svému fyzikálńımu významu se matice K
nazývá matićı tuhost́ı prutové soustavy.

Vektor r představuje globálńı vektor parametr̊u deformace prutové soustavy rozměru np

a obsahuje všechny hledané složky přemı́stěńı uzl̊u celé konstrukce. Vektor F na pravé straně
soustavy rovnic označuje zatěžovaćı vektor prutové soustavy. Má taky rozměr np a vytvoř́ı se
superpozićı dvou vektor̊u stejných rozměr̊u.

��� �� � (1.11)

V této rovnici vyjadřuje S globálńı vektor uzlového zat́ıžeńı a obsahuje hodnoty daného
zat́ıžeńı v uzlech, p̊usob́ıćı ve směrech a kladných smyslech každého z globálńıch parametr̊u
deformace r. Vektor R je primárńı vektor prutové soustavy sestavený z globálńıch primárńıch
vektor̊u Rab jednotlivých prut̊u.
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1.1. PODSTATA OBECNÉ DEFORMAČNÍ METODY

Aby bylo možné sestavit matici tuhosti K vyšetřované prutové soustavy a jej́ı výsledný
vektor R, je nutné prvky matic kab a vektor̊u Rab jednotlivých prut̊u konstrukce lokalizovat.
Lokalizaćı nazýváme umı́stěńı př́ıslušných prvk̊u matic kab a vektor̊u prut̊u na odpov́ıdaj́ıćı
mı́sta matice K a vektoru R prutové soustavy.

Uzly a podporové body v prutové soustavě se libovolně oč́ısluj́ı. Jednotlivým uzl̊um i podpo-
rovým bod̊um přǐrad́ıme trojici č́ısel pro tři parametry deformace v každém uzlu. V podporových
bodech, kde jsou předepsány úložné podmı́nky, se vázaným parametr̊um deformace mı́sto č́ısla
přǐrad́ı nula.

Nejběžněǰśı je postup lokalizace pomoćı kódového č́ısla prutu. Je to šestice č́ısel, která jed-
noznačně definuje globálńı parametry deformace v obou konćıch každého prutu. Podle orien-
tace prutu se kódové č́ıslo vytvoř́ı z trojic č́ısel definuj́ıćıch globálńı parametry deformace v
počátečńım a koncovém uzlu prutu ab. Č́ıslice v kódových č́ıslech odpov́ıdaj́ı označeńı para-
metr̊u ve vektoru r. Pořadové č́ıslo, které má uvažovaná globálńı složka vektoru r parametr̊u
deformace prutové soustavy se nazývá lokalizačńı index. Dvojice lokalizačńıch index̊u tvoř́ı u
matice v podstatě adresu, podle ńıž lze prvek matice jednoznačně přǐradit. Lokalizace s použit́ım
kódových č́ısel prob́ıhá tak, že lokalizačńı indexy př́ıslušného kódového č́ısla označ́ıme řádky a
sloupce globálńı matice tuhosti kab každého prutu. Podle lokalizačńıch index̊u i, j pak umı́st́ıme
prvek kij z matice kab do př́ıslušné pozice matice K.

Podobně jako lokalizace matic tuhost́ı kab prob́ıhá i lokalizace prvk̊u globálńıch primárńıch
vektor̊u Rab. Rozd́ıl je v tom, že se jedná pouze o jeden sloupec a kódová č́ısla se uplatńı pro
označeńı řádk̊u vektoru Rab.

Vyřešeńım soustavy rovnic 1.10 źıskáme pro daný zatěžovaćı stav vektor deformaćı celé
prutové soustavy r.

� ����� ��� ��� 


�������� � (1.12)

Pro každý prut soustavy vybereme za použit́ı kódových č́ısel z vektoru deformaćı r celé
prutové soustavy rozměru np př́ıslušné složky přemı́stěńı a vytvoř́ıme vektor globálńıch složek
deformaćı prutu rab, který má rozměr 6.

� ���������� �� ���� � (1.13)

Daľśım krokem výpočtu je určeńı vektoru globálńıch koncových sil každého prutu

�������� ���� �� � (1.14)

Pro určeńı vnitřńıch sil (tzn. normálových, posouvaj́ıćıch sil a ohybových moment̊u) je pak
zapotřeb́ı transformovat tento globálńı vektor koncových sil Rab do lokálńıho systému, č́ımž
źıskáme lokálńı vektor koncových sil R∗

ab prutu ab.

� ���������������� ������ ������� �� �
(1.15)

������ ��� ��
� (1.16)
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1.1. PODSTATA OBECNÉ DEFORMAČNÍ METODY

Tab je transformačńı matice, která má tvar
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(1.17)

kde γab je natočeńı prutu. �

�

�

����

� ��� ���

� ��� ���

� �� �

�

����

� ��� ���

� ��� ���

� ��

Obrázek 1.1: Lokálńı a globálńı souřadnicová soustava

Poznámka

Pro geometrický popis konstrukce jako celku použ́ıváme globálńı pravoúhlou souřadnicovou sou-
stavu x, z. Pro usnadněńı analýzy jednotlivých prut̊u zavád́ıme lokálńı souřadnicovou soustavu
x∗, z∗ pro každý vyšetřovaný prut.
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2 Tvorba výpočtového modelu

Při tvorbě výpočtového modelu se idealizuje:

• tvar: tvořený střednicemi prut̊u (přisouzeny geometrické a pr̊uřezové charakteristiky a vlast-
nosti materiálu)

• styk prut̊u: styčńıky monolitické (rámové), styčńıky kloubové (nerámové)

• styk prut̊u a vněǰśıch vazeb

• zat́ıžeńı: silové, deformačńı

Monolitický (rámový) 
styčník

Rámový styčník            
s kloubově 

připojeným prutem

Kloubový (nerámový) 
styčník

Obrázek 1.2: Schémata styk̊u prut̊u

Oboustranně monoliticky připojený prut

Jednostranně kloubově připojený prut

Oboustranně kloubově připojený prut

Obrázek 1.3: Schémata uložeńı prut̊u

a a a

Raz
Raz

Rax

Raz

Rax

Ma

wa = 0 ua = 0
wa = 0

ua = 0
wa = 0
ϕa = 0

Obrázek 1.4: Schémata vněǰśıch vazeb
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.1 Výpočet stupně přetvárné neurčitosti np

K určeńı přetvárné neurčitosti je možno už́ıt vztah 1.2 uvedený v kapitole 1 nebo jej lze
určit pomoćı tzv. fiktivńıch vazeb. Stupeň přetvárné neurčitosti je roven počtu fiktivńıch va-
zeb potřebných k vytvořeńı základńı deformačně určité soustavy. Fiktivńı silové vazby za-
mezuj́ı vodorovnému respektive svislému přemı́stěńı styčńık̊u a momentové fiktivńı vazby za-
meźı pootočeńı styčńık̊u. Schémata fiktivńıch vazeb jsou uvedena ńıže následována př́ıklady
určeńı stupně přetvárné neurčitosti np pomoćı fiktivńıch vazeb. Pro podrobnosti viz str. 325
učebnice [1].

Fiktivńı vazby

. . . momentová (bráńı pootočeńı)

. . . silová (bráńı svislému posunu)

. . . silová (bráńı horizontálńımu posunu)

1.2.1.1 Př́ıklad 1

Zadáńı

Určete stupeň přetvárné neurčitosti u spojitého nosńıku na obr. 1.5.

Obrázek 1.5: Schéma spojitého nosńıku

Řešeńı

p

pn  =3(8)

n  =3(8)

np = 3(8)

Obrázek 1.6: Schéma spojitého nosńıku s fiktivńımi vazbami

8



1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.1.2 Př́ıklad 2

Zadáńı

Určete stupeň přetvárné neurčitosti u rovinného rámu na obr. 1.7.

Obrázek 1.7: Rovinný rám

Řešeńı

pn  =7(8)np = 7(8)

Obrázek 1.8: Schéma rovinného rámu s fiktivńımi vazbami
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.1.3 Př́ıklad 3

Zadáńı

Určete stupeň přetvárné neurčitosti u rovinného rámu na obr. 1.9.

Obrázek 1.9: Schéma rámu

Řešeńı

np = 9

Obrázek 1.10: Schéma rámu s fiktivńımi vazbami
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.1.4 Př́ıklad 4

Zadáńı

Určete stupeň přetvárné neurčitosti u patrového rámu na obr. 1.11.

Obrázek 1.11: Schéma patrového rámu

Řešeńı

np = 29(31)

Obrázek 1.12: Schéma patrového rámu s fiktivńımi vazbami
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.1.5 Př́ıklad 5

Zadáńı

Určete stupeň přetvárné neurčitosti u př́ıhradové konstrukce na obr. 1.13.

Obrázek 1.13: Schéma př́ıhradového nosńıku

Řešeńı

pn  =7 np = 7

Obrázek 1.14: Schéma př́ıhradového nosńıku s fiktivńımi vazbami

Poznámka

U př́ıklad̊u 1, 2 a 4 jsou uvedeny dvě hodnoty stupně přetvárné neurčitosti. Prvńı hodnota
uvád́ı minimálńı počet neznámých potřebných pro řešeńı (nejsou započ́ıtána natočeńı styčńık̊u v
bodech, kde známe hodnotu ohybového momentu). Druhé hodnota pak uvád́ı počet neznámých
zahrnuj́ıćı i natočeńı, jejichž hodnoty nepotřebujeme znát pro řešeńı konstrukce.
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.2 Př́ıklady výpočtových model̊u

1.2.2.1 Př́ıklad 1

Zadáńı

Určete výpočtový model spojitého nosńıku na obr. 1.15.

1
b c da

2 3

Obrázek 1.15: Schéma spojitého nosńıku

Řešeńı

Výpočtový model spojitého nosńıku včetně fiktivńıch vazeb a neznámých parametr̊u deformace
je uveden na obr. 1.16.

1
b c da

2 3
( )00au ( )bϕ00 ( )0cc wu ( )000

Obrázek 1.16: Výpočtový model spojitého nosńıku včetně neznámých parametr̊u deformace,
np = 4

Uložeńı prut̊u včetně kódových č́ısel:

Prut 1
( )001 ( )200

Prut 2
( )043( )200

a b

b c
( )043( )200

Prut 3
( )043 ( )000

c d
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.2.2 Př́ıklad 2

Zadáńı

Určete výpočtový model spojitého nosńıku s převislým koncem na obr. 1.17

1
b c da

2 3
e

4

Obrázek 1.17: Schéma spojitého nosńıku včetně neznámých parametr̊u deformace, np = 5

Řešeńı 1

Výpočtový model spojitého nosńıku s převislým koncem včetně fiktivńıch vazeb a neznámých
parametr̊u deformace je uveden na obr. 1.18. Neznámé parametry posun̊u a pootočeńı jsou
hledány i na volném konci.

1
b c da

2 3
( )bbu ϕ0 ( )0cc wu( )000

e
4

( )ddu ϕ0 ( )eee wu ϕ

Obrázek 1.18: Výpočtový model spojitého nosńıku včetně neznámých parametr̊u deformace,
np = 9

Uložeńı prut̊u včetně kódových č́ısel:

Prut 1
( )201

Prut 2
( )043

Prut 3

( )000

( )201

a b

b c

c dPrut 3
( )043 ( )605

Prut 4 ( )605 ( )987

c d

d e
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

Řešeńı 2

Výpočtový model se sńıženým počtem neznámých parametr̊u deformace. Spojitý nosńık s převislým
koncem včetně fiktivńıch vazeb a neznámých parametr̊u deformace je uveden na obr. 1.19.
Převislý konec je nahrazen statickým momentem v podpoře d s ponecháńım neznámé ϕd.

1
b c da

2 3
( )bbu ϕ0 ( )0cc wu( )000 ( )ddu ϕ0

Obrázek 1.19: Výpočtový model spojitého nosńıku s náhradou převislého konce statickým mo-
mentem v podpoře d s ponecháńım neznámé ϕd, np = 6

Uložeńı prut̊u včetně kódových č́ısel:

Prut 1
( )201

Prut 2
( )043

( )000

( )201

a b

b c
( )043

Prut 3
( )043

( )201

( )605
c d

Řešeńı 3

Výpočtový model při minimálńım počtu neznámých parametr̊u deformace. Spojitý nosńık
s převislým koncem včetně fiktivńıch vazeb a neznámých parametr̊u deformace je uveden na obr.
1.20. Převislý konec je nahrazen statickým momentem v podpoře d. Pootočeńı ϕd v podpoře d
se nepoč́ıtá.

1
b c da

2 3
( )bbu ϕ0 ( )0cc wu( )000 ( )00du

Obrázek 1.20: Výpočtový model spojitého nosńıku s náhradou převislého konce statickým mo-
mentem v podpoře d s minimálńım np = 5
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

Uložeńı prut̊u včetně kódových č́ısel:

Prut 1
( )201

Prut 2
( )043

( )000

( )201

a b

b c
( )043

Prut 3
( )043

( )201

( )005

c d

Pro podrobněǰśı řešeńı nosńıku s převislým koncem viz kapitola 1.5.3 na str. 39.

1.2.2.3 Př́ıklad 3

Zadáńı

Určete výpočtový model rámu na obr. 1.21.

b

c

d

e

3

4

a

b d

1
2

Obrázek 1.21: Schéma rámu
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

Řešeńı

Výpočtový model rámu včetně fiktivńıch vazeb a neznámých parametr̊u deformace je uveden
na obr. 1.22.

b

c

d

e

3

4

2
( )ddd wu ϕ

( )000
( )eee wu ϕ

a
1

2

( )000

( )00bu

Obrázek 1.22: Výpočtový model rámu včetně neznámých parametr̊u deformace, np = 7

Uložeńı prut̊u včetně kódových č́ısel:

dPrut 1

Prut 2
( )007

Prut 3

( )654 ( )000

( )654

a

b d

dePrut 3
( )321

Prut 4
( )000

( )654

( )321

de

e c
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1.2. TVORBA VÝPOČTOVÉHO MODELU

1.2.2.4 Př́ıklad 4

Zadáńı

Určete výpočtový model rámu na obr. 1.23.

1

2

3

4
cd e

a b

Obrázek 1.23: Schéma rámu

Řešeńı

Výpočtový model rámu včetně fiktivńıch vazeb a neznámých parametr̊u deformace je uveden
na obr. 1.24.

a

1

2

3

4
cd e

( )ddd wu ϕ ( )eee wu ϕ

( )000 ( )000

( )000

a b( )000 ( )000

Obrázek 1.24: Výpočetńı model rámu včetně neznámých parametr̊u deformace, np = 6

Uložeńı prut̊u včetně kódových č́ısel:

aPrut 1
( )321

Prut 2
( )654

Prut 3

( )000

( )321

d

d e

e bPrut 3
( )654 ( )000

Prut 4
( )654 ( )000

e b

e c
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1.3. ANALÝZA PRUTU

1.3 Analýza prutu

Ćılem analýzy prutu je určeńı globálńıch objekt̊u každého prutu, tj. globálńıho vektoru primárńıch
koncových sil Rab a globálńı matice tuhosti kab prutu ab.

Globálńı objekty źıskáme transformaćı lokálńıch objekt̊u, tzn. lokálńıho primárńıho vektoru
koncových sil R

∗
ab a lokálńı matice tuhosti k∗

ab prutu ab. Transformaci provedeme za použit́ı
transformačńı matice Tab 1.17 uvedené v kapitole 1.

(

��
�

���� ��� � (1.18)

����

�

����
����

(� (1.19)

1.3.1 Lokálńı primárńı vektor koncových sil

Lokálńı primárńı vektor koncových sil R
∗
ab (pro prut konstantńıho pr̊uřezu) obdrž́ıme řešeńım

primárńıho stavu prutu - oba koncové uzly prutu zcela znehybńıme a na prutu ponecháme
zadané zat́ıžeńı, řešeńım źıskaného nosńıku vypočteme odpov́ıdaj́ıćı složky interakćı, které na-
zveme primárńı složky interakćı. Primárńı vektor koncových sil je možno uvažovat rovněž jako
reakce od zat́ıžeńı na prutu uvolněném z konstrukce, který má odpov́ıdaj́ıćı uložeńı.

Pokud neńı na zkoumaném prutu zadáno žádné zat́ıžeńı, neńı prut v primárńım stavu nijak
namáhán a všechny jeho primárńı složky interakćı jsou nulové.

Prut oboustranně monoliticky připojený
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Obrázek 1.25: Oboustranně monoliticky připojený, složky lokálńıch primárńıch koncových sil

Prut pravostranně kloubově připojený
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Obrázek 1.26: Pravostranně kloubově připojený, složky lokálńıch primárńıch koncových sil

Prut levostranně kloubově připojený
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Obrázek 1.27: Prut levostranně kloubově připojený, složky lokálńıch primárńıch koncových sil

Prut oboustranně kloubově připojený
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Obrázek 1.28: Prut oboustranně kloubově připojený, složky lokálńıch primárńıch koncových sil
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1.3. ANALÝZA PRUTU

Př́ıklad

Zadáńı

U rámu zobrazeném na obr. 1.29 určete pomoćı silové metody lokálńı primárńı vektory kon-
cových sil pro pruty 1, 2 a 3.

�

�

�
���������

���������

���������

�

� �

�

	 	

�
������

	

	

Obrázek 1.29: Zadáńı rovinného rámu

Řešeńı

• Prut 1 - oboustranně monoliticky uložený prut

� �	�������������� 
��
��
!!!!!!!

��

ba

5 5

kN10=F

ns = 3

Obrázek 1.30: Prut 1 - schéma upnut́ı a zat́ıžeńı

ba

F
1XM a = 12 XXM b ==

03 == XRbx

Obrázek 1.31: Prut 1 - základńı staticky určitá soustava
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1.3. ANALÝZA PRUTU

0. stav 1. stav

ba

5 5

kN10=F

M0

+

ba

5 5

11 =X

M1

+

11 =X

25

+
1

+

Obrázek 1.32: Prut 1 - 0. a 1. zatěžovaćı stav

EIEI

EIEI
125

1525
2

1
2

1

10
1101

1

10

11

=⋅⋅⋅⋅⋅=

=⋅⋅⋅=

δ

δ

Deformačńı podmı́nka:

ba MMkN

EI

EIX

X

==−=−=−=

=⋅+

5,12
10

125

0

11

10
1

11110

δ
δ

δδ

Výpočet zbývaj́ıćıch reakćı z podmı́nek rovnováhy:

( )↑====

==

kN
F

RR

RR

bzaz

bxax

5
2

10

2

0

Výsledný lokálńı primárńı vektor koncových sil:
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1.3. ANALÝZA PRUTU

• Prut 2 - pravostranně kloubově uložený prut
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Obrázek 1.33: Prut 2 - schéma upnut́ı a zat́ıžeńı
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Obrázek 1.34: Prut 2 - základńı staticky určitá soustava
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Obrázek 1.35: Prut 2 - 0. a 1. zatěžovaćı stav
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1.3. ANALÝZA PRUTU

Deformačńı podmı́nka:
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Výsledný lokálńı primárńı vektor koncových sil:

{ }T
bc 0125,3075,18875,60
*

−−=R

• Prut 3 - oboustranně kloubově uložený prut
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Obrázek 1.36: Prut 3 - schéma upnut́ı a zat́ıžeńı

Výpočet reakćı z podmı́nek rovnováhy:

( )↑====

==

kN
F

RR

RR

dzcz

dxcx

5
2

10

2

0

Výsledný lokálńı primárńı vektor koncových sil:

{ }T
cd 050050
*

−−=R

Poznámka

Nadále budeme při výpočtech využ́ıvat odvozené primárńı vektory koncových sil prutu kon-
stantńıho pr̊uřezu uvedené na následuj́ıćı straně, a také v [1] na str. 262 (tab. 11.2.).
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1.3. ANALÝZA PRUTU

Lokálńı primárńı vektory koncových sil
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Obrázek 1.37: Lokálńı primárńı vektory koncových sil pro oboustranně monoliticky připojený
prut
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Obrázek 1.38: Lokálńı primárńı vektory koncových sil pro jednostranně kloubově připojený
prut
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Obrázek 1.39: Lokálńı primárńı vektory koncových sil pro oboustranně kloubově připojený prut
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1.3. ANALÝZA PRUTU

1.3.2 Lokálńı matice tuhosti prutu

Sekundárńı stav vytvoř́ıme odstraněńım zadaného zat́ıžeńı z prutu a uděleńım složek přemı́stěńı
koncovým uzl̊um prutu. Lokálńı matici tuhosti prutu źıskáme tak, že uvolněnému prutu (viz
obr. 1.40) postupně uděĺıme jednotlivé složky deformace o jednotkové velikosti, přičemž ostatńı
složky z̊ustávaj́ı vždy nulové.
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1* =au

ba

ba
1* =bu

ba

1* =w

1. stav

2. stav

4. stav

5. stav

1* =aw

ba

1* =aϕ

1* =bw

ba

1* =bϕ

3. stav 6. stav

Obrázek 1.40: Schémata prutu zat́ıženého koncovými deformacemi

Při výpočtech budeme využ́ıvat odvozené lokálńı matice tuhosti prutu konstantńıho pr̊uřezu
uvedené v [1] na str. 263 (tab. 11.3.) a pro podrobněǰśı vysvětleńı viz [1] str. 253.

• Prut oboustranně monoliticky připojený
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1.3. ANALÝZA PRUTU

• Prut pravostranně kloubově připojený
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• Prut levostranně kloubově připojený
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• Prut oboustranně kloubově připojený
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1.4. ANALÝZA PRUTOVÉ SOUSTAVY

1.4 Analýza prutové soustavy

Analýza prutové soustavy spoč́ıvá v tom, že př́ıslušným seskupeńım objekt̊u prut̊u podle jednot-
livých parametr̊u deformace celé konstrukce źıskáme řešitelnou soustavu np lineárńıch rovnic.
Jejich řešeńım urč́ıme velikosti všech globálńıch složek parametr̊u deformace uzl̊u.

Převodem př́ıslušných globálńım parametr̊u deformace zpět do lokálńı souřadnicové sou-
stavy źıskáme lokálńı složky parametr̊u deformace a následně také lokálńı koncové śıly prutu i
složky reakćı vněǰśıch vazeb.

1.4.1 Matice tuhosti soustavy

Matici tuhosti soustavy K źıskáme lokalizaćı globálńıch matic tuhosti kab jednotlivých prut̊u.

Lokalizace s použit́ım kódových č́ısel - lokalizačńımi indexy př́ıslušného kódového č́ısla
označ́ıme řádky a sloupce globálńı matice tuhosti kab každého prutu. Podle lokalizačńıch index̊u
i, j pak umı́st́ıme prvek kij z matice kab do př́ıslušné pozice matice K.
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Obrázek 1.41: Př́ıklad lokalizace matice K pro spojitý nosńık
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1.4. ANALÝZA PRUTOVÉ SOUSTAVY

1.4.2 Primárńı vektor soustavy

Primárńı vektor soustavy R źıskáme lokalizaćı primárńıch vektor̊u jednotlivých prut̊u.

Lokalizace prob́ıhá podobně jako u matice tuhosti, rozd́ıl je v tom, že se jedná pouze o jeden
sloupec a kódová č́ısla se uplatńı pro označeńı řádk̊u vektoru.

Lokalizaćı stanovený primárńı vektor soustavy umožńı určit zatěžovaćı vektor F, a to dle
vztahu 1.11.
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Obrázek 1.42: Př́ıklad lokalizace primárńıho vektoru pro spojitý nosńık

1.4.3 Řešeńı soustavy rovnic

Vyřešeńım soustavy rovnic 1.10 źıskáme pro daný zatěžovaćı stav vektor deformaćı celé prutové
soustavy r.

{ }T
nnn wuwuwu ϕϕϕ ...222111=r (1.24)

1.4.4 Dokončeńı řešeńı

Pro každý prut ab vybereme z vektoru r př́ıslušné složky přemı́stěńı a vytvoř́ıme globálńı vektor
složek deformaćı prutu (použijeme k tomu kódové č́ıslo prutu).

{ }T
bbbaaaab wuwu ϕϕ=r (1.25)

29



1.4. ANALÝZA PRUTOVÉ SOUSTAVY

Pro každý prut ab dále urč́ıme globálńı vektor koncových sil (uplatńı se zejména u prut̊u s
podporovými body při výpočtu složek reakćı vněǰśıch vazeb).

abababababab rkRRRR +=+=
∧ ____

(1.26)

Pak urč́ıme pro každý prut ab lokálńı vektor koncových sil (použijeme pro vykresleńı dia-
gramů vnitřńıch sil).

ababab RTR =*

{ }T

bababaabababab MZXMZX ******* =R (1.27)

aab NX −=*

aab VZ −=*

bba NX =*

bba VZ =*

aab MM −=*

bba MM =*

ba

l

Obrázek 1.43: Určeńı vnitřńıch sil pro prut ab

Složky reakćı urč́ıme ze statických podmı́nek rovnováhy uvolněných vazeb s globálńımi
složkami interakćı všech prut̊u, které jsou k vyšetřovanému podporovému body připojeny.
Př́ıklad výpočtu svislé reakce v podporovém bodě viz. obr. 1.41.
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Obrázek 1.44: Př́ıklad uvolněných složek interakćı a podmı́nek rovnováhy v bodě b
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1.5 Řešeńı spojitých nosńık̊u pomoćı ODM

1.5.1 Př́ıklad 1

Zadáńı

Vyřeště pomoćı ODM spojitý nosńık uvedený na obr. 1.45.

l1 = 7 m
A1 = 0,12 m2

I1 =  0,0016 m4

E1 = 20 GPa

l2 = 3 m
A2 = 0,16 m2

I2 = 0,0021 m4

E2 = 20 GPa

a b c

3232

F1 = 5 kN F1 = 5 kN
F2 = 3 kN

q = 5 kN/m

Obrázek 1.45: Spojitý nosńık

Řešeńı

( )0bb wu( )00au

( )001 ( )032 ( )000

a b c np,ODM = 3 

Obrázek 1.46: Výpočtový model pro př́ıklad 1

0,00
-5,00
0,00
0,00

-5,00
0,00

0,00
-5,63
0,00
0,00

-9,38
-5,63

Tabulka 1.1: Globálńı (lokálńı) primárńı vektory pro prut 1 a prut 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

342857,1 0 0 -342857 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

-342857 0 0 342857,1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 1.2: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 1

1066667 0 0 -1066667 0 0
0 4666,667 0 0 -4666,67 -14000
0 0 0 0 0 0

-1066667 0 0 1066667 0 0
0 -4666,67 0 0 4666,667 14000
0 -14000 0 0 14000 42000

Tabulka 1.3: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 2

Kód.č. S
0 0
0 0
0 0
2 0
3 3
0 0
0 0
0 0
0 0

Tabulka 1.4: Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S

342857,14 -342857,1 0
-342857,1 1409523,8 0

0 0 4666,6667

Tabulka 1.5: Matice tuhosti soustavy K
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

R S F = S - R
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00

-10,63 3,00 13,63

Tabulka 1.6: Zatěžovaćı vektor soustavy F

0,000000
0,000000
0,002920

{ }T
bba wuu=⋅= − FKr 1

Tabulka 1.7: Řešeńı soustavy rovnic, globálńı vektor deformaćı r

0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,002920
0,000000

0,000000
0,002920
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000

Tabulka 1.8: Globálńı vektory deformaćı prut̊u rab pro prut 1 a 2

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,00
13,63
0,00
0,00

-13,63
-40,88

Tabulka 1.9: Globálńı sekundárńı koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2

0,00
-5,00
0,00
0,00

-5,00
0,00

0,00
8,00
0,00
0,00

-23,00
-46,50

Tabulka 1.10: Globálńı celkové koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

kód. č. Prut 1 Prut 2 S Reakce

a
1 0,00 0,00 - 0,00
0 -5,00 0,00 Raz -5,00
0 0,00 0,00 - 0,00

b
2 0,00 0,00 0,00 - 0,00
3 -5,00 8,00 3,00 - 0,00
0 0,00 0,00 0,00 - 0,00

c
0 0,00 0,00 Rcx 0,00
0 -23,00 0,00 Rcz -23,00
0 -46,50 0,00 Mc -46,50

( )

( )
( )↵=

↑=

=
↑=

kNm5,46

kN0,23

kN0,0

kN0,5

c

cz

cx

az

M

R

R

R

Tabulka 1.11: Dokončeńı řešeńı, určeńı reakćı vněǰśıch vazeb

V
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-8,00

-23,00
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M
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-46,50
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10
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10

2°
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Obrázek 1.47: Vykresleńı vnitřńıch sil pro př́ıklad 1
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1.5.2 Př́ıklad 2

Zadáńı

Vyřeště pomoćı ODM spojitý nosńık uvedený na obr. 1.48.

l1 = 3 m
A1 = 0,16 m2

I1 =  0,0021 m4

E1 = 20 GPa

l2 = 5 m
A2 = 0,12 m2

I2 =  0,0016 m4

E2 = 20 GPa

a
b

c

223 1

F1 = 4 kN F2 = 10 kN

q = 3 kN/m

M = 2 kNm
60°

Obrázek 1.48: Spojitý nosńık

Řešeńı

np,ODM = 3 
( )000 ( )201 ( )003

( )bbu ϕ0 ( )00cu

b ca

Obrázek 1.49: Výpočtový model pro př́ıklad 2

0,00
-3,38
0,00
0,00

-5,63
-3,38

-1,00
-5,73
8,00

-4,00
-6,93
0,00

Tabulka 1.12: Globálńı (lokálńı) primárńı vektory pro prut 1 a prut 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1066667 0 0 -1066667 0 0
0 4666,667 0 0-4666,667 -14000
0 0 0 0 0 0

-1066667 0 0 1066667 0 0
0-4666,667 0 0 4666,667 14000
0 -14000 0 0 14000 42000

Tabulka 1.13: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 1

480000 0 0 -480000 0 0
0 768 -3840 0 -768 0
0 -3840 19200 0 3840 0

-480000 0 0 480000 0 0
0 -768 3840 0 768 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 1.14: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 2

Kód.č. S
0 0,0
0 0,0
0 0,0
1 0,0
0 0,0
2 -2,0
3 0,0
0 0,0
0 0,0

Tabulka 1.15: Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S

1546666,7 0 -480000
0 61200 0

-480000 0 480000

Tabulka 1.16: Matice tuhosti soustavy K
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

R S F = S - R
-1,00 0,00 1,00
4,62 -2,00 -6,62

-4,00 0,00 4,00

Tabulka 1.17: Zatěžovaćı vektor soustavy F

0,0000047
-0,0001082
0,0000130

{ }T
cbb uu ϕ=⋅= − FKr 1

Tabulka 1.18: Řešeńı soustavy rovnic, globálńı vektor deformaćı r

0,000000
0,000000
0,000000
0,000005
0,000000

-0,000108

0,000005
0,000000

-0,000108
0,000013
0,000000
0,000000

Tabulka 1.19: Globálńı vektory deformaćı prut̊u rab pro prut 1 a 2

0,00
-3,38
0,00
0,00

-5,63
-3,38

-1,00
-5,73
8,00

-4,00
-6,93
0,00

Tabulka 1.20: Globálńı sekundárńı koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2

-5,00
-1,86
0,00
5,00

-7,14
-7,92

-5,00
-5,32
5,92
0,00

-7,34
0,00

Tabulka 1.21: Globálńı celkové koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

kód. č. Prut 1 Prut 2 S Reakce

a
0 -5,00 0,00 Rax -5,00
0 -1,86 0,00 Raz -1,86
0 0,00 0,00 - 0,00

b
1 5,00 -5,00 0,00 - 0,00
0 -7,14 -5,32 0,00 Rbz -12,46
2 -7,92 5,92 -2,00 - 0,00

c
3 0,00 0,00 - 0,00
0 -7,34 0,00 Rcz -7,34
0 0,00 0,00 - 0,00

( )
( )

( )
( )↑=

↑=

↑=

←=

kN34,7

kN46,12

kN86,1

kN0,5

cz

bz

az

ax

R

R

R

R

Tabulka 1.22: Dokončeńı řešeńı, určeńı reakćı vněǰśıch vazeb

N

V

5,00

0

1,86

-7,14

5,32

1,32

-7,34

0

+

+
+

_ _0,62

M

-7,14 -7,34

0

-7,92
-5,92

4,71
7,34

0

2°

+
+

_

Mmax = 0,58 

Obrázek 1.50: Vykresleńı vnitřńıch sil pro př́ıklad 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1.5.3 Př́ıklad 3

Zadáńı

Vyřeště pomoćı ODM spojitý nosńık uvedený na obr. 1.51.

l1 = 4 m

l2 = 3 m
A = konst. = 0,12 m2

I =  konst. = 0,0016 m4

E = konst. = 20 GPa

5,114 2

q = 10 kN/m
M = 5 kNm

F1 = 2 kN

F2 = 5 kN F3 = 8 kN

80°
a

b c
d

Obrázek 1.51: Spojitý nosńık

Řešeńı

1. zp̊usob řešeńı ... np = 2

• volný konec nahrad́ıme Fn = 8 kN a Mn = 8·1,5 = 12 kNm ve styčńıku c

• śılu Fn a moment Mn muśıme zadat jako zat́ıžeńı na konci prutu 2 (prut bc)

np,ODM = 2 

( )201( )000 ( )000

a
b c

Fn = 8 kN

Mn = 12 kNm

( )bbu ϕ0

Obrázek 1.52: 1. výpočtový model pro př́ıklad 3
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

0,00
-20,00
13,33
0,00

-20,00
-13,33

0,58
1,81

-3,26
0,29

-14,73
0,00

Tabulka 1.23: Globálńı (lokálńı) primárńı vektory pro prut 1 a prut 2

600000 0 0 -600000 0 0
0 6000 -12000 0 -6000 -12000
0 -12000 32000 0 12000 16000

-600000 0 0 600000 0 0
0 -6000 12000 0 6000 12000
0 -12000 16000 0 12000 32000

Tabulka 1.24: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 1

800000 0 0 -800000 0 0
0 3555,556 -10666,7 0 -3555,56 0
0 -10666,7 32000 0 10666,67 0

-800000 0 0 800000 0 0
0 -3555,56 10666,67 0 3555,556 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 1.25: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 2

Kód.č. S
0 0,0
0 0,0
0 0,0
1 2,0
0 0,0
2 -5,0
0 0,0
0 0,0
0 0,0

Tabulka 1.26: Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1400000 0
0 64000

Tabulka 1.27: Matice tuhosti soustavy K

R S F = S - R
0,58 2,00 1,42

-16,60 -5,00 11,60

Tabulka 1.28: Zatěžovaćı vektor soustavy F

0,000001
0,000181{ }T

bbu ϕ=⋅= − FKr 1

Tabulka 1.29: Řešeńı soustavy rovnic, globálńı vektor deformaćı r

0,000000
0,000000
0,000000
0,000001
0,000000
0,000181

0,000001
0,000000
0,000181
0,000000
0,000000
0,000000

Tabulka 1.30: Globálńı vektory deformaćı prut̊u rab pro prut 1 a 2

-0,61
-22,17
16,23
0,61

-17,83
-7,53

1,39
-0,13
2,53

-0,52
-12,80

0,00

Tabulka 1.31: Globálńı celkové koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2

41



1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

kód. č. Prut 1 Prut 2 S Reakce

a
0 -0,61 0,00 Rax -0,61
0 -22,17 0,00 Raz -22,17
0 16,23 0,00 Ma 16,23

b
1 0,61 1,39 2,00 - 0,00
0 -17,83 -0,13 0,00 Rbz -17,95
2 -7,53 2,53 -5,00 - 0,00

c
0 -0,52 0,00 Rcx -0,52
0 -12,80 0,00 Rcz -12,80
0 0,00 0,00 - 0,00

( )
( )

kNm23,16

kN17,22

kN61,0

=
↑=

←=

a

az

ax

M

R

R ( )
( )
( )↑=

←=
↑=

kN80,12

kN52,0

kN95,17

cz

cx

bz

R

R

R

Tabulka 1.32: Dokončeńı řešeńı, určeńı reakćı vněǰśıch vazeb

N 0
0,61

-1,39

-0,52
0

22,17

0,13

-4,80

8,00

0V

+

+
+

_

_ -
x = 2,217

M

-17,83

-4,80

-16,23

-7,53
-2,53

-2,41

-12

0

V

2°

+

_

_ _

-

Mmax = 8,35

xn = 2,217

Obrázek 1.53: Vykresleńı vnitřńıch sil pro př́ıklad 3
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

2. zp̊usob řešeńı

• np = 3 (poč́ıtáme pootočeńı ve styčńıku c)

• volný konec nahrad́ıme opět silou Fn = 8 kN a momentem Mn = 8·1,5 = 12 kNm
ve styčńıku c

• śılu Fn a moment Mn můžeme zadat jako styčńıkové zat́ıžeńı ve styčńıku c

np,ODM = 3

( )201( )000

( )bbu ϕ0

a
b c

Fn = 8 kN

Mn = 12 kNm

( )300
( )cϕ00

Obrázek 1.54: 2. výpočtový model pro př́ıklad 3

3. zp̊usob řešeńı

• np = 6 (poč́ıtáme i posunut́ı a pootočeńı volného konce)

• oproti předcházej́ıćım zp̊usob̊um řešeńı máme mı́sto dvou prut̊u tři pruty

np,ODM = 6

( )201( )000 ( )300

( )654
( )ddd wu ϕ

a
b c d

( )bbu ϕ0 ( )cϕ00

Obrázek 1.55: 3. výpočtový model pro př́ıklad 3
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1.5.4 Př́ıklad 4

Zadáńı

Vyřeště pomoćı ODM spojitý nosńık uvedený na obr. 1.56.

A1 = konst. = 0,16 m2

I1 = konst. = 0,0024 m4

E1 = konst. = 23 GPa

a b c

1 2 1 1 13

F2 = 4 kN

q2 = 3 kN/mq1 = 2 kN/m
M = 6 kNm

F1 = 10 kN

70°

Obrázek 1.56: Spojitý nosńık

Řešeńı

np,ODM = 3 ( )000
( )201 ( )003( )bbu ϕ0 ( )00cu

b ca

Fn2 = 3,76 kN

Mn2 = 3,76 kNm

Fn1 = 2 kN

Mn1 = 1 kNm

Obrázek 1.57: Výpočtový model pro př́ıklad 4

0,00
-4,17
0,00
0,00
2,17

-0,50

0,00
-0,15
-0,30
1,37

-8,11
0,00

Tabulka 1.33: Globálńı (lokálńı) primárńı vektory pro prut 1 a prut 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

1226666,7 0 0-1226666,7 0 0
0 6133,333 0 0 -6133,333 -18400
0 0 0 0 0 0

-1226667 0 0 1226666,7 0 0
0 -6133,333 0 0 6133,333 18400
0 -18400 0 0 18400 55200

Tabulka 1.34: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 1

1226667 0 0 -1226667 0 0
0 6133,333 -18400 0 -6133,33 0
0 -18400 55200 0 18400 0

-1226667 0 0 1226667 0 0
0 -6133,33 18400 0 6133,333 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 1.35: Globálńı (lokálńı) matice tuhosti pro prut 2

Kód.č. S
0 0,0
0 0,0
0 0,0
1 10,0
0 0,0
2 0,0
3 0,0
0 0,0
0 0,0

Tabulka 1.36: Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S

2453333,3 0 -1226667
0 110400 0

-1226667 0 1226666,7

Tabulka 1.37: Matice tuhosti soustavy K
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

R S F = S - R
0,00 10,00 10,00

-0,80 0,00 0,80
1,37 0,00 -1,37

Tabulka 1.38: Zatěžovaćı vektor soustavy F

0,0000070
0,0000073
0,0000059

{ }T
cbb uu ϕ=⋅= − FKr 1

Tabulka 1.39: Řešeńı soustavy rovnic, globálńı vektor deformaćı r

0,0000000
0,0000000
0,0000000
0,0000070
0,0000000
0,0000073

0,0000070
0,0000000
0,0000073
0,0000059
0,0000000
0,0000000

Tabulka 1.40: Globálńı vektory deformaćı prut̊u rab pro prut 1 a 2

-8,63
-0,13
0,00
8,63
0,13
0,40

1,37
-0,13
0,40

-1,37
0,13
0,00

Tabulka 1.41: Globálńı sekundárńı koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2

-8,63
-4,30
0,00
8,63
2,30

-0,10

1,37
-0,28
0,10
0,00

-7,98
0,00

Tabulka 1.42: Globálńı celkové koncové śıly prut̊u pro prut 1 a 2
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1.5. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ODM

kód. č. Prut 1 Prut 2 S Reakce

a
0 -8,63 0,00 Rax -8,63
0 -4,30 0,00 Raz -4,30
0 0,00 0,00 - 0,00

b
1 8,63 1,37 10,00 - 0,00
0 2,30 -0,28 0,00 Rbz 2,02
2 -0,10 0,10 0,00 - 0,00

c
3 0,00 0,00 - 0,00
0 -7,98 0,00 Rcz -7,98
0 0,00 0,00 - 0,00

( )
( )
( )
( )↑=

↓=

↑=

←=

kN98,7

kN02,2

kN30,4

kN63,8

cz

bz

az

ax

R

R

R

R

Tabulka 1.43: Dokončeńı řešeńı, určeńı reakćı vněǰśıch vazeb

N

8,63

-1,37
0

3,76

+

V

-4,22

0

-2,0

2,30

0,28 0

2°

+
+

_ _0,748

-1,00

-2,40

-0,10 0

-3,76

M
2°

3°

+

_
_

-
Mmax = 0,04

3,60

+ Mmax = 0,04

Obrázek 1.58: Vykresleńı vnitřńıch sil pro př́ıklad 4
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

1.6 Řešeńı rovinných rámů pomoćı ODM

Při řešeńı rovinných rámů je nutné rozlǐsovat globálńı a lokálńı souřadný systém.

( ) ( )

ab

ab
ab

ab

ab
ab

ababab

l

zz

l

xx

zzxxl

−=

−=

−+−=

γ

γ

sin

cos

22a [xa za]

b [xb zb]
z* z x*

x
γab























−

−

=

100000
0cossin000
0sincos000
000100
0000cossin
0000sincos

abab

abab

abab

abab

ab

γγ
γγ

γγ
γγ

T

(1.28)

Globálńı primárńı vektor prutu:

*
ab

T
abab RTR = (1.29)

Globálńı matice tuhosti prutu:

abab
T
abab TkTk *= (1.30)

Lokálńı celkové koncové śıly prutu:

ababab RTR =*
(1.31)
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

1.6.1 Př́ıklad 1

Zadáńı

Vyřeště pomoćı ODM rámovou konstrukci uvedenou na obr. 1.59.

A1 = A3 = 0,12 m2

I1 = I3 = 0,0016 m4

A2 = A4 = 0,16 m2

I2 = I4 = 0,0021 m4

E = 20 GPa

F = 8 kN

q = 5 kN/m

a

b c

d

1

2

34

1,5 7

q 
=

 3
 k

N
/m

Obrázek 1.59: Rámová konstrukce

Řešeńı

np,ODM = 6 

Fn = 8 kN

a

b

c

d

1

2

3

(1 0 0)

(2 3 4)
(0 5 6)

[0 4]

[0 0]

[7 0]

[7 4]

Mn = 12 kN

1

2

3

(1 0 0) (2 3 4)

(2 3 4) (0 5 6)

(0 5 6)
(0 0 0)

(0 0 0)

Obrázek 1.60: Výpočtový model pro př́ıklad 1
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

-1,20
0,00
0,00

-4,80
0,00

-3,20

0,00
-17,50
20,42
0,00

-17,50
-20,42

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

Tabulka 1.44: Globálńı primárńı vektory pro prut 1, prut 2 a prut 3

1500 0 0 -1500 0 -6000
0 600000 0 0 -600000 0
0 0 0 0 0 0

-1500 0 0 1500 0 6000
0 -600000 0 0 600000 0

-6000 0 0 6000 0 24000

Tabulka 1.45: Globálńı matice tuhosti pro prut 1

457143 0 0 -457143 0 0
0 1469,39 -5142,9 0 -1469,4 -5142,9
0 -5142,9 24000 0 5142,86 12000

-457143 0 0 457143 0 0
0 -1469,4 5142,86 0 1469,39 5142,86
0 -5142,9 12000 0 5142,86 24000

Tabulka 1.46: Globálńı matice tuhosti pro prut 2

6000 0 12000 -6000 0 12000
0 600000 0 0 -600000 0

12000 0 32000 -12000 0 16000
-6000 0 -12000 6000 0 -12000

0 -600000 0 0 600000 0
12000 0 16000 -12000 0 32000

Tabulka 1.47: Globálńı matice tuhosti pro prut 3
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

Kód.č. S
1 0,0
0 0,0
0 0,0
2 0,0
3 8,0
4 12,0
0 0,0
5 0,0
6 0,0
0 0,0
0 0,0
0 0,0

Tabulka 1.48: Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S

1500,0 -1500,0 0,0 -6000,0 0,0 0,0
-1500,0 458642,9 0,0 6000,0 0,0 0,0

0,0 0,0 601469,4 -5142,9 -1469,4 -5142,9
-6000,0 6000,0 -5142,9 48000,0 5142,9 12000,0

0,0 0,0 -1469,4 5142,9 601469,4 5142,9
0,0 0,0 -5142,9 12000,0 5142,9 56000,0

Tabulka 1.49: Matice tuhosti soustavy K

R S F = S - R
-1,20 0,00 1,20
-4,80 0,00 4,80

-17,50 8,00 25,50
17,22 12,00 -5,22

-17,50 0,00 17,50
-20,42 0,00 20,42

Tabulka 1.50: Zatěžovaćı vektor soustavy F
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

-0,000069
0,000013
0,000044

-0,000220
0,000028
0,000413


























=

c

c

b

b

b

a

w

w
u
u

ϕ

ϕr

Tabulka 1.51: Řešeńı soustavy rovnic, globálńı vektor deformaćı r

-0,000069
0,000000
0,000000
0,000013
0,000044

-0,000220

0,000013
0,000044

-0,000220
0,000000
0,000028
0,000413

0,000000
0,000028
0,000413
0,000000
0,000000
0,000000

Tabulka 1.52: Globálńı vektory deformaćı rab pro prut 1, prut 2 a prut 3

1,20
-26,47

0,00
-1,20
26,47
-4,80

6,00
-0,97
-0,42
-6,00
0,97
7,19

4,96
16,53
13,23
-4,96

-16,53
6,61

Tabulka 1.53: Globálńı sekundárńı koncové śıly pro prut 1, prut 2 a prut 3

0,00
-26,47

0,00
-6,00
26,47
-8,00

6,00
-18,47
20,00
-6,00

-16,53
-13,23

4,96
16,53
13,23
-4,96

-16,53
6,61

Tabulka 1.54: Globálńı celkové koncové śıly pro prut 1, prut 2 a prut 3
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

26,47
0,00
0,00

-26,47
-6,00
-8,00

6,00
-18,47
20,00
-6,00

-16,53
-13,23

16,53
-4,96
13,23

-16,53
4,96
6,61

Tabulka 1.55: Lokálńı celkové koncové śıly pro prut 1, prut 2 a prut 3

kód.č. Prut 1 Prut 2 Prut 3 S Reakce

a
1 0,00 0,00 - 0,00
0 -26,47 0,00 Raz -26,47
0 0,00 0,00 - 0,00

b
2 -6,00 6,00 0,00 - 0,00
3 26,47 -18,47 8,00 - 0,00
4 -8,00 20,00 12,00 - 0,00

c
0 -6,00 4,96 0,00Rcx -1,04
5 -16,53 16,53 0,00 - 0,00
6 -13,23 13,23 0,00 - 0,00

d
0 -4,96 0,00 Rdx -4,96
0 -16,53 0,00 Rdz -16,53
0 6,61 0,00 Md 6,61

( )
( )
( )
( )

kNm61,6

kN53,16

kN96,4

kN04,1

kN47,26

=
↑=

←=
←=

↑=

d

dz

dx

cx

az

M

R

R

R

R

Tabulka 1.56: Dokončeńı řešeńı, určeńı reakćı vněǰśıch vazeb

53



1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

N -6,0

-2
6

,4
7 -1

6
,5

3

ghghgh

V

-8,0

18,47

-16,53

-6
,0

2
°

4
,9

6

xn = 3,69

+

+

_
__

ghghgh

M

-12,0

-20,0

-13,23

-1
3

,2
3

6
,6

1

-8
,0

3
°

2°

Mmax = 14,10

+

+

__

_ _ _

Obrázek 1.61: Vykresleńı vnitřńıch sil pro př́ıklad 1
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

1.6.2 Př́ıklad 2

Zadáńı

Řeště pomoćı ODM pravoúhlý rovinný rám uvedený na obr. 1.62.

A1 = A3 = 0,12 m2

I1 = I3 = 0,0016 m4

A2 = A4 = 0,16 m2

I2 = I4 = 0,0021 m4

E = 20 GPa

F = 5 kN

q
=

 3
 k

N
/m

q = 2 kN/m

a

b c

d

1

2

3

27

4

Obrázek 1.62: Rovinný rám

Řešeńı

np,ODM = 5 

2

3

(0 0 0) (1 2 0)

(1 2 0) (3 4 5)

(3 4 5) (0 0 0)

Fn = 5 kN

a

b
c

d

1

2

3

(1 2 0)
(3 4 5)

[0 4]

[0 0]
[7 0]

[7 4]

Mn = 10 kN

1

(0 0 0)(0 0 0)

Obrázek 1.63: Výpočtový model pro př́ıklad 2
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

-2,70
0,00
2,80

-3,30
0,00
0,00

0,00
-5,25
0,00
0,00

-8,75
-12,25

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

Tabulka 1.57: Globálńı primárńı vektory pro prut 1, prut 2 a prut 3

1500 0 -6000 -1500 0 0
0 600000 0 0 -600000 0

-6000 0 24000 6000 0 0
-1500 0 6000 1500 0 0

0 -600000 0 0 600000 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 1.58: Globálńı matice tuhosti pro prut 1

457143 0 0 -457143 0 0
0 367,347 0 0 -367,35 -2571,4
0 0 0 0 0 0

-457143 0 0 457143 0 0
0 -367,35 0 0 367,347 2571,43
0 -2571,4 0 0 2571,43 18000

Tabulka 1.59: Globálńı matice tuhosti pro prut 2

6000 0 12000 -6000 0 12000
0 600000 0 0 -600000 0

12000 0 32000 -12000 0 16000
-6000 0 -12000 6000 0 -12000

0 -600000 0 0 600000 0
12000 0 16000 -12000 0 32000

Tabulka 1.60: Globálńı matice tuhosti pro prut 3
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

Kód.č. S
0 0,0
0 0,0
0 0,0
1 0,0
2 0,0
0 0,0
3 0,0
4 5,0
5 -10,0
0 0,0
0 0,0
0 0,0

Tabulka 1.61: Vektor styčńıkového zat́ıžeńı S

458642,9 0,0-457142,9 0,0 0,0
0,0 600367,3 0,0 -367,3 -2571,4

-457142,9 0,0 463142,9 0,0 12000,0
0,0 -367,3 0,0 600367,3 2571,4
0,0 -2571,4 12000,0 2571,4 50000,0

Tabulka 1.62: Matice tuhosti soustavy K

R S F = S - R
-3,30 0,00 3,30
-5,25 0,00 5,25
0,00 0,00 0,00

-8,75 5,00 13,75
-12,25 -10,00 2,25

Tabulka 1.63: Zatěžovaćı vektor soustavy F
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

0,000603
0,000008
0,000598
0,000023

-0,000099























=
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c

c

b

b

w
u
w
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ϕ
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Tabulka 1.64: Řešeńı soustavy rovnic, globálńı vektor deformaćı r

0,000000
0,000000
0,000000
0,000603
0,000008
0,000000

0,000603
0,000008
0,000000
0,000598
0,000023

-0,000099

0,000598
0,000023

-0,000099
0,000000
0,000000
0,000000

Tabulka 1.65: Globálńı vektory deformaćı rab pro prut 1, prut 2 a prut 3

-0,90
-5,00
3,62
0,90
5,00
0,00

2,40
0,25
0,00

-2,40
-0,25
-1,75

2,40
14,00
4,00

-2,40
-14,00

5,58

Tabulka 1.66: Globálńı sekundárńı koncové śıly pro prut 1, prut 2 a prut 3

-3,60
-5,00
6,42

-2,40
5,00
0,00

2,40
-5,00
0,00

-2,40
-9,00

-14,00

2,40
14,00
4,00

-2,40
-14,00

5,58

Tabulka 1.67: Globálńı celkové koncové śıly pro prut 1, prut 2 a prut 3
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM

5,00
-3,60
6,42

-5,00
-2,40
0,00

2,40
-5,00
0,00

-2,40
-9,00

-14,00

14,00
-2,40
4,00

-14,00
2,40
5,58

Tabulka 1.68: Lokálńı celkové koncové śıly pro prut 1, prut 2 a prut 3

kód.č. Prut 1 Prut 2 Prut 3 S Reakce

a
0 -3,60 0,00Rax -3,60
0 -5,00 0,00Raz -5,00
0 6,42 0,00Ma 6,42

b
1 -2,40 2,40 0,00 - 0,00
2 5,00 -5,00 0,00 - 0,00
0 0,00 0,00 0,00 - 0,00

c
3 -2,40 2,40 0,00 - 0,00
4 -9,00 14,00 5,00 - 0,00
5 -14,00 4,00-10,00 - 0,00

d
0 -2,40 0,00Rdx -2,40
0 -14,00 0,00Rdz -14,00
0 5,58 0,00Md 5,58

( )
( )

( )
( )

kNm58,5

kN0,14

kN40,2

kNm42,6

kN0,5

kN60,3

=
↑=

←=
=

↑=

←=

d

dz

dx

a

az

ax

M

R

R

M

R

R

Tabulka 1.69: Dokončeńı řešeńı, určeńı reakćı vněǰśıch vazeb
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1.6. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH RÁMŮ POMOCÍ ODM
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Obrázek 1.64: Vykresleńı vnitřńıch sil pro př́ıklad 2
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1.7. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH PŘÍHRADOVÝCH KONSTRUKCÍ POMOCÍ ODM

1.7 Řešeńı rovinných př́ıhradových konstrukćı pomoćı

ODM

Př́ıhrady je možno řešit obdobným zp̊usobem jako rámy s t́ım, že se zavedou vhodné okrajové
podmı́nky odpov́ıdaj́ıćı hledáńı neznámých posun̊u ve styčńıćıch (viz [1] na str. 319). S výhodou
je ovšem možné výpočetńı rozsah úlohy redukovat pouze na hledáńı neznámých posun̊u, a to
formou redukce matice tuhosti kab a transformačńı matice Tab. Postup využ́ıvaj́ıćı redukci úlohy
je aplikován dále.

Analýza prutu

• zat́ıžeńı p̊usob́ı jen ve styčńıćıch, pro jednotlivé pruty tedy nemuśıme sestavovat vektory
primárńıch koncových sil

• lokálńı matici tuhosti prutu lze zapsat jako matici 2. řádu (všechny pruty uvažujeme
oboustranně kloubově uložené)
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(1.32)

• transformaćı źıskáme globálńı matici tuhosti 4. řádu

abab
T
abab TkTk *= (1.33)
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Analýza prutové soustavy

• matici tuhosti soustavy K źıskáme lokalizaćı globálńıch matic tuhost́ı jednotlivých prut̊u

• zatěžovaćı vektor je roven globálńımu vektoru styčńıkového zat́ıžeńı F = S
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1.7. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH PŘÍHRADOVÝCH KONSTRUKCÍ POMOCÍ ODM

Řešeńı soustavy rovnic

• globálńı vektor deformaćı

FKr ⋅= −1
(1.36)

Dokončeńı řešeńı

• globálńı vektor deformaćı jednotlivých prut̊u

{ }T
bbaaab wuwu=r (1.37)

• globálńı koncové śıly jednotlivých prut̊u

ababab rkR ⋅= (1.38)

• lokálńı koncové śıly jednotlivých prut̊u

























⋅







=⋅=
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ba
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(1.39)
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1.7. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH PŘÍHRADOVÝCH KONSTRUKCÍ POMOCÍ ODM

1.7.1 Př́ıklad

Zadáńı

Pomoćı ODM určete u př́ıhradové konstrukce uvedené na obr. 1.65 nornálové śıly ve všech
prutech.

1,5 1,5 1,5 1,5

2

F1 = 3 kN

F2 = 20 kN

1 2

4
3

5

1

6

2 3 4 5

7

[0 0]

[3 2]
[0 2] [6 2]

[4,5 0][1,5 0]

A1 = A6 = A7 = 0,0015 m2

A2 = A3 = A4 = A5 = 0,00125 m2

E = 200 GPa

Obrázek 1.65: Př́ıhradová konstrukce

Řešeńı

np = 7 

1 2

4
3 5

1

6

2 3 4 5

7

(1 2) (3 4)

(0 0) (5 6) (7 0)

Obrázek 1.66: Výpočtový model př́ıhradové konstrukce
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1.7. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH PŘÍHRADOVÝCH KONSTRUKCÍ POMOCÍ ODM

100000 0 -100000 0
0 0 0 0

-100000 0 100000 0
0 0 0 0

Tabulka 1.70: Globálńı matice tuhosti pro vodorovné pruty 1, 6, 7

36000 -48000 -36000 48000
-48000 64000 48000 -64000
-36000 48000 36000 -48000
48000 -64000 -48000 64000

Tabulka 1.71: Globálńı matice tuhosti pro šikmé pruty 2, 4

36000 48000 -36000 -48000
48000 64000 -48000 -64000

-36000 -48000 36000 48000
-48000 -64000 48000 64000

Tabulka 1.72: Globálńı matice tuhosti pro šikmé pruty 3, 5

Kód.č. S
1 3
2 0
3 0
4 20
5 0
6 0
0 0
0 0
7 0
0 0

Tabulka 1.73: Globálńı vektor styčńıkového zat́ıžeńı S
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1.7. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH PŘÍHRADOVÝCH KONSTRUKCÍ POMOCÍ ODM

172000 0 -100000 0 -36000 -48000 0
0 128000 0 0 -48000 -64000 0

-100000 0 172000 0 -36000 48000 -36000
0 0 0 128000 48000 -64000 -48000

-36000 -48000 -36000 48000 272000 0 -100000
-48000 -64000 48000 -64000 0 128000 0

0 0 -36000 -48000 -100000 0 136000

Tabulka 1.74: Celková matice tuhosti soustavy K

0,000141
0,000168
0,000051
0,000347
0,000060
0,000291
0,000180

Tabulka 1.75: Globálńı vektor deformaćı r

Prut 1 Prut 2 Prut 3 Prut 4 Prut 5 Prut 6 Prut 7
0,000141 0 0,000141 0,000060 0,000051 0 0,000060
0,000168 0 0,000168 0,000291 0,000347 0 0,000291
0,000051 0,000141 0,000060 0,000051 0,000180 0,000060 0,000180
0,000347 0,000168 0,000291 0,000347 0 0,000291 0

Tabulka 1.76: Globálńı vektory deformaćı jednotlivých prut̊u

Prut 1 Prut 2 Prut 3 Prut 4 Prut 5 Prut 6 Prut 7
9,0 3,0 -3,0 3,0 12,0 -6,0 -12,0
0,0 -4,0 -4,0 -4,0 16,0 0,0 0,0

-9,0 -3,0 3,0 -3,0 -12,0 6,0 12,0
0,0 4,0 4,0 4,0 -16,0 0,0 0,0

Tabulka 1.77: Globálńı koncové śıly jednotlivých prut̊u
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1.7. ŘEŠENÍ ROVINNÝCH PŘÍHRADOVÝCH KONSTRUKCÍ POMOCÍ ODM

Prut 1 Prut 2 Prut 3 Prut 4 Prut 5 Prut 6 Prut 7
9,0 5,0 -5,0 5,0 20,0 -6,0 -12,0

-9,0 -5,0 5,0 -5,0 -20,0 6,0 12,0

Tabulka 1.78: Lokálńı koncové śıly jednotlivých prut̊u

Reakce vněǰśıch vazeb:

( )
( )
( )↑=

↑=

←=

kN0,16

kN0,4

kN0,3

5

4

4

z

z

x

R

R

R

Prut N [kN] tah/tlak
1 -9,0 tlak
2 -5,0 tlak
3 5,0 tah
4 -5,0 tlak
5 -20,0 tlak
6 6,0 tah
7 12,0 tah

Tabulka 1.79: Tabulka normálových sil
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1.8. TESTOVÉ OTÁZKY A ODPOVĚDI ODM

1.8 Testové otázky a odpovědi

Otázky

1. Obecná deformačńı metoda je metoda

a) př́ımá, výsledkem řešeńı jsou silové veličiny.

b) nepř́ımá, řeš́ı nejprve deformačńı stav konstrukce a z něj odvozuje statický stav.

c) nepř́ımá, řeš́ı nejprve silový stav konstrukce a z něj odvozuje deformačńı stav.

d) př́ımá, výsledkem řešeńı jsou deformačńı veličiny.

2. V deformačńı metodě sestavujeme

a) deformačńı podmı́nky, jejich počet je dán stupněm přetvárné neurčitosti.

b) statické podmı́nky rovnováhy, jejich počet je dán stupněm statické neurčitosti.

c) statické podmı́nky rovnováhy, jejich počet je dán stupněm přetvárné neurčitosti.

d) deformačńı podmı́nky, jejich počet je dán stupněm statické neurčitosti.

3. Ćılem analýzy prutu při řešeńı ODM je určeńı

a) globálńıho vektoru primárńıch koncových sil a globálńı matice tuhosti prutu.

b) globálńıho vektoru koncových sil prutu.

c) primárńıho vektoru soustavy a matice tuhosti soustavy

d) lokálńıho vektoru koncových sil prutu.

4. Př́ı řešeńı spojitého nosńıku pomoćı ODM muśıme určit

a) pouze natočeńı krajńıch podporových bod̊u.

b) všechna natočeńı podporových bod̊u.

c) pouze natočeńı vnitřńıch podporových bod̊u, v krajńıch podporových bodech jsou
natočeńı nulová.

d) natočeńı vnitřńıch podporových bod̊u, natočeńı krajńıch podporových bod̊u pro řešeńı
nepotřebujeme.

5. Př́ı řešeńı rovinných rámů pomoćı ODM

a) analýzu prutové soustavy můžeme provádět v lokálńım souřadném systému.

b) analýzu jednotlivých prut̊u můžeme provádět v lokálńım souřadném systému.

c) analýzu prutové soustavy muśıme provádět v lokálńım souřadném systému.

d) analýzu jednotlivých prut̊u nelze provádět v lokálńım souřadném systému.

6. Při řešeńı rovinných př́ıhradových konstrukćı pomoćı ODM

a) globálńı matici tuhosti prutu lze zapsat jako matici 2. řádu.

b) globálńı matici tuhosti prutu muśıme zapsat jako matici 6. řádu.

c) lokálńı matici tuhosti prutu muśıme zapsat jako matici 4. řádu.

d) lokálńı matici tuhosti prutu lze zapsat jako matici 2. řádu.
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Odpovědi

1.b) 2.c) 3.a) 4.d) 5.b) 6.d)
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Kapitola 2

Zjednodušená deformačńı metoda

Předpoklady řešeńı pomoćı zjednodušené deformačńı metody (dále ZDM)

• Přetvořeńı prutu vyvoláno jen ohybovými momenty M .

• Zanedbáváme vliv normálových sil N i posouvaj́ıćıch sil V na deformaci prutu
=⇒ změna délky ∆l = 0.

Znaménková konvence

��� ���

��� ���

���
���

��

(a)

���
���

���

���
���

���

��

(b)

Obrázek 2.1: Akce styčńık̊u na konce prutu (a), akce konc̊u prutu na styčńıky (b)
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2.1. POSTUP ŘEŠENÍ POMOCÍ ZDM

2.1 Postup řešeńı pomoćı ZDM

2.1.1 Stupeň přetvárné neurčitosti np,ZDM

Určeńı stupně přetvárné neurčitosti pomoćı fiktivńıch vazeb:

. . . momentová (bráńı pootočeńı)

. . . silová (bráńı svislému posunu)

. . . silová (bráńı horizontálńımu posunu)

2.1.2 Poměrná tuhost prutu kab

• Oboustranně monoliticky uložený prut:

�
�

�
�

��

��
�� �

(2.1)

• Jednostranně kloubově uložený prut:

�
�

�
�

��

��
�� 3

2
�

(2.2)

Iab . . . moment setrvačnosti pr̊uřezu

lab . . . délka prutu

c . . . vhodně zvolená konstanta (např. c = 104)

2.1.3 Primárńı momenty a posouvaj́ıćı śıly

Pro výpočty primárńıch koncových sil obvykle využ́ıváme předem odvozených vztah̊u. Vztahy
pro základńı druhy zat́ıžeńı a primárńı koncové śıly (momenty a posuvaj́ıćı śıly) jsou uvedeny
na obr. 2.2 a 2.3 na str. 71. Pro složitěǰśı druhy zat́ıžeńı je možno už́ıt tab. 14.10 a 14.11 na
str. 416-420 [1].
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Obrázek 2.2: Primárńı momenty a posouvaj́ıćı śıly pro oboustranně monoliticky připojený prut
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Obrázek 2.3: Primárńı momenty a posouvaj́ıćı śıly pro jednostranně kloubově připojený prut

2.1.4 Sekundárńı momenty a posouvaj́ıćı śıly

• Oboustranně monoliticky uložený prut:
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(2.3)

71



2.1. POSTUP ŘEŠENÍ POMOCÍ ZDM

• Jednostranně kloubově uložený prut:

� �
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(2.4)

ϕa, ϕb . . . natočeńı styčńık̊u a, b

Ψab . . . natočeńı prutu ab

2.1.5 Styčńıková rovnice

Vyjadřuje momentové podmı́nky rovnováhy.

� � �

Obrázek 2.4: Schéma spojitého nosńıku s jednou neznámou ϕb

Př́ıklad styčńıkové rovnice pro spojitý nosńık na obr. 2.5:
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Schématické zobrazeńı momentových interakćı ve styčńıku b je uvedeno na obr. 2.5.

baM

b

bcMbaM bcM

Obrázek 2.5: Momentová interakce ve styčńıku b

2.1.6 Patrová rovnice

Vyjadřuje silovou podmı́nku rovnováhy ve směru nezávislého posunu na uvolněné části rámu
(nosńıku), odděleného patrovým řezem, obsahuj́ıćı styčńıky se stejným posunem ∆.

Patrová rovnice se sestavuje pro rámy (nosńıky) s posuvnými styčńıky (při sestavováńı
základńı deformačně určité soustavy vloženy fiktivńı silové vazby).
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2.1. POSTUP ŘEŠENÍ POMOCÍ ZDM
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Obrázek 2.6: Schéma vodorovného posunu rámu ∆
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��� ���

Obrázek 2.7: Schéma silové interakce na uvolněné rámové př́ıčli

Př́ıklad styčńıkové rovnice pro rovinný rám na obr. 2.6:
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2.1.7 Řešeńı soustavy rovnic

Sestaveńım styčńıkových a patrových rovnic źıskáme soustavu np,ZDM rovnic. Jejich řešeńım
pak np,ZDM neznámých parametr̊u deformace.

2.1.8 Koncové momenty

Hodnotu koncového momentu źıskáme sečteńım př́ıslušného primárńıho a sekundárńıho mo-
mentu.
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2.1. POSTUP ŘEŠENÍ POMOCÍ ZDM

2.1.9 Posouvaj́ıćı śıly
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Obrázek 2.8: Superpozice posouvaj́ıćıch sil od vněǰśıho zat́ıžeńı (Vab0, Vba0) a od koncových
moment̊u (∆Vab,∆Vba)
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Vab0 . . . posouvaj́ıćı śıla na konci a prostého nosńıku od daného vněǰśıho zat́ıžeńı

Vba0 . . . posouvaj́ıćı śıla na konci b prostého nosńıku od daného vněǰśıho zat́ıžeńı
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2.1. POSTUP ŘEŠENÍ POMOCÍ ZDM

2.1.10 Normálové śıly

Normálové śıly v koncových pr̊uřezech prut̊u se řeš́ı ze statických podmı́nek rovnováhy.
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Obrázek 2.9: Silová interakce ve styčńıku e pro rám na obr. 2.30

Př́ıklad určeńı normálových sil dle obr. 2.9:
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2.2. PŘÍKLADY URČENÍ STUPNĚ PŘETVÁRNÉ NEURČITOSTI POMOCÍ ZDM

2.2 Př́ıklady určeńı stupně přetvárné neurčitosti

2.2.1 Př́ıklad 1

Určete stupeň přetvárné neurčitosti dle ZDM u spojitého nosńıku na obr. 2.10.

� � �

Obrázek 2.10: Schéma spojitého nosńıku

Řešeńı

� � �

Obrázek 2.11: Schéma spojitého nosńıku s fiktivńımi vazbami

np,ZDM = 1

ϕb = ?

ϕa, ϕc ... neńı potřeba poč́ıtat (hodnoty Ma, Mc jsou známy)

ub = uc = 0 ... ∆lab = ∆lbc = 0

2.2.2 Př́ıklad 2

Určete stupeň přetvárné neurčitosti dle ZDM u spojitého nosńıku na obr. 2.12.

� � �

�

Obrázek 2.12: Schéma spojitého nosńıku
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2.2. PŘÍKLADY URČENÍ STUPNĚ PŘETVÁRNÉ NEURČITOSTI POMOCÍ ZDM

Řešeńı

� � �

�

Obrázek 2.13: Schéma spojitého nosńıku s fiktivńımi vazbami

np,ZDM = 2

ϕb = ?

wk = ∆ = ?

2.2.3 Př́ıklad 3

Určete stupeň přetvárné neurčitosti dle ZDM rovinného rámu na obr. 2.14.

�

� �
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�

Obrázek 2.14: Schéma rovinného rámu

Řešeńı

�

� �

�

�

Obrázek 2.15: Schéma rovinného rámu s fiktivńımi vazbami

np,ZDM = 3

ϕd = ?
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2.2. PŘÍKLADY URČENÍ STUPNĚ PŘETVÁRNÉ NEURČITOSTI POMOCÍ ZDM

ϕe = ?

wd = we = ∆ = ?

2.2.4 Př́ıklad 4

Určete stupeň přetvárné neurčitosti dle ZDM rovinného rámu na obr. 2.16.

� � �

� � �

Obrázek 2.16: Schéma rámu

Řešeńı

� � �

� � �

Obrázek 2.17: Schéma rámu s fiktivńımi vazbami

np,ZDM = 4

ϕd = ?

ϕe = ?

ϕf = ?

ud = ue = uf = ∆ = ?

78



2.2. PŘÍKLADY URČENÍ STUPNĚ PŘETVÁRNÉ NEURČITOSTI POMOCÍ ZDM

2.2.5 Př́ıklad 5

Určete stupeň přetvárné neurčitosti dle ZDM u patrového rámu na obr. 2.18.

� � �

� � �

� � �

Obrázek 2.18: Schéma patrového rámu

Řešeńı

� � �

� � �

� � �

Obrázek 2.19: Schéma patrového rámu s fiktivńımi vazbami

np,ZDM = 8

ϕd = ?

ϕe = ?

ϕf = ?

ϕg = ?

ϕh = ?

ϕi = ?

ud = ue = uf = ∆1 = ?

ug = uh = ui = ∆2 = ?
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

2.3 Řešeńı spojitých nosńık̊u pomoćı ZDM

2.3.1 Př́ıklad 1

Zadáńı

Vyřešte pomoćı ZDM spojitý nosńık uvedený na obr. 2.20.
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Obrázek 2.20: Spojitý nosńık

Řešeńı

1. Stupeň přetvárné neurčitosti
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Obrázek 2.21: Schéma spojitého nosńıku s fiktivńımi vazbami dle ZDM

2. Poměrné tuhosti prut̊u
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

3. Primárńı momenty (tab. str. 416-420 v [1])
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4. Sekundárńı momenty
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5. Styčńıková rovnice
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6. Koncové momenty
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7. Posouvaj́ıćı śıly
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

8. Reakce
� !� "��#$� 
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Obrázek 2.22: Schéma výpočtu reakćı u spojitého nosńıku (zadáńı viz. odd́ıl 2.3.1)
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9. Vykresleńı vnitřńıch sil
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Obrázek 2.23: Vykresleńı vnitřńıch sil (zadáńı viz. odd́ıl 2.3.1)
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

2.3.2 Př́ıklad 2

Zadáńı

Vyřešte pomoćı ZDM spojitý nosńık uvedený na obr. 2.24.
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Obrázek 2.24: Spojitý nosńık

Řešeńı

1. Stupeň přetvárné neurčitosti
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Obrázek 2.25: Schéma spojitého nosńıku s fiktivńımi vazbami dle ZDM

2. Poměrné tuhosti prut̊u

Konstanta pro výpočet poměrných tuhost́ı je zvolena jako c = 6× 104.
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

3. Primárńı momenty (tab. str. 416-420 v [1])
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4. Sekundárńı momenty

� �

� �

� �

� � ����

����

������

������

����

�

�

�

�

�

��

��

����

����

��

�%"�

%."�

 "�"�

 "�"�

,"�

,

,

�

�

 

����

���

����

����

��

�

�

�

�

�

5. Styčńıkové rovnice
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6. Koncové momenty
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

7. Posouvaj́ıćı śıly
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9. Vykresleńı vnitřńıch sil

-34,05

25,95

11,36
3,36

-4,64

3,74

-4,26
V

-24,29

+ +
_

__

2,595

M

Mmax = 33,67

-24,29

-1,57

5,15

-4,13 -5,44

5,22
+

++

_
_ _

2°

Obrázek 2.26: Vykresleńı vnitřńıch sil (zadáńı viz. odd́ıl 2.3.2)
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

2.3.3 Př́ıklad 3

Zadáńı

Vyřešte pomoćı ZDM spojitý nosńık uvedený na obr. 2.27.
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Obrázek 2.27: Spojitý nosńık

Řešeńı

1. Stupeň přetvárné neurčitosti

� � � � �

�	
�� ���

�� !�(�������� !�(

�������������
����4������� ��������������)����

Obrázek 2.28: Schéma spojitého nosńıkus fiktivńımi vazbami dle ZDM

2. Poměrné tuhosti prut̊u

Konstanta pro výpočet poměrných tuhost́ı je zvolena jako c = 6× 103.
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

3. Primárńı momenty (tab. str. 416-420 v [1])
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4. Sekundárńı momenty
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5. Styčńıkové rovnice
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6. Koncové momenty
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

7. Posouvaj́ıćı śıly
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8. Reakce
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2.3. ŘEŠENÍ SPOJITÝCH NOSNÍKŮ POMOCÍ ZDM

9. Vykresleńı vnitřńıch sil

V

31,51

1,51

-28,49

31,23

-28,78

16,10

-13,10

20,00
+ + + +

_ _ _
3,123

M
2° 2°

-43,02
-33,96

-26,59
-20,00

20,00
23,02 21,70

Mmax = 14,81
+ + +

_ _ _ _

Obrázek 2.29: Vykresleńı vnitřńıch sil (zadáńı viz. odd́ıl 2.3.3)
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2.4. ŘEŠENÍ RÁMŮ S NEPOSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

2.4 Řešeńı rámů s neposuvnými styčńıky pomoćı ZDM

2.4.1 Př́ıklad

Zadáńı

Vyřešte pomoćı ZDM pravoúhlý rám s neposuvnými styčńıky uvedený na obr. 2.30.
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Obrázek 2.30: Pravoúhlý rám s neposuvnými styčńıky

Řešeńı

1. Stupeň přetvárné neurčitosti
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Obrázek 2.31: Fiktivńı vazby dle ZDM u rámu s neposuvnými styčńıky

2. Poměrné tuhosti prut̊u (zvoleno c =48/I)
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2.4. ŘEŠENÍ RÁMŮ S NEPOSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

3. Primárńı momenty (tab. str. 416-420 v [1])
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5. Styčńıkové rovnice
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6. Koncové momenty
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2.4. ŘEŠENÍ RÁMŮ S NEPOSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM
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7. Posouvaj́ıćı śıly
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8. Normálové śıly
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2.4. ŘEŠENÍ RÁMŮ S NEPOSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

9. Reakce
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10. Vykresleńı vnitřńıch sil
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Obrázek 2.32: Vykresleńı normálových a posouvaj́ıćıch sil (zadáńı viz. odd́ıl 2.5.1)
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2.4. ŘEŠENÍ RÁMŮ S NEPOSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM
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Obrázek 2.33: Vykresleńı ohybových moment̊u (zadáńı viz. odd́ıl 2.5.1)
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

2.5 Řešeńı rámů s posuvnými styčńıky pomoćı ZDM

2.5.1 Př́ıklad 1

Zadáńı

Vyřešte pomoćı ZDM jednoduchý pravoúhlý rám s posuvnými styčńıky uvedený na obr. 2.34.
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Obrázek 2.34: Pravoúhlý rám s posuvnými styčńıky

Řešeńı

1. Stupeň přetvárné neurčitosti
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Obrázek 2.35: Fiktivńı vazby dle ZDM u rámu s posuvnými styčńıky
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

2. Poměrné tuhosti prut̊u (zvoleno c =12/I)
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3. Primárńı momenty a posouvaj́ıćı śıly (tab. str. 416-420 v [1])
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

4. Sekundárńı momenty a posouvaj́ıćı śıly
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Obrázek 2.36: Patrový posun dle ZDM u rámu s posuvnými styčńıky
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

5. Styčńıkové rovnice

� �

� �
��&�#$���

##&#��&�#$���'

�-�

'(&'%&��%&��

'(&'��'%&�%&�

�-�

�

�

�

�

����
������

���

���
������

���

�

�

���
����

���
����


	


	



�
	
�


	


		

	
	�	�

���

���

6. Patrová rovnice
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Obrázek 2.37: Patrový posun dle ZDM u rámu s posuvnými styčńıky
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7. Řešeńı soustavy rovnic
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

8. Maticový zápis soustavy rovnic
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9. Maticový zápis soustavy rovnic (pokračováńı),
patrová rovnice roznásobena l1 =⇒ symetrická matice
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11. Posouvaj́ıćı śıly
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12. Normálové śıly
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

13. Reakce
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14. Vykresleńı vnitřńıch sil
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Obrázek 2.38: Vykresleńı vnitřńıch sil (zadáńı viz. odd́ıl 2.5.1)
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

2.5.2 Př́ıklad 2

Zadáńı

Vyřešte jednoduchý pravoúhlý rám s posuvnými styčńıky uvedený na obr. 2.39. Př́ıklad řešte
samostatně.
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Obrázek 2.39: Rám s posuvnými styčńıky

Řešeńı

Výsledky výpočtu si můžete ověřit dle ńıže uvedených kontrolńıch hodnot.
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

2.5.3 Př́ıklad 3

Zadáńı

Pro rám s posuvnými styčńıky uvedený na obr. 2.40 sestavte obecně soustavu rovnic a maticově
ji uspořádejte v souladu s principy ZDM.
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Obrázek 2.40: Rám s posuvnými styčńıky

Řešeńı

1. Neznámé přetvárné veličiny
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3. Maticový zápis soustavy rovnic

#�� ��� ��� �� #�

#�

� � ���� 	!	� ���
�

#

�
#� $$ ��

�

�
��
�

�
�

�

�
��

%�# ��� ��� ��

#

�
#� ##
�

�
�� ��

#

�
##
�

�
�

� �	!	�	� ��� ���

� �!	!"!
 ��� ���

#

�
#� ##
�

�
�� ��

#

�
##
�

�
�

2.5.4 Př́ıklad 4

Zadáńı

Pro rám s posuvnými styčńıky uvedený na obr. 2.41 sestavte obecně soustavu rovnic a maticově
ji uspořádejte v souladu s principy ZDM.
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Obrázek 2.41: Rám s posuvnými styčńıky
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

Řešeńı

1. Neznámé přetvárné veličiny
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2. Poměrné tuhosti prut̊u
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3. Maticový zápis soustavy rovnic
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

2.5.5 Př́ıklad 5

Zadáńı

Pro rám s posuvnými styčńıky uvedený na obr. 2.42 sestavte obecně soustavu rovnic a maticově
ji uspořádejte v souladu s principy ZDM.
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Obrázek 2.42: Rám s posuvnými styčńıky

Řešeńı

1. Neznámé přetvárné veličiny
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2.5. ŘEŠENÍ RÁMŮ S POSUVNÝMI STYČNÍKY POMOCÍ ZDM

3. Maticový zápis soustavy rovnic
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2.6. TESTOVÉ OTÁZKY A ODPOVĚDI ZDM

2.6 Testové otázky a odpovědi

Otázky

1. Při řešeńı pomoćı ZDM

a) zanedbáváme pouze vliv normálovách sil na deformaci prutu.

b) neńı přetvořeńı prutu vyvoláno pouze ohybovými momenty.

c) zanedbáváme vliv normálovách a posouvaj́ıćıch sil na deformaci prutu.

d) zanedbáváme vliv normálovách sil a ohybových moment̊u na deformaci prutu.

2. Koncové momenty při řešeńı pomoćı ZDM jsou

a) kladné proti směru hodinových ručiček.

b) kladné ve směru hodinových ručiček.

c) levý kladný ve směru a pravý kladný proti směru hodinových ručiček.

d) levý kladný proti směru a pravý kladný ve směru hodinových ručiček.

3. Patrová rovnice vyjadřuje

a) silovou podmı́nku rovnováhy kolmo ke směru nezávislého posunu na uvolněné části
rámu (nosńıku).

b) momentovou podmı́nku rovnováhy ve směru nezávislého posunu na uvolněné části
rámu (nosńıku).

c) silovou podmı́nku rovnováhy ve směru nezávislého natočeńı na uvolněné části rámu
(nosńıku).

d) silovou podmı́nku rovnováhy ve směru nezávislého posunu na uvolněné části rámu
(nosńıku).

4. Při řešeńı spojitých nosńık̊u bez vložených klub̊u pomoćı ZDM

a) sestavujeme pouze styčńıkové rovnice pro určeńı posunut́ı podpor.

b) sestavujeme styčńıkové rovnice pro určeńı natočeńı podpor a patrové rocnice pro určeńı
posunut́ı podpor.

c) sestavujeme pouze styčńıkové rovnice pro určeńı natočeńı podpor.

d) sestavujeme pouze patrové rovnice pro určeńı natočeńı podpor.

5. Při řešeńı rámu s neposuvnými styčńıky pomoćı ZDM sestavujeme

a) pouze patrové rovnice.

b) vždy styčńıkové i patrové rovnice.

c) vždy styčńıkové rovnice a v některých př́ıpadech i patrové rovnice.

d) pouze styčńıkové rovnice.
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2.6. TESTOVÉ OTÁZKY A ODPOVĚDI ZDM

Odpovědi

1.c) 2.b) 3.d) 4.c) 5.d)
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