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Linearni algebra
lekce 12
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Obecné informace

Bodovani
* max. 100 bodl (30 béhem semestru + 70 za pisemnou zkousku)
* min. 51 bodl
* obvykly vypocet znamky

Pisemna zkouska
* 6 vypocetnich prikladl + 1 teoreticka otazka (vSe za 10 bodu)
e celkem 105 minut

* teoreticka otazka
* testového charakteru (5 moznosti, prave 2 spravné)
* bodovani: viz nize (obrazovka 24)

» doklad s fotografii (napr. ISIC) s sebou



Okruhy*

Priklad 1: soustavy linearnich algebraickych rovnic

e soustava 4 — 5 redlnych rovnic (Gaussova eliminacni metoda)

Priklad 2: vektorové prostory, linearni zobrazeni

* linedrni kombinace vektorl a jejich zavislost/nezdavislost

* souradnice vektoru v zadané bazi

* hodnota linearniho zobrazeni, vzor vektoru v zadaném linearnim zobrazeni
» obor hodnot a nulovy prostor linearniho zobrazeni

Priklad 3: bilinearni a kvadratické formy

* matice v zadané bazi (BF i KF)
* rozklad na symetrickou a antisymetrickou ¢ast (BF, ¢tvercova matice)
 klasifikace kvadratickych forem (symetrickych matic)



Okruhy

Priklad 4: matice

* inverzni matice
e determinanty

Priklad 5: ortogonalita vektoru

» vektory kolmé k zadanym vektorim
* Gramova-Schmidtova ortogonalizace
» ortogonalni projekce vektoru na zadany podprostor

Priklad 6: vlastni vektory a vlastni Cisla

« vypocet vlastnich vektord a vlastnich Cisel

Priklad 7: teoreticka otazka

» vsSe“ odprednasené / zadané k samostudiu (prezentace)



Vzorova pisemka



Priklad 1

Zadani
Pomoci Gaussovy eliminacni metody rfeste soustavu
X{— Xo — X3— x4, =0
—x1 +2x2 +2x3 +x4_ - 1
2X1 —3x3+x, =1
3x1— 4-x2 — X3 - O
Reseni

* rozSirena matice soustavy a Gaussova eliminace
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O == O

r3=r3—2r2
rd=r4+4r2
—_—




Priklad 1
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Priklad 2

Zadani

Urgete obor hodnot a jadro linearniho zobrazeni A: R® — R3 zadaného predpisy A((1,1,0)) = (2,1,1),

A((1L,1,D) = (1,-1,1), A((0,1,0)) = (1,2,0). Tj. naleznéte (aspofi jednu) bézi na kazdém z obou hledanych
prostorl a urcete jejich dimenzi.

Reseni
Obor hodnot
e u, =(2,1,D)u,=(,—-1,1)au; = (1,2,0)

¢ }[(A) - L(ull U, u3)
* (fadkové) Gaussovy eliminacni Upravy neméni linearni obal

2 1 1 2 1 1 2 1 1
. <1 —1 1) - (o —3 1) - (0 —3 1) - H(A) = £((2,1,1), (0,-3,1)), dim H(4) = 2
1 20 0 3 —1 0 0 0



Priklad 2

Jadro

* hleddme vSechny vektory v = a4(1,1,0) + a,(1,1,1) + a3(0,1,0), pro které plati: A(v) = o

« AW) = A(a1(1,1,0) + a,(1,1,1) + a3(0,1,0)) = 2, A((1,1,0)) + @, A((1,1,1)) + a3A((0,1,0)) =
=a,(2,1,1) + a,(1,-1,1) + a5(1,2,0)

c a;(2,1,1)+ a,(1,—1,1) + a3(1,2,0) = (0,0,0) — SLAR pro neznamé a,, a, a a5

* feseni
2 1 1 2 1 1 2 1 1 a; = —t
1 -1 2 -0 -3 3 =10 -3 3 = a, =t
1 1 0 0 1 -1 0 0O O az; = t

- v=-t(1,1,0) + t(1,1,1) + t(0,1,0) = --- = t(0,1,1)

- N(4) =£((0,1,1)), dmN(4) =1



Priklad 3

Zadani

Klasifikujte kvadratickou formu A: R* - R, A(X) = x2 + x5 — 2x1X, — 2X1X3 — 2X3X,

Reseni
* matice kvadratické formy (v kanonické bazi)
0 —1 —1 0
_ [ -1 1 0 0
A=l_1 o o -1
0 0 —1 1
e prevod do diagonalniho tvaru ,,Gaussovymi“ kongruencemi
—1 0 —1 0 —1 0 —1 0
ri=ril+r2 —1 1 0 0 S1=s1+s2 0 1 0 0
-1 0 0 -1 -1 o 0o -1~
0 0 —1 1 0 0 —1 1



Priklad 3

-1 0 -1 0 -1
0 1 0 0 r3=r3i-ri 0
—1 0 0 -1 0
0 0 —1 1 0
—1 0 0 0
r4=r4+r3 0 1 0 0 S4=s4+s3
0 0 1 -1
0 0 0 0

* d11<0, d22>0, d33>0, d44:0:

* matice A je indefinitni

e kvadraticka forma A je indefinitini
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Priklad 4

Zadani

Urcéete matici inverzni k matici A =

S Or R
oo R
_, o0 O
_, RO O

Reéeni

Gaussova-Jordanova eliminacni metoda (nejjednodussi moznost)

1100|1000, ./1 100]1
1 00 0|0 1 0 0} x3er4 [0 =1 0 0 [-1
00010010 0 0 1 1|0
001100 01 0 00 1]0
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Priklad 4
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Poznamka: Vzdy je doporucena zkouska



Priklad 4 (alternativa)

Zadani
1 1 0 O
. : - 1 0 0 O
Urcete determinant matice A = 00 0 1
0O 0 1 1
Reseni
* Gaussova eliminacni metoda
1 g‘) 8 8 r2=r2-ril (]5 1 8 8
r3er4 —_ B 3 B B
0 0 0 1 lo o0 1 1] = detA)=1x(DxIx1x(-1)=1
O 0 1 1 0 0 0 1



Priklad 4 (alternativa)

* rozvoj podle radku

det(A) =

-0 O O
_ 0 O

S O
S OO K

:_[OX...+OX...+1X(_1)3+3

=0x +0x +0x +1x(=1)**

1 1
1

1 1 0 1 1
1 0 Of=—J1 O
0 0 1 0 0

|=-]; o|=-(x0-1xD=1




Priklad 5

Zadani
Naleznéte viechny vektory z R* kolmé (ortogonalni) k vektorim a = (1,2,3,4),b = (4,3,2,1) a
c=(1111).
Reseni
* hledané vektory oznacme x = (xq1, X5, X3, X4)

* pak plati

x-a=1x; +2x, +3x3+4x, =0

1 2 3 4
X-b=4x; +3x, + 2x3+1x, =0 - (4 3 2 1 ‘ ) — Gaussova metoda
1 1 1 1

x-c=1x; +1x, +1x3+1x, =0



Priklad 5

1 2 3 4 | 0\rz2=r2-4r1 /] 2 3 4 0\ r2=-r2/5
<4 3 2 1 0) r3—r3—r1> (0 5 _10 —15 O) r3=-r3
1 1 1 1 0 0 -1 —2 -3 0
1 2 3 4 O\ f30p3-,2 /1 2 3 4 0
0 1 2 3 O] —/|0 1 2 3 0
0 1 2 3 0 0 0 0 O 0
X, =t, X3=8S8, X, =—25—3t, xy =--=5+2t

« x=(s+2t,—25s—3t, 5, t) =s(1,-2,1,0) + t(2,—-3,0,1) € £((1,-2,1,0),(2,-3,0,1))



riklad 5 (alternativa 1)

Zadani

Pomoci Gramova-Schmidtova algoritmu ortogonalizujte [ortonormalizujte] zadané vektory z R3:
a; =(1,1,0),a, =(0,1,1) aas; = (0,1,0).

ResSeni
° b1 = a = (1,1,0)
I (1'1!0) _ ( 1 )
= e = w0 = (5500
b
* b, —az—a bl, kdea(z) =21
bi-b,
. (@ _ (011):(1,1,0) _ 0X1+1X1+1x0 _ 1
1 7 (1,1,0)(1,1,0) 1x1+1X1+0x0 2
1 11
¢ by =(0,11) —2(1,L0) = = (=3,2,1) > (-1,1,2)
e = L — (L 1 2
bZ - \/g( 11112) ( \/g)\/g) 6)



Priklad 5 (alternativa 1)

Zadani

Pomoci Gramova-Schmidtova algoritmu ortogonalizujte (ortonormalizujte) zadané vektory z R3: a; =
(1,1,0),a, = (0,1,1) aa3 = (0,1,0). (viz lekce 9, obrazovka 17)

Reseni
. _ (3) (3) (3) _ azby (3) _ az'by
b; =a; —a; b, —a, by, kde a; —maaz = . b,
. (3) _ (010:(110) _ 1 (3) _ (01,0:(-1,12) _ 1
1 7 (1,1,00(1,1,00 2’ 2 7 (-1,1,2)«(-1,1,2) 6
1 1 11 1
© by =(010)-5(110) - 3(-112) = =(-3,5,-3) > (-1,1,-1)
= (L L L
by = ( V3’3’ \/5)

e b, =(1,1,0), b, = (-1,1,2), b; = (—1,1,—1); bi=:01-3>iﬂ,b’::(—



Priklad 5 (alternativa 2)

Zadani
Naleznéte ortogonalni projekci vektoru ¢ = (1,1,1,1) na L(a, b), kde a = (1,2,3,4)ab = (4,3,2,1).

Reseni

* hledanou ortogonalni projekci ozna¢me x. Platitedy: x = aa+ b = (a + 406,2a + 36,3a + 26,4a + ().

» dale musi platit (soucasné)
(c—x)ra=0= (1—-a—-48)x1+(1-2a—-3B8)%x2+(1-3a—28)%x3+(1—-4a—B)x4=0
(c—x)'b=0= (1-a—48)x4+(1-2a—-3B)%x3+(1-3a—-2B)%x2+(1—-4a—-L)x1=0
neboli
30a + 280 = 19,
208a + 306 = 10.

e standardnifeSeni... «a =1/5 [ =1/5atedy x = (1,1,1,1).



Priklad 6

Zadani

0O 0 O
Urcete vSechna vlastni Cisla a jim odpovidajici vlastni vektory matice <O 0 1).

Redeni

* vlastni Cisla

—-A 0 0
. 0 -4 1|=
0 1 -4
-4 0 0 —-A 0 0
. 0O -4 1= 0 -4 1 ‘=
0 1 -4 0 1 -4

=(-1D)34+0x1X04+0X0X1—-0X(-1)X0—(-A)x1x1—-0%x0x(=1)=-21%+2



Priklad 6

« B +1=0

 vlastni vektory

0O 0 O
{0 0 1].
0 1 0

—1
'11:1:<0

0

0O 0 O
’/12=0: 0O 0 1
0O 1 O

= /11:1,/12:0,/13:_1

V1 V1 —A 0 0
Vz) = A <V2> = ( 0 -1 1
v3 V3 O 1 _A

0 0 0 r3=r3+r2 -1
—1 1 O]—| 0 -—
1 —1 0 0
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Priklad 6

1 0 0 0 r3=r3—-r2
e A3=—-1:. |0 1 1| 0)|—
O 1 11 0
shrnuti

'Alzl, )12:0, 13:_1

0
°V1=t1,V2=S
1

1
0
0

), v3=r<_

0
1
1

|




Teoreticka otazka

Zadani

Vyberte a zretelné oznacte (napf. zakrouzkovanim pismene) pravdiva tvrzeni:
a) Jestlize je A~ inverzni matice k matici A, pak A™1. A = I, ale nemusi platit A.A™! = L.
b) Pro kazdou redlnou ¢tvercovou matici existuje matice inverzni.

c) Prorealnou Ctvercovou matici existuje matice inverzni, prave kdyz je jeji determinant
nenulovy.

d) Matici, k nizZ existuje matice inverzni, nazyvame singularni.

e) Jestlize je A™! inverzni matice k matici A, pak A", A=A A1 =L



TeorEtiCké Otéz mUzete zvolit jen jedno.

Pravdiva budou vzdy pravé dvé tvrzeni. Pokud si nebudete jisti,\

Hodnoceni:

., a) dvé spravné vybrana pravdiva tvrzeni — 10 bodq,
Zadani b) dvé vybrana tvrzeni, z nichZ jedno je pravdivé a jedno
Vyberte a zfetelné oznacte (napf. nepravdive —4 body, N o ]

Y ) c) jen jedno vybrané tvrzeni, které je ale pravdivé — 6 bodq,
a) Jestlize je A™" inverznimat\ ) y ostatnich pFipadech — 0 boda. /
b) Pro kazdou redlnou ¢tvercov oo
c) Pro realnou Ctvercovou matici existuje matic&inverzni, prave kdyz je jeji determinant
nenulovy.
d) Matici, k nizZ existuje matice inverzni, nazyvame singularni.
e) Jestlize je A™! inverzni matice k matici A, pak A", A=A A1 =L



Teoreticka otazka

Reéeni

Vyberte a zretelné oznacte (napf. zakrouzkovanim pismene) pravdiva tvrzeni:

c) Prorealnou Ctvercovou matici existuje matice inverzni, prave kdyz je jeji determinant
nenulovy.

e) Jestlize je A™! inverzni matice k matici A, pak A", A=A A1 =L



Teoreticka otazka

4 )

ﬁ v s Pro inverzni matici plati vzdy obé rovnosti
eseni soutasnd, tedy A. A" = AL A=1.

Vyberte a zretelné oznacte (napf. zaR/ y

c) Prorealnou Ctvercovou matici existuje matice inverzni, prave kdyz je jeji determinant
nenulovy.

e) Jestlize je A™! inverzni matice k matici A, pak A", A=A A1 =L



Teoreticka otazka

4 )
Inverzni matice existuje jen pro reguldrni

Vyberte a zretelné oznacte (nap matice a neexistuje pro matice singularni,
napf. pro matici nulovou.

— y

c) Prorealnou Ctvercovou matici existuje matice inverzni, prave kdyz je jeji determinant
nenulovy.

Reéeni

e) Jestlize je A™! inverzni matice k matici A, pak A", A=A A1 =L



Teoreticka otazka

Reéeni

Vyberte a zretelné oznacte (napf. zakrouzkovanim pismene) pravdiva tvrzeni:

c) Proredlnou
nenulovy.

(

R/

Pravé naopak, pro singularni matici inverzni
matice neexistuje. Matice, pro kterou
existuje inverzni matice, se nazyva regularni.

\

-ave kdyz je jeji determinant

J

e) Jestlize je A™! inverzni matice k matici A, pak A", A=A A1 =L



Konec lekce 12.

Mnoho stesti (a solidni znalosti) u pisemek ...



