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Výuka v době omezeńı vzhledem k Covid 19

• Pokud kontaktńı výuka nebude, bude se opakovat úkolováńı student̊u ve formě:

– a) popis tématu, které je potřeba nastudovat ve skriptech,

– b) zadáńı úkolu, jehož řešeńı využije téma z předchoźıho bodu.

• Frekvence zadáńı se bude ř́ıdit náročnost́ı zadaného tématu. Komunikace se studenty
prob́ıhá přes e-mail a přes program Discord.

• Zápočty budou uděleny podle vyhodnoceńı řešeńı zadaných úkol̊u.

• Forma zkoušky se domluv́ı podle vývoje situace. Bude určitě přihlédnuto k řešeńı
zadaných úkol̊u.

1 Březen - MKP 1D, aplikace pro úlohy homogenizace

2 Duben - Diskretizačńı chyba

Předpokládané předchoźı znalosti:

• Variačńı formulace, Galerkinova metoda, MKP - stač́ı po částech lineárńı KP

• Materiál kapitoly 3 ve skriptech z NM2, dále viz předmět Variačńı metody. Potřebujeme
umět normy, prostory L2 a Hk, Laxovo-Milgramovo lemma

Shrnut́ı tématu k nastudováńı:

1. Co je diskretizačńı chyba: e0h = ‖uh − u‖2,0, e1h = ‖uh − u‖2,1 (viz sekce 4.5). Zaj́ımá
nás

(a) jak se chová při rozšǐrováńı MKP prostor̊u Uh a Vh (apriorńı odhad),

(b) zda ji lze odhadnout pro provedený výpočet (aposteriorńı odhad),

(c) zda lze odhadnout, jak jednotlivý element přisṕıvá celkové chybě a tedy jak
zjemnit diskretizaci, zda lze ćıleně zmenšovat jen některé prvky (adaptivńı
metody).

2. Apriorńı odhad (viz sekce 4.6, 4.7 a 4.8)

(a) Pro odhad apriorńı diskretizačńı chyby je výchoźı Ceovo lemma (Lemma 4.4),
které ukazuje, že MKP řešeńı je optimálńı (v energetické normě) nebo kvazi-
optimálńı (v H1 normě). Z Ceova lemma plyne, že pokud umı́me udělat odhad
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chyby pro nějakou aproximaci řešeńı z daného MKP prostoru, potom ten odhad
plat́ı i pro MKP řešeńı (které je optimálńı).

(b) Pokud má řešeńı i druhé derivace (alespoň jako zobecněné derivace, které jsou
L2 integrovatelné), potom jsme schopni odhadnout chybu interpolace řešeńı
‖Ih(u)− u‖2,1, viz Věta 4.6. Důležité je, že ‖Ih(u)− u‖2,1 ≤ ch ‖u′′‖2,0, odkud

dostaneme obdobu pro e1, viz (4.28).

(c) Pro u ∈ H2(Ω) tedy máme e1h ≤ ch ‖u′′‖2,0, pro e0h to lze ještě vylepšit, viz
(4.29).

(d) Pro u ∈ H1(Ω) jsme schopni dokázat e1 → 0 (konvergence MKP), ale neplat́ı
už odhad rychlosti konvergence (4.28).

3. Aposteriorńı odhad, adaptivńı MKP. (viz sekce 4.9)

(a) Studium velikosti chyby a adaptivitu lze vést r̊uznými směry. Např. z apri-
orńıho indikátoru můžeme usoudit, že bychom měli zjemňovat śı̌t u prvk̊u E,kde
je ‖u′′‖2,0,E velké.

(b) Z tématu homogenizace bychom se mohli poučit, že v př́ıpadě skok̊u materiálového
koeficientu k bychom měli volit śı̌t, která respektuje materiálové skoky (tj. tak,
aby skoky nebyly uvnitř element̊u, viz 2. př́ıklad v 1. sadě úkol̊u).

(c) Můžeme taky sledovat skoky v derivaćıch a toćıch mezi elementy.

(d) Můžeme spoč́ıtat řešeńı na hrubš́ı śıti a ř́ıdit se rozd́ıly v řešeńı na hrubš́ı a
jemné śıti. Dělat řešeńı na hrubé śıti je drahé, proto jsou varianty jak techniku
zjednodušit.

(e) Specifickým př́ıstupem je reziduálńı odhad, ten poč́ıtá residuum pro přibližné
řešeńı. Vzhledem k pouze H1 regularitě MKP řešeńı se muśı pracovat s variačńı
identitou.

Př́ıklady k vypracováńı (2. sada úkol̊u):

1. Řešme jednoduchou úlohu{
−u′′ = 1 v Ω = (0, 1)

u (0) = u (1) = 0
.

Ukažte, že plat́ı (4.28) a (4.29) v tomto př́ıpadě. Znázorněte pokles chyby v tabulce
nebo graficky i ve srovnáńı s ideálńım poklesem. (Pozn. zde můžeme poč́ıtat chybu
přesně, protože umı́me spoč́ıst analytické řešeńı.)

2. Řešme úlohu {
− (ku′)′ = 1 v Ω = (0, 1)

u (0) = u (1) = 0
,

kde

k (x) =

{
1 pro x ∈ (0, 1/2)

2 pro x ∈ (1/2, 1) .

Jak bude prob́ıhat zmenšováńı chyb e1h a e0h, pokud bude skok v koeficientu vždy
uvnitř elementu? Např. při děleńı na 3, 5, 7, . . . shodných element̊u diskretizace.
(Pozn. zde opět můžeme poč́ıtat chybu přesně, protože umı́me spoč́ıst analytické
řešeńı.)

2



3. Řešme úlohu {
−u′′ = f v Ω = (0, 1)

u (0) = u (1) = 0
,

kde f (x) = exp
(
−100 · (x− 0.25)2

)
.

Úlohu vyřešte pomoćı MKP, použijte děleńı na 5 element̊u diskretizace náhodné ve-
likosti, viz zdrojový kód mesh refinement template.m. Pro každý element vypočtěte
indikátor chyby podle (4.34), tj.

ηE =
∥∥hE (f + u′′h

)∥∥
L2(E)

= ‖hEf‖L2(E) .

Část element̊u s nejvyšš́ımi indikátory chyby rozdělte na poloviny (přidáńım nového
uzlu do středu elementu) a opět proveďte MKP řešeńı. Tento postup několikrát
zopakujte. Pokles chyby (můžete použ́ıt srovnáńı s řešeńım na hodně jemné pravidelné
śıt́ı, nemuśı j́ıt o analytické řešeńı) vhodně znázorněte tabulkou a graficky.

Vypracováńı a dotazy

• Termı́n pro odevzdáńı vypracovaných př́ıklad̊u 20.4.2020, formát stejný jako u zadáńı
pro březen.

• Kontakt pro dotazy: Mail: radim.blaheta@ugn.cas.cz, simona.domesova@vsb.cz,
Discord
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