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1 Variac¢ni formulace 1d uloh

Uloha 1. Uvazujme Dirichletovu okrajovou tlohu

u(K)
u(L)

[l
SIS

{ —((2+sinz) - (z) +3-u (x) = 22 vQ=(K,L)

kde K € R, L € R, K < L. Odvodte varia¢ni formulaci.

Reseni 1. Uvazujme prostor U = H' (Q), viz [1, Definice 3.15].
Pro v8echny testovaci funkce v € V={w € U : w(K) = w (L) = 0} plati:

L
/— (2 +sinz) - () v (z)dz+
K

A —

L
3-u (x)-v(z)dr = /l‘Q'U(l‘)dI
K

|l per partes 1

L
/3
K

Jelikoz v € V, plati v (K) =v (L) =

+
<

L L

/ (2+sinz) v (z) v (z)de — [(2 + sinzx) - o’ (x)v(a:)]i () v(z)dz = /xz-v(a:)d:z:
K K

0.

L L L
/2—|—smx (ac)-v’(x)dac—l—/&u’(x)-v(m)dx = /xQ-v(x)dm
K K K
[ ——
a(u,v) b(v)

Slabym feSenim okrajové tulohy je funkce u, pro kterou plati:

{ uelUp={welU:w(K)=4ANw(L)=>5}
a(u,v)=bw) YweV

Uloha 2. Uvazujme Neumannovu okrajovou tlohu

—u" (z)+u(z) = 0 v = (3,8)
' (3) =
u (8)

|
(el

Odvodte varia¢ni formulaci.

ReSeni 2. Uvazujme prostor U = H' (), viz [1, Definice 3.15|.



Pro v8echny testovaci funkce v € V.= {w € U : w (8) = 0} plati:

8 8
/—u”(x) -v(:zc)dm—i—/u(:v) v (z)dz
3 3
l per partes 1
8 8
/u’ (z) v (x)dz — [u' (z) - v (x)]g + / u v (x)dx
3 3
8 8
/u/ (x) -0 (z)dz — (u' (8) - v (8)—u'(3)w (3)) + /u v(z)dx
M~ S~
3 =0 =5 3
8 8
/u’(aj)-v’(w)dx—k/u(az) v () da
3 3
a(u,v)
Slabym feSenim okrajové tlohy je funkce u, pro kterou plati:
uwuelUp=V
a(u,v)=b(v) YveV
Uloha 3. Uvazujme Newtonovu okrajovou tilohu
=3-u (z) = f(x) vQ=(0,L)
-3-uw (L) = a(u(L)-"7)

kde L € RT a f € Ly (Q), viz |1, Definice 3.14]. Odvodte varia¢ni formulaci.

Reseni 3. Uvazujme prostor U = H' (Q), viz [1, Definice 3.15].
Pro v8echny testovaci funkce v € V = {w € U : w (0) = 0} plati:

L

/—3 v (x) v (z)de

0

| per partes 1

3.4/ (2) -0 (¢) de — 3 (2) - v (2)]f

Ot~

‘v (x)de + Ta-v (L)

a(u,v)

Slabym feSenim okrajové tlohy je funkce u, pro kterou plati:

{ueUD:{weU:w(O)zl} .

a(u,v)=bv) YweV

b(v)



2 Metoda kone¢nych prvki v 1d

Uloha 4 (Pokragovani tlohy 1). Uvazujme prostor U = H' (), kde Q = (K, L), prostor testovacich funkci
V={weU:w(K)=w(L)=0} avariaéni formulaci

wuelUp={welU:w(K)=4Aw(L)=>5}
L

L L
/(Q—I—Sinx)-u’(m)~v’(x)dx+/3-u’(m)~v(1:)dx:/a:2-v(a:)dx Yo eV
K K K

a(u,v) b(v)

Urcete lokalni MKP matici Ag a lokilni pravou stranu bg pro element E = (7, 27). PouzZijte linearni kone¢né
prvky. Predpokladejte, ze K < m a L > 2m.

Reseni 4. Snadno odvodime, 7e linearni koneéné prvky maji na F nasledujici predpisy a derivace (tj. uvazujeme
pouze restrikei téchto funkei na E, mimo F je pfedpis jiny):

— 27 1
b1(a) = . di(a)=—=
w@) = T =1

Lokalni matice mé tvar

A — { ag (¢1,01) ap(d2,¢1) ]
& ag (¢1,62) ap(P2,¢2) |’
kde
2 27
ap (¢1,¢1) = /(Hsinx)-(qb’l (x))gdx+/3~¢’1 () - 1 (w) do =
W1 7 3 T W 1 3
= 3 (2+Sinx)dx—; /¢1(x)dx :ﬁ[Qx—cosx]i”—§_

—_———
=7/2 (obsah A)

_ L (4w — cos (2m) — 27 + cos (7)) —g

7T2
=27—2
27 27
0 (61,02) = [ (24 sina) 0 (o) ) dot [ 34 (2) 62 (o) do =
1 3
27 27
0 (62.01) = [ (24sing) 0 (o) (2)dot [ 364 (0) 61 (o) do =
1 3
= —;(27‘(—2)"‘5
27 27
ag (¢, ¢2) = /(2+sinx)-(¢’2(a?))2dx+/3~¢’2(x)-qbg(:c)dx:
1 3

Lokalni prava strana mé tvar



kde

2 2 27

be (41) = /1‘2-¢1($)d5€=/’£2'(I:jﬁ)dxzf—fv%x?dx:

s T

B x4+232ﬂ7 167! 1670 7t 2n® 11,
T4 T3 T 3 T 12n

2 27 27
N 3
be (¢2) = /x2~¢2(x)dx:/x2-<x 7r)da::/m—:r2da::
™ ™
[ @) _tert st n 17
- 4 3], 4w 3 4m 3 12

Uloha 5 (Pokracovani tlohy 2). Uvazujme prostor U = H' (Q), kde Q = (3,8), prostor testovacich funkci
V={weU:w(8) =0} a varia¢ni formulaci

ueV

——

/u’(x)-v’(x)dx+/u(x)-U(x)dx:5-v(3) Yo eV
3 3 b(o)

a(u,v)

Uréete rozsifenou MKP matici A a rozsifeny vektor pravé strany b odpovidajici diskretizaci T ={(3,5) , (5,6) , (6,8)}.
Pouzijte linearni koneéné prvky.

ReSeni 5. Nejprve vyjadiime ap (¢i, ®j) pro obecny element E. VSimneme si, ze v piipadé této bilinearni
formy lze pouzit substituci na element E = (0, h) (viz geometricky vyznam integralu). Na tomto elementu maji
linedrni kone¢né prvky nasledujici predpisy a derivace:

br@) = 12 @)=

1
b2(@) = T.oh(@)=3

Vypocet si déle zjednodusime diky povsimnuti, Ze ag (¢1,¢1) = ag (P2, d2) (opét viz geometricky vyznam
integralu).

ag (¢1,91) = ap (¢2,42) =

ag (¢1,92) = ap (¢2,41) =

h h h
- YT R T T TR 2h 3], T R 6
0 0

1 2 1 2
3+3 —3+3 1[ 7 -1
ton=des = | 405 =5 T
1 1 1 1
i+s5 -1+ 1[ 8 -5
— 1.7 3 176 | ==
ao = [ 45 )55



Globalni MKP matici sestavime z lokalnich matic:

7T -1 0 0

A Ll T48 50
6] 0 -5 8+7 -1

o 0 -1 7

Sestaveni lokalnich vektori pravé strany je v tomto pfipads snadné (jediny nenulovy piispé&vek je dan hod-
notou Neumannovy podminky):

5 0 0
b(3,5){0:|ab(5,6){0]ab(6,8)[0]-

Globalnim vektorem pravé strany je tedy

o O O Ut

Uloha 6 (Pokracovani tlohy 3). Uvazujme bilinearni formu
L
a(u,v) :/3~u’(x) W' (z)dz +a-u (L) v(L),
0
kde u,v € H'((0,L)). Uréete lokédlni MKP matici Ag pro element £ = (K, L), 0 < K < L. PouZijte linearni

konec¢né prvky.

Reseni 6. Snadno odvodime, 7e linearni koneéné prvky maji na E nasledujici predpisy a derivace:

- L 1
¢1(z) = h’(ﬂl(w):K—L

-K 1
b2(2) = T dh(0) = T

Lokalni matice mé tvar

A — { ag (61, ¢1) aE(¢27¢1)]
B ag (91,02) ag(d2,02) |’

kde

r 1\? 3

o) =[50 a0 =3 (1) @-K) = 2
K =0
L

ag (¢1,¢2) = ag (¢2,¢1) = IZ3'¢/1(37)'¢12(33)d$+a'¢1( )'@(L):K?iL
=0 =1

L

0p (6,02 = [3:6h @) drta 6 ()F = gt

Uloha 7 (Pokracovani tlohy 3). Uvazujme linearni funkcional

L
b(v):/f(a:)-v(x)dx—I—?oz-v(L),
0

kde v € H! ((0,L)) a f (z) = cos (x). Uréete lokaln{ vektor pravé strany by pro element E = (0, K), 0 < K < L.
Pouzijte linearni koneéné prvky.



Reseni 7. Snadno odvodime, 7e linearni koneéné prvky maji na E nasledujici predpisy a derivace:

@) = 241 @)=
b2(a) = o 0h(r) =

Lokalni prava strana méa tvar

by — [ bE(¢1):|7

be (¢2)
kde
[a:-sin(z)]é(ffoK 1-sin(z)dz
K =0(L¢E) K K
be (¢1) = /cos(x)~q§1 (x)dx +Ta- ¢1 (L) = f% x - cos (z) dz +/cos(x)dx:
0 0 0
= L@ + = [ cos @) + fin (@) = -2 L
K =0(L¢E) K
—~ 1
be (¢2) = /cos(x) cg (x)da +Ta- ¢ (L) = K/mcos(x)dx:
0 0
1 1 K 1
= = [ - sin (x)](lf - % [— cos (:r)]é{ =sin (K) + COSI(( ) _ 7
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