
Konečné prvky
na pružném podložı́

• modely podložı́

• deska na Winklerově pružném podložı́

• dalšı́ možnosti modelovánı́
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Obvyklé modely podložı́

• pružný poloprostor

• vrstevnatý pružný poloprostor

• kontaktnı́ modely (Winklerův,...)
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Pružný poloprostor (1)

• vycházı́ z předpokladů teorie pružnosti

• pružná oblast ohraničená jen z jedné strany (”povrch polo-

prostoru“)

• homogennı́, obvykle izotropnı́ materiál: E, ν
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Pružný poloprostor (2)
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Klasické řešenı́ – válcový

souřadný systém (r, φ, z):

cos(θ) =
z

R
(1)

sin(θ) =
r

R
(2)

r2 = x2 + y2 (3)

R2 = r2 + z2 (4)

R2 = x2 + y2 + z2(5)
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Pružný poloprostor (3)

Pro zatı́ženı́ osamělým břemenem (J. Boussinesque):
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Pružný poloprostor (4)

Pro zatı́ženı́ osamělým břemenem (J. Boussinesque):
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(12)

Pro povrch poloprostoru (z = 0):

wpp =
R (1− µ)2

π E r
(13)
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Pružný poloprostor (5)

Zatı́ženı́ na ploše obdélnı́ka:
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Označme:

s =
√
L2
x + L2

y (14)

L =
√
s2 + z2 (15)
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Pružný poloprostor (6)

Zatı́ženı́ na ploše obdélnı́ka:
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Pružný poloprostor (7)
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Nevýhody, problémy :

• Silně zjednodušuje realitu (v podložı́ se vždy nacházı́ vı́ce vrs-

tev materiálu s různými vlastnostmi).

• Materiál je lineárně pružný, což neodpovı́dá skutečným ze-

minám a horninám (sypké hmoty, jı́ly,...)

• Přesnějšı́ je náhrada vrstevnatým poloprostorem s ne-

lineárnı́mi chovánı́m materiálu (např. pružně–plastické podle

modelů Mohr–Coulomb, Drucker–Prager a dalšı́ch):

– analytické řešenı́ (velmi obtı́žné, jen pro jednoduchou geo-

metrii vrstev a pro lineárně pružné chovánı́),

– modelovánı́ výseku poloprostoru numericky, napřı́klad

metodou konečných prvků – náročné na výpočetnı́ čas,

vstupnı́ data a vyhodnocenı́.

• V praxi se takto numericky modeluje hlavně v podzemnı́m sta-

vitelstvı́ nebo hornictvı́.



Pružný poloprostor (8)

Řešenı́ v MKP

• modelovánı́ jen ,,dostatečně velkého“ výseku poloprostoru

• modelovánı́ jen výseku poloroviny pro úlohy rovinné defor-

mace

• vrstevnatý poloprostor: různé vlastnosti konečných prvků
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Pružný poloprostor (9)

Řešenı́ v MKP (ilustrace modelu a průběhu svislých napětı́

od konstrukce)

Použitý software: uFEM (https://github.com/jurabr/ufem)
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Kontaktnı́ modely podložı́ (1)

q(x,y)

p(x,y)

Winklerův model:

q(x, y) = C w(x, y) (17)

C . . . součinitel stlačitelnosti

podkladu [ N
m3] .
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Deska na Winklerově podkladu (1)

• v MKP se obvykle tuhost podložı́

rozložı́ do uzlů

• na obdélnı́kovém prvku např.:

K =
1

4
C1 b h

• možno použı́t i ”ručně“ pokud to

výpočetnı́ program nepodporuje

• napřı́klad program ANSYS: prvek

SHELL63, ”reálná“ konstanta EFS

K

K

K

K

b
h
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Deska na Winklerově podkladu (2)

• výpočet ,,matice tuhosti podložı́”

pomocı́ tvarových funkcı́ N:

Ke = C1

∫
A
NT N dA,

kde C1 je konstanta Winklerova

podkladu

• pro čtyřuzlový obdélnı́kový prvek:

K =
1

4
C1 b h
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