
Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (1)
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Neznámé parametry defor-

mace: w, φx, φy v každém

uzlu.

Tj. celkem dvanáct neznámých uzlových parametrů:

r = {w1, φx,1, φy,1, w2, φx,2, φy,2, w3, φx,3, φy,3}T ,

φx,i =
∂wi

∂x
, φy,i =

∂wi

∂y
.
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (2)

Geometrické rovnice:

εx = −
∂2w

∂x2
, εy = −

∂2w

∂y2
, τxy = −2

∂2w

∂x∂y
. (1)

Maticově (ε = ∂T u):


εx
εy
γxy

 =


−∂2

∂x

−∂2

∂y

−2 ∂2

∂x∂y


{
w

}
(2)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (3)

Fyzikálnı́ rovnice (bez qx, qy!):

mx =
E h3

12(1− µ2)
(εx + µ εy) (3)

my =
E h3

12(1− µ2)
(εy + µ εx) (4)

mxy =
E h3

24(1 + µ2)
γxy (5)

Maticově (σ = D ε):
mx

my

mxy

 =
E h3

12(1− µ2)


1 µ 0
µ 1 0
0 0 1

2(1− µ)




εx
εy
γxy

 (6)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (4)

Aproximace neznámých uzlových posunutı́:

w = a1 + a2 x+ a3 y + a4 x2 + a5 xy + a6 y2 (7)

+ a7 x3 + a8 x2y + a9 xy2 + a10y
3 + a11x

3y + a12xy
3

φx = a2 +2a4x+ a5y +3ayx
2 +2a8xy +3a11x

2y + a12y
3

φy = a3 + a5x+2a6y + a8x
2 +2a9xy +3a10y

2 + a11x
3

+ 3a12xy
2
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (5)

Maticově (u = U a):
{w,φx, φy}T =

 1 x y x2 xy y2 x3 x2y xy2 y3 x3y xy3

0 0 1 0 x 2y 0 x2 2xy 3y2 x3 3xy2

0 −1 0 −2x −y 0 −3x2 −2xy −y2 0 −3x2y −y3





a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8
a9
a10
a11
a12


(8)
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Odvozenı́ konečného prvku (6)

Aproximace neznámých uzlových posunutı́ v uzlech 1, 2, 3, 4

(r = S a):
{w1, φx,1, φy,1, w2, .... w4, φx,4, φy,4}T =

1 x1 y1 x2
1 x1y1 y21 x3

1 x2
1y1 x1y21 y31 x3

1y1 x1y31
0 0 1 0 x1 2y1 0 x2

1 2x1y1 3y21 x3
1 3x1y21

0 −1 0 −2x1 −y1 0 −3x2
1 −2x1y1 −y21 0 −3x2

1y1 −y31
1 x2 y2 x2

2 x2y2 y22 x3
2 x2

2y2 x2y22 y32 x3
2y2 x2y32

0 0 1 0 x2 2y2 0 x2
2 2x2y2 3y22 x3

2 3x2y22
0 −1 0 −2x2 −y2 0 −3x2

2 −2x2y2 −y22 0 −3x2
2y2 −y32

1 x3 y3 x2
3 x3y3 y23 x3

3 x2
3y3 x3y23 y33 x3

3y3 x3y33
0 0 1 0 x3 2y3 0 x2

3 2x3y3 3y23 x3
3 3x3y23

0 −1 0 −2x3 −y3 0 −3x2
3 −2x3y3 −y23 0 −3x2

3y3 −y33
1 x4 y4 x2

4 x4y4 y24 x3
4 x2

4y4 x4y24 y34 x3
4y4 x4y34

0 0 1 0 x4 2y4 0 x2
4 2x4y4 3y24 x3

4 3x4y24
0 −1 0 −2x4 −y4 0 −3x2

4 −2x4y4 −y24 0 −3x2
4y4 −y34


×
{

a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12
}T (9)

6



Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (7)

Kombinacı́ vztahů ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a,

kde B = ∂T U.

Z r = S a plyne: a = S−1 r a ε = B S−1r.

Potenciálnı́ energie vnitřnı́ch sil:

Πi =
1

2

∫
V
εTσ d V =

1

2

∫
V
εT D ε d V (10)

Potenciálnı́ energie vnějšı́ch sil:

Πe = −
∫
V
XT r d V −

∫
S
pT r d S. (11)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (8)

Potenciálnı́ energie soustavy:

Π =
1

2

∫
V
εT D ε d V −

∫
V
XT r d V −

∫
S
pT r d S. (12)

Po dosazenı́ za ε a vytknutı́ r:

Π =
1

2
rT

∫
V
S−1T BT DBS−1 d V rT−

∫
V
XT d V r−

∫
S
pT d S r.

(13)

Stručně:

Π =
1

2
rT K r − FT r. (14)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (9)

Aplikacı́ Lagrangeova variačnı́ho principu (∂ Π = min.) na (14):

K r = F, (15)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫
V

S−1T BT D B S−1 d V, (16)

F . . . zatěžovacı́ vektor konečného prvku:

F = −
∫
V
XT d V −

∫
S
pT d S. (17)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro tenkou desku (10)

Pro studovaný konečný prvek je vhodné použı́t numerickou

integraci ve 2D, protože matice B obsahuje proměnné x, y a

jejı́ obecné vyčı́slenı́ je pracné.

K = t
∫
A

S−1T BT D B S−1 d A, (18)

kde t . . . tloušt’ka konečného prvku.

F = X+ p. (19)
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Analýza konstrukcex

Z Ke a re a Fe jednotlivých prvků (e je čı́slo prvku) sestavı́me

K a r a F celé konstrukce a neznámé určı́me řešenı́m sou-

stavy rovnic:

K r = F. (20)
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Výpočet výsledků (vnitřnı́ch sil a
deformacı́) na konečných prvcı́ch

1. z vektoru r celé konstrukce sestavı́me vektory re jednot-

livých konečných prvků

2. pro každý prvek stanovı́me poměrné deformace:

εe = B S−1 re

3. pro každý prvek stanovı́me napětı́:

σe = D εe nebo σe = D B S−1 re
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Ukázka desky (1)

• Je použit čtyřuzlový prvek.

• Deska 4 × 6 × 0.2 m vetknutá na jednom okraji a zatı́žená

vlastnı́ tı́hou.

• Tři modely s různou hustotou sı́tě.

...
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Ukázka desky (2)

Sı́t’ 4× 6 prvků – deformace:

uz,max = 3.36 mm.
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Ukázka desky (3)

Sı́t’ 4× 6 prvků – měrný moment:

my,max = 5.88 kN m
m .
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Ukázka desky (4)

Sı́t’ 20× 30 prvků – deformace:

uz,max = 29.48 mm.
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Ukázka desky (5)

Sı́t’ 20× 30 prvků – měrný moment:

my,max = 60.59 kN m
m .
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Ukázka desky (6)

Sı́t’ 36× 54 prvků – deformace:

uz,max = 38.19 mm.
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Ukázka desky (7)

Sı́t’ 20× 20 prvků – měrný moment:

my,max = 80.59 kN m
m .
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Ukázka desky (8)

Co si z výsledků odnést:

• Čı́m méně prvků, tı́m tužšı́ deska.

• Velmi hustá sı́t’ může vést k lokálnı́m extrémům.

Nosnı́kové řešenı́ (pozor, deska je dost široká, takže nenı́

,,přesné“):

Mmax = 90 kN m ⇒ mmax = 60 kN m

wmax = 60.75 mm
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