
Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (1)
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Neznámé parametry defor-

mace: u, v v každém uzlu.

Tj. celkem šest neznámých

uzlových parametrů:

{u1, v1, u2, v2, u3, v3}T .
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (2)

Geometrické rovnice:

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, τxy =

∂u

∂y
+

∂v

∂x
. (1)

Maticově (ε = ∂T u):


εx
εy
γxy

 =


∂
∂x 0

0 ∂
∂y

∂
∂y

∂
∂x


 u

v

 (2)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (3)

Podmı́nky rovnováhy:

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+X = 0,

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
+ Y = 0. (3)

Maticově (∂σ +X = 0):
 ∂

∂x 0 ∂
∂y

0 ∂
∂y

∂
∂x




σx
σy
τxy

 +

 X
Y

 =

 0
0

 (4)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (4a)

Fyzikálnı́ rovnice (rovinná napjatost):

σx =
E

1− µ2
(εx + µ εy) (5)

σy =
E

1− µ2
(εy + µ εx) (6)

τx =
E

2(1− µ)
γxy (7)

Maticově (σ = D ε):
σx
σy
τxy

 =
E

1− µ2


1 µ 0
µ 1 0
0 0 1

2(1 + µ)




εx
εy
γxy

 (8)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (4b)

Fyzikálnı́ rovnice (rovinná deformace):

σx =
E

(1 + µ)(1− 2µ)
[(1− µ) εx + µ εy]

σy =
E

(1 + µ)(1− 2µ)
[µ εx + (1− µ) εy] (9)

τx =
E

(1 + µ)(1− 2µ)
γxy

1

2
(1− µ)

Maticově (σ = D ε):
σx
σy
τxy

 =
E

(1 + µ)(1− 2µ)


1− µ µ 0
µ 1− µ 0
0 0 1

2(1− µ)




εx
εy
γxy
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (5)

Aproximace neznámých uzlových posunutı́:

u(x, y) = a1 x+ a2 y + a3 (10)

v(x, y) = a4 x+ a5 y + a6 (11)

Maticově (u = U a):

 u
v

 =

 x y 1 0 0 0
0 0 0 x y 1





a1
a2
a3
a4
a5
a6


(12)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (6)

Aproximace neznámých uzlových posunutı́ v uzlech 1, 2, 3

(r = S a):

u1
v1
u2
v2
u3
v3


=



x1 y1 1 0 0 0
0 0 0 x1 y1 1
x2 y2 1 0 0 0
0 0 0 x2 y2 1
x3 y3 1 0 0 0
0 0 0 x3 y3 1





a1
a2
a3
a4
a5
a6


(13)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (7)

Kombinacı́ vztahů ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a,

kde B = ∂T U:


εx
εy
γxy

 =


∂
∂x 0

0 ∂
∂y

∂
∂y

∂
∂x


 x y 1 0 0 0
0 0 0 x y 1





a1
a2
a3
a4
a5
a6


(14)

8



Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (8)

Kombinacı́ vztahů ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a,

kde B = ∂T U:


εx
εy
γxy

 =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0





a1
a2
a3
a4
a5
a6


(15)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (9)

Z r = S a plyne: a = S−1 r.

Pak: ε = B S−1 r.

Potenciálnı́ energie vnitřnı́ch sil:

Πi =
1

2

∫
V
εTσ d V =

1

2

∫
V
εT D ε d V (16)

Potenciálnı́ energie vnějšı́ch sil:

Πe = −
∫
V
XT r d V −

∫
S
pT r d S. (17)

10



Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (10)

Potenciálnı́ energie soustavy:

Π =
1

2

∫
V
εT D ε d V −

∫
V
XT r d V −

∫
S
pT r d S. (18)

Po dosazenı́ za ε a vytknutı́ r:

Π =
1

2
rT

∫
V
S−1T BT DBS−1 d V rT−

∫
V
XT d V r−

∫
S
pT d S r.

(19)

Stručně:

Π =
1

2
rT K r − FT r. (20)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (11)

Aplikacı́ Lagrangeova variačnı́ho principu (∂ Π = 0) na (20):

K r = F, (21)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫
V

S−1T BT D B S−1 d V, (22)

F . . . zatěžovacı́ vektor konečného prvku:

F = −
∫
V
XT d V −

∫
S
pT d S. (23)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro rovinný problém (12)

Pro studovaný konečný prvek:

K = t A S−1T BT D B S−1, (24)

kde t . . . tloušt’ka konečného prvku, A . . . plocha konečného

prvku.

F = X+ p. (25)
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Analýza konstrukce

Z Ke a re a Fe jednotlivých prvků (e je čı́slo prvku) sestavı́me

K a r a F celé konstrukce a neznámé určı́me řešenı́m sou-

stavy rovnic:

K r = F. (26)
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Výpočet výsledků (napětı́ a defor-
macı́) na konečných prvcı́ch

1. z vektoru r celé konstrukce sestavı́me vektory re jednot-

liných konečných prvků

2. pro každý prvek stanovı́me poměrné deformace:

εe = B S−1 re

3. pro každý prvek stanovı́me napětı́:

σe = D εe nebo σe = D B S−1 re
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Přı́klad: Analýza stěny
metodou konečných prvků (1)

Stanovte průbehy posunutı́, napětı́ a poměrných deformacı́ na

stěně. Úlohu řešte metodou konečných prvků, použijte konečný

prvek odvozený na minulé přednášce.

Geometrie, zatı́ženı́ a dělenı́ na konečné prvky jsou uvedeny

na obrázku, tloušt’ka stěny je konstantnı́ a má velikost t =

0.1 m, modul pružnosti použitého materiálu je E = 20 GPa,

Poissonův součinitel má velikost 0.2.
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Přı́klad: Analýza stěny
metodou konečných prvků (2)

1

1 m

1 
m

4 3

2

1

2

F = 10 kN

F = 20 kN
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Přı́klad: Matice tuhosti konečného
prvku (3)

V dále uvedeném tvaru matice tuhosti (viz Kolář a kol: Finite
Element Method, Brno, 1971) se vyskytujı́ některé symboly:

C1 =
E

1− µ2

C2 = µ

λ =
1

2
(1− C2)

∣∣∣∣∣∣∣
xi yi 1
xj yj 1
xk yk 1

∣∣∣∣∣∣∣ = xi yj 1+xj yk 1+xk yi 1−(xk yj 1+xj yi 1+xi yk 1)

Souřadnicové rozdı́ly: xij = xi − xj, yij = yi − yj,. . .
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Přı́klad: Matice tuhosti konečného
prvku (Kolář a kol, 1970) (3a)
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Přı́klad: Konečný prvek č. 1 (4)

C1 =
E

1− µ2
=

20 109

1− 0,22
= 20,83 109

C2 = µ = 0,2

λ =
1

2
(1− C2) =

1

2
(1− 0,22) = 0,4

xi = x1 = 0 yi = y1 = 0 xij = -1 yij = 0
xj = x2 = 1 yj = y2 = 0 xjk = 1 yjk = -1
xk = x4 = 0 yk = y4 = 1 xik = 0 yik = -1

Násobitel matice tuhosti (ten zlomek s determinantem dole):

NAS1 =
C1 t

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

20,83 109 0,1

2 1
= 1,042 109
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Přı́klad: Konečný prvek č. 1 (5)

Matice tuhosti (bez násobitele):

u1 v1 u2 v2 u4 v4
u1 1,4 0,6 1,0 -0,4 -0,4 -0,2
v1 0,6 1,4 -0,2 -0,4 -0,4 -1,0
u2 1,0 -0,2 1,0 0 0 0,2
v2 -0,4 -0,4 0 0,4 0,4 0
u4 -0,4 -0,4 0 0,4 0,4 0
v4 -0,2 -1,0 0,2 0 0 1,0
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Přı́klad: Konečný prvek č. 2 (6)

C1 =
E

1− µ2
=

20 109

1− 0,22
= 20,83 109

C2 = µ = 0,2

λ =
1

2
(1− C2) =

1

2
(1− 0,22) = 0,4

xi = x2 = 1 yi = y2 = 0 xij = 0 yij = -1
xj = x3 = 1 yj = y3 = 1 xjk = 1 yjk = 0
xk = x4 = 0 yk = y4 = 1 xik = 1 yik = -1

Násobitel matice tuhosti (ten zlomek s determinantem dole):

NAS2 =
C1 t

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 1 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

20,83 109 0,1

2 1
= 1,042 109

22



Přı́klad: Konečný prvek č. 2 (7)

Matice tuhosti (bez násobitele):

u2 v2 u3 v3 u4 v4
u2 0,4 0 -0,4 -0,4 0 0,4
v2 0 1,0 -0,2 -1,4 0,2 0
u3 -0,4 -0,2 1,4 0,2 -1,0 -0,4
v3 -0,4 -1,0 0,2 1,4 -0,2 -0,4
u4 0 0,2 -1,0 -0,2 1,0 0
v4 0,4 0 -0,4 -0,4 0 0,4

Násobitel je náhodou u obou matic stejný (neplatı́ obecně!).

Zneužijeme toto a necháme si ho až na později.

23



Přı́klad: Matice tuhosti konstrukce
(8)

• Sestavı́me ji z matic tuhostı́ jednotlivých prvků,

• jejı́ velikost je rovna počtu stupňů volnosti (ui, vi) konstrukce,

• kontrole: matice musı́ být symetrická dle hlavnı́ diagonály

(souvisı́ s Bettiho větou).
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Přı́klad: Matice tuhosti kce (9)
Postup sestavenı́:

1. vyrobı́me tabulku s počtem řádků a sloupců rovným počtu

stupňů volnosti v konstrukci,

2. řádky a sloupce vhodně označı́me (např. u1 . . . v4, stejným

systémem jako u matic tuhosti prvků),

3. členy matic tuhostı́ prvků umı́st’ujeme do matice tuhosti

konstrukce podle indexů ([u1, v4] do [u1, v4] atd.) – po-

kud se někde setkajı́ členy z vı́ce matic, tak je sečteme.
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Přı́klad: Matice tuhosti kce (10)

Matice tuhosti (bez násobitele):

u1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4
u1 1,4 0,6 1,0 -0,4 0 0 -0,4 -0,2
v1 0,6 1,4 -0,2 -0,4 0 0 -0,4 -1,0
u2 1,0 -0,2 1,4 0 -0,4 -0,4 0 0,6
v2 -0,4 -0,4 0 1,4 -0,2 -1,0 0,6 0
u3 0 0 -0,4 -0,2 1,4 0,2 -1,0 -0,4
v3 0 0 -0,4 -1,0 0,2 1,4 -0,2 -0,4
u4 -0,4 -0,4 0 0,6 -1,0 -0,2 1,4 0
v4 -0,2 -1,0 0,6 0 -0,4 -0,4 0 1,4
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Přı́klad: zatěžovacı́ vektor (11)

• Vektor má stejnou velikost jako matice tuhosti,

• jednotlivé uzlové sı́ly zapı́šeme do řádků odpovı́dajı́cı́ch

posunutı́m na kterých ”pracujı́“,

• sı́la je kladná pokud působá ve směru kladné pčı́slušné

poloosy systému souřadnic.
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Přı́klad: zatěžovacı́ vektor (12)

Tedy v našem přı́padě:

F1 = Fx,3 = −10 000N . . . na u3

F2 = Fy,4 = −20 000N . . . na v4

Zatěžovacı́ vektor:

F =
{
Fx,1, Fy,1, Fx,2, Fy,2, Fx,3, Fy,3, Fx,4, Fy,4

}T
= {0,0,0,0,−10000,0,0,−20000}T
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Přı́klad: soustava rovnic (13)

N



1,4 0,6 1,0 −0,4 0 0 −0,4 −0,2
0,6 1,4 −0,2 −0,4 0 0 −0,4 −1,0
1,0 −0,2 1,4 0 −0,4 −0,4 0 0,6
−0,4 −0,4 0 1,4 −0,2 −1,0 0,6 0
0 0 −0,4 −0,2 1,4 0,2 −1,0 −0,4
0 0 −0,4 −1,0 0,2 1,4 −0,2 −0,4

−0,4 −0,4 0 0,6 −1,0 −0,2 1,4 0
−0,2 −1,0 0,6 0 −0,4 −0,4 0 1,4





u1

v1
u2

v2
u3

v3
u4

v4


=



0
0
0
0

−10000
0
0

−20000


N = 1,042 109

Pěkné, že? Jenže tato soustava má nekonečně mnoho řešenı́

(klidně zkuste ji vyřešit). Ještě je třeba uplatnit okrajové podmı́nky,

aby nám konstrukce nelétala v prostoru.
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Přı́klad: okrajové podmı́nky (14)

V deformačnı́ variantě MKP zavádı́me pevné podpory jako nu-

lové hodnoty posunutı́ kterým bránı́ (tj. přı́mo známe hodnoty

posunutı́).

V tomto přı́kladu tedy:

u1 = 0

v1 = 0

u2 = 0

v2 = 0
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Přı́klad: okrajové podmı́nky (14)

Praktické provedenı́ (odpovı́dajı́cı́ rovnice nenı́ třeba a musı́me

se jı́ ”zbavit“ – převést na tvar 1x0 = 0):

• dosadı́me hodnotu 0 na přı́slušné mı́sto ve vektoru neznámých

• vynulujeme přı́slušný řádek vektoru pravé strany

• vynulujeme přı́slušný řádek a sloupec matice tuhosti a na

diagonálu dosadı́me 1
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Přı́klad: okrajové podmı́nky (15)

N



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1,4 0,2 −1,0 −0,4
0 0 0 0 0,2 1,4 −0,2 −0,4
0 0 0 0 −1,0 −0,2 1,4 0
0 0 0 0 −0,4 −0,4 0 1,4





0
0
0
0
u3
v3
u4
v4


=



0
0
0
0

−10000
0
0

−20000


N = 1,042 109
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Přı́klad: výsledky – posunutı́ (15)



u1
v1
u2
v2
u3
v3
u4
v4



=



0
0
0
0

−3,87
−0,39
−2,82
−1,91



10−5

4

2

x

y

3

1
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Přı́klad: výsledky na prvcı́ch (16)

• z vektoru posunutı́ konstrukce vybereme hodnoty přı́slušné

danému prvku

• z odvozenı́ vı́me (a použijeme):

ε = {εx, εy, γxy}T = BS−1u

σ = {σx, σy, τxy}T = Dε
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Přı́klad: výsledky na prvcı́ch (17)

B =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0

 , S =



xi yi 1 0 0 0
xj yj 1 0 0 0
xk yk 1 0 0 0
0 0 0 xi yi 1
0 0 0 xj yj 1
0 0 0 xk yk 1



D =
E

1− µ2


1 µ 0
µ 1 0
0 0 1

2(1 + µ)
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Přı́klad: výsledky na prvku 1 (18)

u1 =



u1
v1
u2
v2
u4
v4


=



0
0
0
0

−2,82
−1,91


10−5

D = 20,83 109


1 0,2 0

0,2 1 0
0 0 0,4
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Přı́klad: výsledky na prvku 1 (19)

S =



0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1


S−1 =



−1 1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 1
0 0 0 −1 0 1
0 0 0 −1 0 1



Inverzi matice je třeba provést numericky (kdo to zvládne ručně,

at’ se přihlásı́).
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Přı́klad: výsledky na prvku 1 (20)

ε1 =


εx
εy
γxy

 =


0,00

−1,91
−2,82

 10−5

σ1 =


σx
σy
τxy

 =


−79,5

−397,9
−235,0

 103

Ještě by se mohla spočı́tat hlavnı́ napětı́ a jejich směr, ma-

ximálnı́ smykové napětı́,. . .
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Přı́klad: výsledky na prvku 2 (21)

u1 =



u2
v2
u3
v3
u4
v4


=



0
0

−3,87
−0,39
−2,82
−1,91


10−5

D = 20,83 109


1 0,2 0

0,2 1 0
0 0 0,4
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Přı́klad: výsledky na prvku 2 (22)

S =



1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1


S−1 =



0 1 −1 0 0 0
−1 1 0 0 0 0
1 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 1 −1 1
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Přı́klad: výsledky na prvku 2 (23)

ε2 =


εx
εy
γxy

 =


3,87

−2,43
−9,10

 10−5

σ2 =


σx
σy
τxy

 =


705,2

−344,2
−7583,3

 103

Ještě by se mohla spočı́tat hlavnı́ napětı́ a jejich směr, ma-

ximálnı́ smykové napětı́,. . .

HOTOVO!
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Diskuse:
spojitost a výstižnost výsledků (1)

Použitá aproximace posunutı́:

u(x, y) = a1 x+ a2 y + a3

v(x, y) = a4 x+ a5 y + a6

Tedy polynom 1. stupně pro posunutı́:

• spojité deformace r

• protože ε = ∂ r, konstantnı́ poměrné deformace (po deri-

vaci snı́ženı́ na polynom 0. stupně)

• protože σ = D ε, konstantnı́ napětı́ (polynom 0. stupně)
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Diskuse:
spojitost a výstižnost výsledků (2)

• pro uvedený prvek jsou deformace aproximovány ,,lineárně“

• poměrné deformace a napětı́ jsou na prvku konstantnı́

• pro přesnějšı́ výsledky ⇒ hustšı́ sı́t’ konečných prvků

bigfile

uFEM 0.2.53d

Set:    1: 1.000
CS: CART

 06. 01. 2011

-3.91304e+04

-3.42391e+04

-2.93478e+04

-2.44565e+04

-1.95652e+04

-1.46739e+04

-9.78261e+03

-4.89130e+03

0.00000e+00

x

y

z

bigfile

uFEM 0.2.53d

Set:    1: 1.000
Result: s_x

 06. 01. 2011

-4.58974e+04

-4.01602e+04

-3.44231e+04

-2.86859e+04

-2.29487e+04

-1.72115e+04

-1.14744e+04

-5.73718e+03

0.00000e+00

3.72721e+02

7.45442e+02

1.11816e+03

1.49088e+03

1.86360e+03

2.23632e+03

2.60905e+03

2.98177e+03

x

y

z
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