
Metoda konečných prvků

• Vztah mezi Ritzovou metodou a MKP

• Základnı́ principy MKP

• Odvozenı́ matice tuhosti konečného prvku pro přı́hradovinu
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Metoda konečných prvků (1)

Nevýhoda klasických variačnı́ch metod – obtı́žná (často nemožná)

volba aproximačnı́ch funkcı́ φ na složitějšı́ch oblastech.

Řešenı́: rozdělenı́ konstrukce na malé oblasti na n jednoduchých

podoblastı́ a volba aproximačnı́ch funkcı́ na nich φj na nich.

Protože Π je skalárnı́ veličina, lze:

Πapprox. =
n∑

j=1
Πe,j, (1)

kde Πe,j je potenciálnı́ energie j-té podoblasti ( ”konečného

prvku“).
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Metoda konečných prvků (2)

Dalšı́ postup je analogický klasickým variačnı́m metodám (např.

Ritzově metodě) – řešı́ se soustava n lineárnı́ch rovnic:

∂Π

∂ai
= 0, i = 1..n (2)

Pozn.: zde je použit Lagrangeův variačnı́ princip a jde tedy

o deformačnı́ variantu metody konečných prvků MKP (viz

dále).
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Metoda konečných prvků (3)

Varianty MKP:

• deformačnı́ (Lagrangeův variačnı́ princip) – neznámá jsou

posunutı́ a pootočenı́ (nejčastějšı́, přes 90% přı́padů),

• silová (např. Castiglianův variačnı́ princip) – neznámé jsou

silové veličiny,

• smı́šená (např. variačnı́ princip Hu-Washitsu).
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Deformačnı́ varianta MKP

Hledané deformačnı́ veličiny – viz klasická teorie pružnosti

(mohou být i jejich derivace!):

• rovinná napjatost s deformace (stěny, . . . ): u, v

• desky: w, φx, φy

• prostorové úlohy: u, v, w

Aproximačnı́ funkce se volı́ zásadně ve tvaru polynomů.
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Matice tuhosti kon. prvku (1)

Potenciálnı́ energie soustavy:

Π =
1

2

∫
V
εT D ε d V −

∫
V
XT r d V. (3)

Po dosazenı́ za ε = BSr a vytknutı́ vektoru neznámých kon-

stant (posunutı́) r:

Π =
1

2
rT

∫
V
S−1T BT DB S−1 d V rT −

∫
V
XT d V r. (4)

Stručně:

Π =
1

2
rT K r − FT r. (5)

6



Matice tuhosti kon. prvku (2)

Aplikacı́ Lagrangeova variačnı́ho principu (∂ Π = 0) na (28):

K r = F, (6)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫
V

S−1T BT D B S−1 d V, (7)

F . . . zatěžovacı́ vektor konečného prvku:

F = −
∫
V
XT d V −

∫
S
pT d S. (8)
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Analýza konstrukce

Z Ke a re a Fe jednotlivých prvků (e je čı́slo prvku) sestavı́me

K a r a F celé konstrukce a neznámé určı́me řešenı́m sou-

stavy rovnic:

K r = F. (9)

Poznámka: tyto sestavenı́ matice tuhosti a zatěžovacı́ho vek-

toru je zcela shodné s postupem v obecné deformačnı́ me-

todě.
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Zatı́ženı́ konstrukce

• Zatı́ženı́ zavádı́me výhradně v uzlech konečných prvků

• Zatı́ženı́ má silový charakter:

– sı́ly pracujı́ na posunutı́ch

– momenty pracujı́ na pootočenı́ch

• Zatı́ženı́ deformacemi bude popsáno dále
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Podepřenı́ konstrukce – okrajové
podmı́nky

• Pružné podpory: přidáme odpovı́dajı́cı́ tuhost pružiny na

diagonálu matice tuhosti

• Pevná podpora (posunutı́, pootočenı́) ⇒ známá hodnota

(0,0) neznámého posunutı́/pootočenı́ (upravı́me systém

rovnic)

• Popuštěnı́ podpor: ⇒ známá hodnota neznámého posu-

nutı́/pootočenı́ (upravı́me systém rovnic)
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Deformačnı́ varianta MKP

Hledané deformačnı́ veličiny – viz klasická teorie pružnosti

(mohou být i jejich derivace!):

• rovinná napjatost s deformace (stěny, . . . ): u, v

• desky: w, φx, φy

• prostorové úlohy: u, v, w

Aproximačnı́ funkce se volı́ zásadně ve tvaru polynomů.
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (1)

1 2

u u1 2

y

x

Neznámé parametry deformace: u, v v každém uzlu.

Tj. celkem dva neznámé uzlové parametry:

{u1, u2}T .
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (2)

Geometrická rovnice:

εx =
∂u

∂x
(10)

Maticově (ε = ∂T u):

{
εx

}
=

[
∂
∂x

] {
u

}
(11)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (3)

Podmı́nka rovnováhy:

∂σx

∂x
+X = 0 (12)

Maticově (∂σ +X = 0):

[
∂
∂x

] {
σx

}
+

{
X

}
=

{
0

}
(13)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (4)

Fyzikálnı́ rovnice:

σx = E × εx (14)

Maticově (σ = D ε):

{
σx

}
=

[
E

] {
εx

}
(15)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (5)

Aproximace neznámých uzlových posunutı́:

u(x) = a1 + a2 x (16)

Maticově (u = U a):

{
u

}
=

[
1 x

]  a1
a2

 (17)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (6)

Aproximace neznámých uzlových posunutı́ v uzlech 1, 2

(r = S a):  u1
u2

 =

 1 x1
1 x2

  a1
a2

 (18)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (7)

Kombinacı́ vztahů ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a,

kde B = ∂T U a:

{
εx

}
=

[
∂
∂x

] [
1 x

]  a1
a2

 (19)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (8)

Kombinacı́ vztahů ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a,

kde B = ∂T U:

{
εx

}
=

[
0 1

]  a1
a2

 (20)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (9)

Z r = S a plyne:

a = S−1 r, (21)

kde:

S =

 1 x1
1 x2

 ⇒ S−1 =

 x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

 (22)

Pak mı́sto ε = Ba lze psát ε = B S−1 r:

{
εx

}
=

[
0 1

]  x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1


 u1
u2

 . (23)

20



Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (11)

Potenciálnı́ energie vnitřnı́ch sil:

Πi =
1

2

∫
V
εTσ d V =

1

2

∫
V
εT D ε d V (24)

Potenciálnı́ energie vnějšı́ch sil:

Πe = −
∫
V
XT r d V −

∫
S
pT r d S. (25)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (12)

Potenciálnı́ energie soustavy:

Π =
1

2

∫
V
εT D ε d V −

∫
V
XT r d V −

∫
S
pT r d S. (26)

Po dosazenı́ za ε a vytknutı́ r:

Π =
1

2
rT

∫
V
S−1T BT DBS−1 d V r−

∫
V
XT d V r−

∫
S
pT d S r.

(27)

Stručně:

Π =
1

2
rT K r − FT r. (28)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (13)

Aplikacı́ Lagrangeova variačnı́ho principu (∂ Π = 0) na (28):

K r = F, (29)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫
V

S−1T BT D B S−1 d V, (30)

F . . . zatěžovacı́ vektor konečného prvku:

F = −
∫
V
XT d V −

∫
S
pT d S. (31)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (14)

Pro studovaný konečný prvek:

F = X+ p. (32)

K =
∫
V
S−1T BT DBS−1dV = A

∫ L

0
,S−1T BT DBS−1dx,

(33)
podrobný zápis:

K = A
∫ L

0

 x2
x2−x1

−1
x2−x1−x1

x2−x1
−1

x2−x1

 [
0
1

] [
E

] [
0 1

]  x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

 dx

(34)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (15)

Podrobný zápis (vytknutı́ konstant pře integrál):

K = A

 x2
x2−x1

−1
x2−x1−x1

x2−x1
−1

x2−x1

 [
0
1

] [
E

] [
0 1

]  x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

 ∫ L

0
dx

(35)

Po úpravě (integrace
∫L
0 dx = L násobenı́ matic):

K = EAL

 1
(x2−x1)2

−1
(x2−x1)2−1

(x2−x1)2
1

(x2−x1)2

 , x2−x1 = L ⇒ K =

[
EA
L

−EA
L

−EA
L

EA
L

]
,

(36)

což je matice tuhosti známá i z deformačnı́ metody.
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (16)

Soustava rovnic pro jeden konečný prvek má tedy tvar:

Kere = Fe,

podrobně:  EA
L

−EA
L

−EA
L

EA
L

  u1
u2

 =

 F1
F2

 (37)
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Odvozenı́ konečného prvku
přı́hradoviny (17)

Rozšı́řenı́ na proměnné u a v v každém uzlu:

1 2

x
u1 u2

v1 v2

y


EA
L 0 −EA

L 0
0 0 0 0

−EA
L 0 EA

L 0
0 0 0 0




u1
v1
u2
v2

 =


F1
0
F2
0

 (38)
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Přı́klad (1)

Stanovte vnitřnı́ sı́ly zadané přı́hradové konstrukce, je-li dáno

E = 20 GPa, A = 0.01 m2.

3 m 2 m2 
m

10 kN

π/4
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Přı́klad (2)

Označenı́ prvků a uzlů:

2 
m

1 2 3

4

1 2

3 m 2 m

3
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Přı́klad (3)

Matice tuhosti prvku 1 (uzly 1,2):

u1 v1 u2 v2
u1

E A
L 0 −E A

L 0
v1 0 0 0 0
u2 −E A

L 0 E A
L 0

v2 0 0 0 0

u1 v1 u2 v2
u1 66666667 0 -66666667 0
v1 0 0 0 0
u2 -66666667 0 66666667 0
v2 0 0 0 0
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Přı́klad (4)

Matice tuhosti prvku 2 (uzly 2,3):

u2 v2 u3 v3
u2

E A
L 0 −E A

L 0
v2 0 0 0 0
u3 −E A

L 0 E A
L 0

v3 0 0 0 0

u2 v2 u3 v3
u2 100000000 0 -100000000 0
v2 0 0 0 0
u3 -100000000 0 100000000 0
v3 0 0 0 0
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Přı́klad (5)

Matice tuhosti prvku 3 (uzly 2,4) v lokálnı́ch souřadnicı́ch:

u2 v2 u4 v4
u2

E A
L 0 −E A

L 0
v2 0 0 0 0
u4 −E A

L 0 E A
L 0

v4 0 0 0 0

u2 v2 u4 v4
u2 100000000 0 -100000000 0
v2 0 0 0 0
u4 -100000000 0 100000000 0
v4 0 0 0 0
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Přı́klad (6)

Transformace matice tuhosti prvku 3 (uzly 2,4) do svislého
směru (viz ODM):

Ke = TT Kloc
e T,

T =


cos(90) sin(90) 0 0
−sin(90) cos(90) 0 0

0 0 cos(90) sin(90)
0 0 −sin(90) cos(90)

 =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 .

Matice prvku 3 v globálnı́ch souřadnicı́ch:
u2 v2 u4 v4

u2 0 0 0 0
v2 0 100000000 0 -100000000
u4 0 0 0 0
v4 0 -100000000 0 100000000
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Přı́klad (7)

Matice tuhosti konstrukce:

106 ×



67 0 −67 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−67 0 167 0 −100 0 0 0
0 0 0 100 0 0 0 −100
0 0 −100 0 100 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −100 0 0 0 100
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Přı́klad (8)

Soustava rovnic K×r = F po zavedenı́ okrajových podmı́nek:

106×



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 167 0 0 0 0 0
0 0 0 100 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


×



u1
v1
u2
v2
u3
v3
u4
v4



=



0
0

−7071
−7071

0
0
0
0
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Přı́klad (9)

Vypočı́taný vektor posunutı́:



u1
v1
u2
v2
u3
v3
u4
v4



=



0
0

−4.2426× 10−05

−7.0711× 10−05

0
0
0
0



[m]
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Přı́klad (10)
Vektory posunutı́ jednotlivých prutů:

re,1 =
[
0,0,−4.2426× 10−05

]T
re,1 =

[
−4.2426× 10−05,0,0

]T
re,1 =

[
−4.2426× 10−05,0,0

]T
Dopočet koncových (a vnitřnı́ch) sil:

Ke,i × re,i = Fe,i ⇒ Ni

Prut Sı́la [kN ]
1 -2.83
2 4.24
3 -7.07
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Volba náhradnı́ch polynomů (1)

• Nejlepšı́ konvergence při použitı́ úplného polynomu n-tého

stupně (Ženı́šek et al).

• Počet konstant v polynomu (a1, a2, ...) = počet neznámých

na konečném prvku (u1, v1, ...).

• Ne vždy je možné použı́t všechny členy úplného polynomu.
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Volba náhradnı́ch polynomů (2)

Pro neznámou x:

1. a1 + a2 x

2. a1 + a2 x+ a3 x2

3. a1 + a2 x+ a3 x2 + a4 x3

4. a1 + a2 x+ a3 x2 + a4 x3 + a5 x4
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Volba náhradnı́ch polynomů (3)

Pro neznámé x a y:

1. a1 + a2 x+ a3 y

2. a1 + a2 x+ a3 y + a4 xy + a5 x2 + a6 x2

3. a1 + a2 x + a3 y + a4 xy + a5 x2 + a6 x2 + a7 x3 +

a8 y3 + a9 x y2 + a10 x2 y
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