
MKP a stacionárnı́ vedenı́ tepla
Konstrukce posuzujeme také:

• z pohledu vedenı́ tepla (tepelné odpory)

• nalezenı́ ,,tepelných mostů“

• izolačnı́ch schopnostı́ konstrukce

Matematicky podobná je napřı́klad i úloha difuze (např. solı́ v betonu) nabo
při modelovánı́ šı́řenı́ vlhkosti.
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Stacionárnı́ vedenı́ tepla

• Stručný nástin úlohy stacionárnı́ho vedenı́ tepla.

• Vedenı́ tepla v 1D (teorie).

• Trojuzlový prvek pro řešenı́ 2D úloh – analogický trojuzlovému prvku
pro řešenı́ rovinného problému.
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Základnı́ vztahy v 1D úloze (2)
Základnı́ rovnice vedenı́ tepla:

Ein + Egen = ∆U + Eout, (1)

kde

• Ein je teplo vstupujı́cı́ do úlohy ([W h], [J]),

• Egen je teplo generované vnitřnı́m zdrojem ([J]),

• ∆U je změna energie ([J]) a

• Eout je vystupujı́cı́ teplo ([J]).

3



Základnı́ vztahy v 1D úloze (3)
Základnı́ rovnice vedenı́ tepla po úpravě:

qx A dt+Q A dx dt = ∆U + qx+dx A dt, (2)

kde

• qx je teplo vstupujı́cı́ do úlohy na okraji x (tepelný tok), ([W/m2]),

• qx+dx . . . teplo vstupujı́cı́ do úlohy na okraji x+ dx ([W/m2]),

• t je čas ([s]),

• Q je vnitřnı́ zdroj ([W/m3])

• A je plocha kolmá na tepelný tok ([m2]).
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Základnı́ vztahy v 1D úloze (4)
Vedenı́ tepla tělesem:

q x+dxx

x

q

dx

AA

5



Fourierův zákon (1)

qx = −λx
∂T

∂x
, (3)

kde

• qx je tepelný tok (teplo vstupujı́cı́ do úlohy), ([W/m2]),

• λx je tepelná vodivost [W/(m K)],

• T je teplota,

• ∂T
∂x = gx je tepelný gradient [K m−1].
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Fourierův zákon (2)

qx = −λx
∂T

∂x
,

Taylorův rozvoj (1. člen):

fx+dx = fx +
dfx

dx
dx, (4)

tedy z (4) plyne:

qx+dx = −
[
λx

dT

dx
+

d

dx

(
λx

dT

dx

)
dx

]
. (5)
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Změna energie
Změnu energie ∆U můžeme zapsat jako:

∆U = c (ρ A dx) dT. (6)

kde

• c je měrná tepelná kapacita ([(W h)/(kg K)]) a

• ρ je objemová hmotnost (kg/m3).
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Rovnice nestacionárnı́ho
vedenı́ tepla
Dosazenı́m výrazů (6) a (4) do základnı́ rovnice (2) zı́skáme
rovnici nestacionárnı́ho vedenı́ tepla:

d

dx

(
λx

dT

dx

)
+Q =

cρdT

dt
. (7)
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Rovnice stacionárnı́ho
vedenı́ tepla
Úpravou předchozı́ rovnice (7) zı́skáme
rovnici stacionárnı́ho vedenı́ tepla:

d

dx

(
λx

dT

dx

)
+Q = 0. (8)

V tomto přı́padě musı́me zavést omezujı́cı́ předpoklad, že tepelné toky se
v čase neměnı́.
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Maticový přepis vztahů pro úlohu
stacionárnı́ho vedenı́ tepla
Pro 2D úlohu můžeme napsat vztahy pro teplotnı́ gradienty ve tvaru ε =

∂T: {
gx
gy

}
=

[
∂
∂x

∂
∂y

] {
T

}
, (9)

což lze chápat jako analogii geometrických rovnic v mechanice.
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Fourierův zákon
q = Dε: {

qx
qy

}
= −λ

[
1 0
0 1

]{
gx
gy

}
, (10)

což je analogiı́ k fyzikálnı́m rovnicı́m v mechanice.
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Potenciálnı́ energie
Potenciálnı́ energie ,,vnitřnı́ch sil“ potom můžeme zapsat jako:

Π =
1

2

∫
V
εT qdV =

1

2

∫
V
εT D εdV. (11)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (1)
Trojuzlový prvek pro úlohy vedenı́ tepla:

2 T2

T3

T1

3

x

y

1

Je-li prvek trojuzlový, musı́ mı́t celkem tři neznámé uzlové parametry:

T = {T1, T2, T3, }T . (12)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (2)

2 T2

T3

T1

3

x

y

1

Aproximace neznámých teplot na prvku tedy bude mı́t vtar:

T (x, y) = a1x+ a2 y + a3, (13)

což je možné zapsat maticově (T = U a):

{
T

}
=

[
x y 1

] 
a1
a2
a3

 . (14)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (3)

2 T2

T3

T1

3

x

y

1

V uzlech 1, 2, 3 můžeme napsat aproximace teplot (r = S a):
T1
T2
T3

 =

 x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1




a1
a2
a3

 (15)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (4)

2 T2

T3

T1

3

x

y

1

Kombinacı́ vztahů ε = ∂T T a T = Ua vznikne ε = B a, kde B = ∂T U:{
gx
gy

}
=

 ∂
∂x 0

0 ∂
∂y

 [
x y 1

] 
a1
a2
a3

 , (16)

tedy: {
gx
gy

}
=

[
1 0 0
0 1 0

] 
a1
a2
a3

 (17)

.
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (5)
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T3
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3

x
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Z rovnice(15) plyne:

a = S−1 r, (18)

kde S−1 má tvar:

S−1 =

 y2 − y3 y3 − y2 y1 − y3
x3 − x2 x1 − x3 x2 − x1

x2y3 − x3y2 x3y1 − x1y3 x1y2 − x2y1


x1 − (y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)

. (19)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (6)
Na základě rovnice (19) můžeme napsat vztah pro gradienty teploty:

ε = B S−1 r, (20)

který je možné rozepsat do podoby:

ε =

 y2 − y3 y3 − y2 y1 − y3
x3 − x2 x1 − x3 x2 − x1

x2y3 − x3y2 x3y1 − x1y3 x1y2 − x2y1


x1 − (y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)


T1
T2
T3

 . (21)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (7)
Potenciálnı́ energie ,,vnitřnı́ch sil“ má tvar:

Π =
1

2

∫
V
εT qdV =

1

2

∫
V
εT D εdV. (22)

Po dosazenı́ do (22) za jednotlivé členy je možné psát:

Πi =
1

2
rT

∫
V
S−1T BT DB S−1 d V rT (23)

nebo stručně:

Πi =
1

2
rT K r. (24)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (8)
Potenciálnı́ energie ,,vnějšı́ch sil“ má tvar:

Πe =
∫
V
QTdV, (25)

kde Q je vektor tepelných toků:

Q =


q1
q2
q3

 . (26)

Dále můžeme napsat známý vztah:

K r = F, (27)

kde F je vektor ,,zatı́ženı́“ (vektor tepelných toků) a K . . . matice ,,tuhosti“
(vodivosti) konečného prvku:

K =
∫
V

S−1T BT D B S−1 d V. (28)
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Odvozenı́ konečného prvku
pro stacionárnı́ problém (9)

2 T2

T3
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3
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y

1

K =
∫
V

S−1T BT D B S−1 d V. (29)

Protože všechny matice v integrálu obsahujı́ jen konstanty, můžeme upravit
do podoby:

K = t A S−1T BT D B S−1, (30)

kde t . . . tloušt’ka konečného prvku.
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Převod teplot na zatı́ženı́
v úlohách statiky
Vypočı́tané rozloženı́ teplot (změn teplot) můžeme využı́t jako teplotnı́ zatı́ženı́
ve statických výpočtech.

Zřejmě platı́:

ε =

 α T
α T
0

 , (31)

kde T je změna teploty oproti výchozı́mu nenapjatému stavu a α je součinitel
teplotnı́ roztažnosti ([m/K]).

Potom napětı́ od změny teploty budou:

σ = D ε, (32)

a protože ε = B S−1 r, tak uzlové sı́ly prvku F můžeme zı́skat:

F = t A S−1TBTD. ε (33)
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Přı́klad 1 (1)
Stanovte průběhy napětı́ σx a σy na stěně. Úlohu řešte metodou konečných
prvků, použijte odvozený konečný prvek na.

Tloušt’ka stěny o rozměrech 1 × 0,5 m je konstantnı́ a má velikost t =
0.1m, modul pružnosti použitého materiálu je E = 20 GPa, Poissonův
součinitel má velikost 0.2, součinitel teplotnı́ roztažnosti je α = 110−6m/K.

Stěna je zatı́žena teplotou −5 K na spodnı́ okraji a +10 K na hornı́m
okraji.

Řešenı́

K řešenı́ použijeme napřı́klad konečněprvkový software uFEM.

Rozloženı́ vypočtených teplot je uvedeno na dalšı́ch snı́mcı́ch. Hodnoty na
barevné škále přesně neodpovı́dajı́ zadaným okrajovým podmı́nkám. Nenı́
to chybou software, ale okolnostı́, že použitý grafický algoritmus průměruje
hodnoty teplot ze všech třı́ uzlů prvku a až tento průměr zobrazuje.
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Přı́klad 1 (2)
Sı́t’ konečných prvků pro přı́klad:
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Přı́klad (3)
Výsledné teploty:
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