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Jiřı́ Brožovský
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Náplň předmětu

1. opakovánı́ potřebných vztahů (statika, pružnost)

2. energetické principy, variačnı́ metody

3. variačnı́ metody

4. základnı́ principy metody konečných prvků (MKP)

5. aplikace MKP na prutové, plošné a prostorové konstrukce

6. izoparametrické konečné prvky

7. okrajové podmı́nky, zásady tvorby výpočetnı́ch modelů
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Doporučená literatura
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Idealizace geometrie konstrukce

• tělesa

• plošné konstrukce

– stěny (rovinný

problém)

– desky

– skořepiny

• pruty
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Opakovánı́: základnı́ předpoklady
v lineárnı́ mechanice

• látka studovaného tělesa je spojitá

• látka je homogennı́ (ve všech mı́stech stejné vlastnosti)

• látka je isotropnı́ (ve všech směrech stejné vlastnosti)

• látka se chová lineárně pružně (tzv. Hookeův zákon)

• těleso je vystaveno jen malým deformacı́m

Pak lze použı́t:

• princip superpozice

• princip úměrnosti
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Isotropnı́ a anisotropnı́ materiál

• isotropnı́: ve všech směrech stejné vlastnosti

• anisotropnı́: v různých směrech různé vlastnosti

• ortotropnı́: různé vlastnosti ve vzájemně kolmých směrech
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Opakovánı́: výpočet deformacı́
staticky určitých konstrukcı́

• lineárnı́ mechanika (viz předchozı́ předpoklady):

• malé deformace (mnohem menšı́ než rozměry konstrukce)

• platı́ principy superpozice a úměrnosti

• podmı́nky rovnováhy stanovujeme na nedeformované kon-

strukci (teorie 1. řádu)

Kladný směr deformačnı́ch veličin: ve směru přı́slušné kladné

souřadnicové poloosy, u pootočenı́ proti směru hodinových

ručiček (při pohledu proti kladné poloose).
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (1)

Virtuálnı́ veličina: myšlená, avšak možná (sı́la, deformace).

Práce: součin sı́ly a dráhy, na které působı́.
Práce vnějšı́ch sil:

Le = F w, [N m] = [J] (Joule)

Le =
∫ b
a q(x)w(x) dx w

F

Virtuálnı́ práce: práce virtuálnı́ch sil na skutečných deformacı́ch

(silová virtuálnı́ práce) nebo práce skutečných sil na virtuálnı́ch

deformacı́ch (deformačnı́ virtuálnı́ práce).
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (2)

Virtuálnı́ práce vnitřnı́ch sil:

Li = −
{∫

l

Ndu +

∫
l

Mydφy +

∫
l

Mzdφz +

∫
l

T dφx +

∫
l

Vydv +

∫
l

Vzdw

}

Vnitřnı́ sı́ly bránı́ deformacı́m, jsou proto do vztahu zavedeny

jako záporné (znaménko mı́nus před složenou závorkou).
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (3)

Princip virtuálnı́ch pracı́ (J. L. Lagrange):

Celková virtuálnı́ práce na vyšetřované konstrukcı́ je rovna

nule.

Le + Li = 0

tedy:

Le = −Li
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (4)

Deformace elementárnı́ch vrstviček materiálu:

du =
N

EA
dx, . . . , dφy =

My

EIy
dx, . . . , dv =

Vz

GA∗
z
dx

dudx

N
M

dx

dϕ
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (5)

Deformace elementárnı́ch vrstviček materiálu:

du =
N

EA
dx, . . . , dφy =

My

EIy
dx, . . . , dv =

Vz

GA∗
z
dx

Z Le = −Li a z:

Li = − {
∫
l Ndu +

∫
l Mydφy +

∫
l Mzdφz +

∫
l T dφx +

∫
l Vydv +

∫
l Vzdw}

plyne:

Le =
∫ l

0

NN

EA
+

MyMy

EIy
+

MzMz

EIz
+

T T

EIt
+

VyVy

GA∗
y
+

VzVz

GA∗
z

 dx

Veličiny označené pruhem jsou virtuálnı́.
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Metoda jednotkových sil (1)

Hledáme neznámou deformaci

(přetvořenı́) δ od skutečného zatı́ženı́.

Aplikujeme na konstrukci virtuálnı́ sı́lu

F = 1.

Virtuálnı́ práce sı́ly F na deformaci δ:

Le = 1 δ = δ

F = 1

δ = ?

Tedy zřejmě:

δ =
∫ l

0

NN

EA
+

MyMy

EIy
+

MzMz

EIz
+

T T

EIt
+

VyVy

GA∗
y
+

VzVz

GA∗
z

 dx
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Metoda jednotkových sil (2)

1. stanovı́me průběhy M , N , V od skutečného zatı́ženı́

2. zavedeme jednotkovou (a bezrozměrnou) virtuálnı́ sı́lu

v mı́stě hledaného posunutı́ (v přı́padě pootočenı́ zavedeme

moment)

3. určı́me průběhy M , N , V od virtuálnı́ veličiny

4. vypočı́táme hledanou veličinu pomocı́ vzorce (v rovině):

δ =
∫ l

0

NN

EA
dx +

∫ l

0

MM

EI
dx +

∫ l

0

V V

GA∗dx

U nosnı́kových úloh obvykle zanedbáváme člen
∫ l
0

V V
GA∗dx.

Úlohy kde nelze zanedbat práci posouvajı́cı́ch sil – viz Pružnost

a plasticita.
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Přı́klad 1 (1)

Stanovte průhyb na volném konci konzoly, E = 20GP a.

l = 6 m
0,2 m

0,4 m

M = 9 kNm

w=?

Tedy:

I = 1
12 × b × h3 = 1

12 × 0,2 × 0,43 = 0,00106667 m4

EI = E×I = 20×109×0.00106667 = 21333333,333 N m2
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Přı́klad 1 (2)

M = 9 kNm
F = 1

9

2 4

2 4

M = 9

T

A

T

M

M
−6

∫ l

0
MMdx = AM × MT =

1

2
× 6 × (−6) × 9 = −162

w =
1

EI

∫ l

0
MMdx =

162 × 103

21333333,333
= −0,007594 m (↑)
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Opakovánı́: Silová metoda

• řešenı́ staticky neurčitých konstrukcı́

• využı́vá principu virtuálnı́ch pracı́

• využı́vá také: podmı́nky rovnováhy, princip superpozice,

princip úměrnosti
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Silová metoda – princip
F1

F2

F1
F2

u1u0

a

b
c

1*X

Výsledný deformačnı́ stav (červený + modrý) musı́ být ve shodě

s původnı́ konstrukcı́, a proto musı́ platit (v mı́stě c):

u0 + u1 × X = 0
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Silová metoda – postup

1. určenı́ stupně statické neurčitosti s

2. odebránı́ s vazeb: vznikne základnı́ staticky určitá

soustava (pozor na výjimkové přı́pady!)

3. vloženı́ sı́ly neznámé sı́ly Xi v mı́stě každé odebrané

vazby

4. určenı́ deformacı́ δi,j (mı́sto Xi zavedeme jednotko-

vou sı́lu – princip superpozice)

5. sestavenı́ s deformačnı́ch podmı́nek pro posunutı́ ve

směrech všech s odebraných vazeb:

δ0,1 + δ1,1 × X1 + δ1,2 × X1 + . . . = 0

δ0,2 + δ2,1 × X2 + δ2,2 × X2 + . . . = 0
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Přı́klad 2 (1)
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Přı́klad 2 (2)

δ1,1 =
∫ M1M1

EI
=

1

2
2 × 2 ×

2

3
2 =

2,667

EI

δ1,0 =
∫ MoM1

EI
= −

1

2
20×2×

2

3
2 = −

26,667

EI

δ1,0 + δ1,1 × X1 = 0 . . . X1 = −
δ1,0

δ1,1

��
��
��
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��
��
��
��
��
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M1

20

2

2 m
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Přı́klad 2 (3)

X1 = −
δ1,0

δ1,1
= −

−26,667

2,667
= 10 kN

10 kN

N

−10 kN

M

V

��������������
��������������
��������������
��������������

10 kN
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Opakovánı́: Deformačnı́ metoda

• řešenı́ staticky neurčitých konstrukcı́

• využı́vá statických podmı́nek rovnováhy

• využı́vá také: základnı́ vztahy teorie pružnosti, princip su-

perpozice, princip úměrnosti
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Deformačnı́ metoda: princip (1)
Xba

Xba

Xbc

Xbc

a c

1 2L L
b 

F

Sestavenı́ podmı́nek rovnováhy ve styčnı́ku (např.):

∑
Fix =: Xba − Xbc + F = 0

Určenı́ sil v prutech z principů pružnosti:

∆L =
Xba × L1

E1 × A1

Dosazenı́m deformačnı́ch vztahů do podmı́nek rovnováhy zı́skáme

známou soustavu rovnic K × u = F.
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Deformačnı́ metoda: princip (2)
Xba

Xba

Xbc

Xbc

a c

1 2L L
b 

F

∑
Fix =: Xba − Xbc + F = 0

Dosazenı́m deformačnı́ch vztahů do podmı́nek rovnováhy zı́skáme

známou soustavu rovnic K × u = F.E1 × A1

L1
−

E2 × A2

L2

 × ubx = F

Pozn.: vztahy platı́ pro osovou úlohu bez momentů a posou-

vajı́cı́ch sil.
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Deformačnı́ metoda: k zopakovánı́

• Matice tuhosti, vektor zatı́ženı́, vektor posunutı́.

• Lokalizace matic tuhostı́ prutů do globálnı́ matice tuhosti.

• Transformace mezi systémy souřadnic.

• Řešenı́ systémů K × u = F.
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Opakovánı́:
Základnı́ úloha teorie pružnosti

• základnı́ veličiny

• geometrické vztahy

• diferenciálnı́ podmı́nky rovnováhy

• fyzikálnı́ rovnice (konstitutivnı́ vztahy)
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Základnı́ veličiny (1)

z

x

u

v

w

y

Vektor posunutı́

u =


u
v
w

 (1)
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Základnı́ veličiny (2)

ε

γ γ

γ
γ

γ
x

yy

z

yx

yz xy

xz

zx

zy

ε z x

ε

γ Vektor deformacı́

ε =



εx

εy

εz

γyz

γzx

γxy


(2)
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Základnı́ veličiny (3)
σ

σ

τ

τ

τ

τ
τ

τ

x

yy

z

yx

yz xy

xz

zx

zy

σz x

Vektor napětı́

σ =



σx

σy

σz

τyz

τzx

τxy


(3)
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Geometrické vztahy (1)

Vyjadřujı́ vztahy mezi posunutı́mi a deformacemi.

0

y, v

x, u

A B

D C

β

αA’

D’

u
v

dxu
x

dx

dy

−

−
v

B’

− dx
x

y

v

u
− dy

dy

C’

y
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Geometrické vztahy (2)
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0

y, v

x, u

A B

D C

β

αA’

D’

u

v
dx

u

x

dx

dy

−

−
y

v

B’

 − dx
x

y

v

u
− dy

dy

C’

εx =
A′B′ − AB

AB
=

(x + dx + u + ∂u
∂xdx) − (x + u) − dx

dx
=

∂u

∂x
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Geometrické vztahy (3)

Normálové deformace

εx =
∂u

∂x
εy =

∂v

∂y
εz =

∂w

∂z
, (4)

smykové deformace

γyz = γzy =
∂v

∂z
+

∂w

∂y
(5)

γzx = γxz =
∂w

∂x
+

∂u

∂z
(6)

γxy = γyx =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
. (7)
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Geometrické vztahy (4)

Uvedené vztahy obecně neplatı́:

γyz = γzy,

γzx = γxz,

γxy = γyx.

Předpoklad o vzájemnosti smykových napětı́ se odvozuje

z přibližného splněnı́ momentových podmı́nek rovnováhy na

elementu tělesa. Na smykové deformace se pohlı́žı́ obdobně.
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Diferenciálnı́ podmı́nky rovnováhy
(1)

yxyx

zx
zx xzxz

yz

yz

zy

τ

τ

τ

ττ

τ

τ

τ
τ

dx

zy

xy

σ’

y

’

x

’

xy

’τ

dz

dy

’

’

’

’

’τ

σ

σ

σ

σ

x

τ

z

z

y

σ

σx‘ = σx +
∂σx

∂x
dx, τxy‘ = τxy +

∂τxy

∂x
dy, ... (8)
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Diferenc. podmı́nky rovnováhy (2)

σx‘ = σx +
∂σx

∂x
dx, τxy‘ = τxy +

∂τxy

∂y
dy, ...

∑
Fi,y = (σ′

x − σx) dy dz + (τxy − τ ′
xy) dx dz + (τxz − τxz‘) dx dy = 0

(σx − σx −
∂σx

∂x
dx) dy dz + (τxy − τxy −

∂τxy

∂y
dy) dx dz + (τxz − τxz −

∂τxz

∂z
dz) dx dy = 0

A po úpravě:
∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
= 0 (9)

37



Diferenc. podmı́nky rovnováhy (3)

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
+ X = 0

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
+

∂τyz

∂z
+ Y = 0 (10)

∂τzx

∂x
+

∂τzy

∂y
+

∂σz

∂z
+ Z = 0

kde X,Y , Z jsou objemové sı́ly.
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Fyzikálnı́ rovnice (1)

Vyjadřujı́ vztahy mezi napětı́mi a deformacemi.

Hookeův zákon v 1D (tah/tlak):

εx =
σx

E

F

L L∆

Αx

εx =
∆L

L
=

∂L

∂x

σx =
F

A
= E εx
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Fyzikálnı́ rovnice (2)

Hookeův zákon v prostoru:

εx =
1

E
[σx − ν (σy + σz)] , γyz =

τyz

2 G

εy =
1

E
[σy − ν (σx + σz)] , γxz =

τxz

2 G
(11)

εz =
1

E
[σz − ν (σx + σy)] , γxy =

τxy

2 G
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Shrnutı́

15 neznámých veličin:

3 složky posunutı́ u
6 složek deformacı́ ε

6 složek napětı́ σ

15 rovnic:

6 geometrických rovnic

6 fyzikálnı́ch rovnic

3 podmı́nky rovnováhy
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