
Nelineárnı́ mechanika a mechanika
materiálu

• typy nelinearit:

– konstrukčnı́,

– geometrická,

– fyzikálnı́ – mechanika materiálu.

• Zpravidla platı́, že uvedené nelinearity se vyskytujı́ v kom-

binaci (často fyzikálnı́ a geometrická).
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Typy nelinearit

• konstrukčnı́ nelinearita – např. jednostranné vazby nebo

prvky působı́cı́ jen za určitých podmı́nek (jen v tahu/tlaku,

po dosaženı́ určı́tzé deformace,. . . ),

• geometrická nelinearita – velká posunutı́, pootočenı́.

• fyzikálnı́ nelinearita – vlastnosti materiálu nejsou lineárnı́

pružné (nelineárnı́ pružnost, plasticita, lomová mechanika,. . . )

a mohou být i proměnné v čase,
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Mechanika materiálu

Během výkaldu se omezı́me na tyto problémy

• Časově závislé chovánı́ – viskolelasticita.

• Pružně–plastické chovánı́.

• Lomová mechanika.

• Mechanika poškozenı́.
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• =Unava materiálu.



Časově závislé chovánı́ materiálu

• Změny deformacı́ a napjatosti materiálu v čase (dny, týdny,

roky, desetiletı́,...)

• Materiály: beton, dřevo

• Jevy: dotvarovánı́, smršťovánı́ apod.

• Teorie:

– viskoelasticita (vazkopružnost): beton

– viskoplasticita: dřevo, kovy za vysokých teplot
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Dotvarovacı́ zkouška
• Laboratornı́ zkouška

• Zatı́ženı́ vyvolávajı́cı́ napětı́ σ̂ se

přiložı́ v čase t‘

• σ(t) = σ̂ H(t− t‘)

• Heavidisova funkce:

H(x) = { 0 . . . x < 0
1 . . . x ≥ 0

• Potom: ε(t) = σ̂ J(t, t‘)

• J(t, t‘) . . . funkce poddajnosti

materiálu

t

σ

t ’

^σ
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Funkce poddajnosti materiálu

• Analogie poddajnosti v pružnosti

• Pro lineárně pružný materiál:

J(t, t‘) =
1

E
H(t− t‘)

• Pro materiál neměnı́cı́ vlastnosti v

čase:

J(t, t‘) = Jo(t− t‘)

• Funkce poddajnosti: Jo(t− t‘)

t

σ

t ’

^σ
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Základnı́ modely pro viskoelastický
materiál (1)

• Pružina (pružný článek):

– Modul pružnosti E

– Pružná deformace εe

– Napětı́ σ

• Viskóznı́ tlumič (viskóznı́

článek):

– Viskozita η

– Viskóznı́ deformace εv

– Napětı́ σ

σσ

σσ

E

η

εe

εv

7



Základnı́ modely pro viskoelastický
materiál (2)

• Maxwellův model:

– Seriové zapojenı́ pružiny a

tlumiče

– V obou článı́ch stejné napětı́ σ

• Kelvinův model:

– Paralelnı́ zapojenı́ pružiny a

tlumiče

– V obou článı́ch stejná defor-

mace ε

εe v

σσ
ε

E

ε

σσ

η

η

E
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Maxwellův model (1)
• Seriové zapojenı́ pružiny a tlumiče

• V obou článcı́ch stejné napětı́:

σe = E εe

σv = η ε̇v

σ = σe = σv = σ̂

• Celková poměrná deformace:

ε = εe+ εv

• Derivace poměrné deformace po-

dle času: ε̇v = ∂εv
∂t

η

1

1/E

Jo(t)

σ σ

t

η

eε εv
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Maxwellův model (2)

• Poměrné deformace:

εe(t) =
σe(t)

E
=

σ̂

E

ε̇v(t) =
σv(t)

η
=
σ̂

η

• Určenı́ poměrné deformace

viskóznı́ho článku εv:

εv(t) =
∫
t‘
ε̇vd t

‘ ⇒ εv(t) =
σ̂

η
t+C

η

1

1/E

Jo(t)

σ σ

t

η

eε εv
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Maxwellův model (3)

• Poměrná deformace viskóznı́ho článku εv(t) = σ̂
η t+ C

• Počátečnı́ podmı́nka εv(0) = 0 ⇒ C = 0:

εv(t) =
σ̂

η
t

• Celková poměrná deformace Maxwellova modelu:

ε(t) =
σ̂

E
+
σ̂

η
t = σ̂

1

E
+
t

η


• Funkce poddajnosti materiálu:

Jo(t) =

1

E
+
t

η
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Kelvinův model (1)

• Paralelnı́ zapojenı́ pružiny a

tlumiče (ε = εe = εv)

• Napětı́ a deformace:

σ = σe+ σv = σ̂

ε = εe+ εv

σe = E εe

• Tedy:

σ̂ = E εe(t) + η ε̇v(t)
t

Jo(t)

σ σ

ε

E

η
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Kelvinův model (2)

• Obecné řešenı́ diferenciálnı́

rovnice σ̂ = E εe(t) + η ε̇v(t):

ε(t) =
σ̂

E
C e( −

E

η
t)

• Počátečnı́ podmı́nka ε(0) = 0 ⇒

C = σ̂
E ⇒ poměrná deformace:

ε(t) =
σ̂

E

[
1− e

(−E
η t)

]

• Funkce poddajnosti materiálu:

Jo(t) =
1

E

[
1− e

(−E
η t)

]
H(t)

t

Jo(t)

σ σ

ε

E

η
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Maxwellův vs. Kelvinův model

1

1 t / τ

Jo(t) / E

E

η

Kelvin

Maxwell

• Retardačnı́ čas: τ = η
E

• Funkce poddajnosti:

– Maxwell: Jo(t) = 1
E

(
1+ t

τ

)
H(t)

– Kelvin: Jo(t) = 1
E

(
1− e−

t
τ

)
H(t)
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Postupné změny napětı́

• Zavedenı́ postupných změn napětı́:

σ(t) = ∆σ1 H(t− t1) +∆σ2 H(t− t2) + ...

• Přı́slušná poměrná deformace:

ε(t) = ∆ σ1 J(t, t1) +∆ σ2 J(t, t2) + ...

• Obecný výraz pro ε(t):

ε(t) =
∫ t
0
J(t, t‘) σ̇(t‘) d t‘
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Numerický výpočet deformace (1)

• Obecný výraz pro ε(t): ε(t) =
∫ t
0 J(t, t

‘) σ̇(t‘) d t‘

• Často nelze řešit analyticky

• Obdélnı́kové pravidlo:

ε(t) ≈
k∑
i=1

J(t, ti−1/2) σ̇(ti−1/2) ∆ti

• Po vyjádřenı́ σi−1/2 = σi − σi−1:

ε(t) ≈
k∑
i=1

J(t, ti−1/2) (σi − σi−1)
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Numerický výpočet deformace (2)

• Obdélnı́kové pravidlo: ε(t) ≈ ∑k
i=1 J(t, ti−1/2) (σi − σi−1)

• Nevýhody:

– Výpočetnı́ náročnost (zejména u MKP modelů – mnoho

materiálových bodů)

– Přesnost (přibližné řešenı́ – náhrada derivacı́ diferencemi)

• Zrychlenı́: řešenı́m diferenciálnı́ rovnice (vede na tzv. expo-

nenciálnı́ algoritmus)

17



Numerický výpočet deformace (3)

• Pro Kelvinův model: E ε(t) + η ε̇(t) = σ(t)

• Dosadı́me napětı́ pro i-tý krok σi−1/2 = 1
2

[
σ(ti)− σ(ti−1)

]
a upravı́me:

εi = εi−1 e−
t−ti−1

τ +
σi−1/2

E

[
1− e−

t−ti−1
τ

]

• Jednoduchý exponenciálnı́ algoritmus:

εi = βi ε
i−1 + (1− βi)

σi−1/2

E

• kde βi = e−
∆ti
τ
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Kelvinův řetězec (1)

• Jednoduché modely

(Maxwellův, Kelvinův)

obtı́žně popisujı́ chovánı́

skutečných materiálů

• Kelvinův řetězec: seriové

spojenı́ několika Kelvi-

nových článků s různými

retardačnı́mi časy

• Možno přidat seriově

připojené pružné články

J

log(t−t‘)

beton

Kelvin
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Kelvinův řetězec (2)

• Celková poměrná defor-

mace:

ε(t) =
n∑

j=0
εi(t)

• Napětı́ v i-tém článku:

σ(t) = σie(t) + σiv(t)

• Soustava n rovnic:

Eo εo = σ(t)

Ei εi(t) + ηi ε̇i(t) = σ(t) ... i > 0

σ σ
E

ε

η

E

ε

E

η η

ε
0 1 2

ε
i
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Kelvinův řetězec (3)
• Přı́ zatı́ženı́ konstantnı́m napětı́m σ̂ v t = 0:

Eo εo = σ̂, Ei εi(t) + ηi ε̇i(t) = σ̂ ... i > 0

• Prvnı́ rovnice: εo(t) = σ̂
Eo

• Obecné řešenı́ rovnic pro i > 0: εi(t) = σ̂
Ei

+ Ci e
−Ei
ηi
t

• Počátečnı́ podmı́nka εi(0) = 0 ⇒ Ci = − σ̂
E , tedy:

ε(t) =
σ̂

Eo
+

n∑
i=1

σ̂

Ei
e− t

τi

, τi =
ηi
Ei

• Funkce poddajnosti:

Jo(t) =

 1

Eo
+

n∑
i=1

1

ti

(
1− e

− t
τi

) H(t)
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Vliv stárnutı́ (1)

• Veličiny E, η mohou být funkcemi stářı́ materiálu

• Změna tuhosti se projevı́ jen při změně deformace ma-

teriálu: viz napřı́klad postupný vývoj hydratačnı́ch produktů

v betonu: σ̇(t) = E(t) ε̇(t)

• Pro Kelvinův článek je možné psát:

σv(t) = η(t) ε̇(t) ⇒ σ̇(t) = η̇(t) ε̇(t) + η(t) ε̈(t), σ̇ =

σ̇e+ σ̇v

• A potom:

σ̇(t) =
[
E(t) + (̇η)(t)

]
ε̇(t) + η(t) ε̈(t)
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Vliv stárnutı́ (2)

• Stanovenı́ funkce poddajnosti stárnoucı́ho Kelvinova článku -

označme D(t) = E(t) + η(t):

D(t) ε̇(t) + η(t) (̈ε(t)) = σ̇(t)

• Počátečnı́ podmı́nky: ε(t‘) = 0, ˙ε(t‘) ̸= 0

• Při vnesenı́ zatı́ženı́ přenášı́ počátečnı́ napětı́ jen viskóznı́

článek: σ̂ = η(t‘) ˙η(t) ⇒ ε̇(t) = σ̂
η(t‘)

• Předpoklad:

τ =
η(t)

D(r)
= konst.
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Vliv stárnutı́ (3)

• Rovnice: ε̇(t) + τ ε̈(t) = 0

• Obecné řešenı́:

ε(t) = C1 + C2 e
− t
τ

• Z počátečnı́ch podmı́nek:

C1 =
σ̂ τ

η(t‘)
, C2 = −

σ̂ τ

η(t‘)

Po úpravách a vydělenı́ σ̂:

J(t, t‘) =
1− e−

t−t‘
τ

D(t‘)
H(t− t‘)
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Vliv stárnutı́ (4)

• Podobně pro Kelvinův řetězec s vlivem stárnutı́:

J(t, t‘) =

 1

Do(t‘)
+

n∑
i=1

1− e
−t−t‘

τi

Di(t‘)
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Kelv. řetězec s vlivem stárnutı́ (1)

Exponenciálnı́ algoritmus

• Pro i-tý článek řetězce:

Dj(t) ε̇(t) + η̈j(t) = σ̇(t)

• Pro jednoduchost považujeme Dj, ηj, σ v rámci kroku

za konstatnı́:

Dj(t) = Dj(ti − 1/2) = D
(i−1/2)
j ,

ηj(t) = τj Dj(t) ≈ τj D
(i−1/2)

σ̇(t) ≈
∆σ(i)

∆ti
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Kelv. řetězec s vlivem stárnutı́ (2)

• Pro i-tý článek řetězce: Dj(t) ε̇(t)+ η̈j(t) = σ̇(t) s použitı́m

zjednodušenı́: ε̇j(t) + τj ε̈j(t) = ∆σ(i)

∆ti D
(i−1/2)
j

• Výsledný algoritmus po vyřešenı́ rovnice:

ε̇
(i)
j = β

(i)
j ε̇

(i−1)
j +

1− β
(i)
j

∆ti D
(i−1/2)
j

∆ σ(i)

ε
(i)
j = ε

(i−1)
j +∆ti λ

(i)
j ε̇

(i−1)
j +

1− λ‘(i)j

D
(i−1/2)
j

∆ σ(i)

• Kde (pro přehlednost): λ
(i)
j =

τj
∆ti

(
1− β

(i)
j

)
, β

(i)
j =

e
−∆ti

τj
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Kelv. řetězec s vlivem stárnutı́ (3)

• Pro pružný článek: ηo = 0, τo:

β
(i)
o = 0, λ

(i)
o = 0.

• Celková deformace řetězce:

ε(i) =
n∑

j=0

ε
(i−1)
j +∆ti

n∑
j=0

λ
(i)
j ε̇

(i−1)
j +

 1

D
(i−1/2)
o

+
n∑

j=0

1− λ
(i)
j

D
(i−1/2)
j

∆σ(i)
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Kelv. řetězec s vlivem stárnutı́ (4)

Stručný zápis exponenciálnı́ho algoritmu:

ε(i) = ε(i−1) +∆ε̂(i) +
∆σ(i)

Ê(i)

∆ε̂(i) = ∆ti
n∑

j=1
λ
(i)
j ε̇

(i−1)
j (1)

Ê(i) =

 1

D
(i−1/2)
o

+
n∑

j=1

1− λ
(i)
j

D
(i−1/2)
o


−1

Výpočet napětı́:

∆σ(i) = Ê(i)
(
∆ε(i) −∆ε̂(i)

)

Doporučený krok: ∆t1 ≤ τ
3, ∆ti+1 = (10∆ti)

1
3
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Funkce poddajnosti pro beton (1)

• Asymptotický modul pružnosti:
1

J(t‘,t‘)

• Konvenčnı́ modul pružnosti

(počátečnı́ sklon prac. diagramu):

E ≈
1

J(t‘ +∆t, t‘)
, ∆t = 0,01dne

• Dynamický modul pružnosti:

Edyn ≈
1

J(t‘ +∆t, t‘)
, ∆t = 10−7dne

• Asymptotický modul je blı́zký dy-

namickému

J(t,t‘)

log(t−t‘)

t’

1/E
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Funkce poddajnosti pro beton (2)

Zkrácená verze modelu betonu B3 (Bažant a Chern)

• Funkce poddajnosti:

J(t, t‘) =
1

Eo
+ qs ln

[
1+ ψ(t‘−m+ α)(t− t‘)n

]

• Typické hodnoty konstant:

ψ = 0,3

m = 0,5

α = 0,001

n = 0,1
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Funkce poddajnosti pro beton (3)

Zkrácená verze modelu betonu B3 (Bažant a Chern)

• Konvečnı́ modul pružnosti po 28 dnech: E28

• Odhad Eo:

Eo =
E28

0,6

• Odhad qs:

qs =
11,4

E28
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Funkce poddajnosti pro beton (4)

Zkrácená verze modelu betonu B3 (Bažant a Chern)

Vztah modelu k normovým veličinám:

• Součinitel dotvarovánı́:

ϕ = E(t‘) J(t, t‘)− 1

• Funkce dotvarovánı́:

J(t, t‘) =
1+ ϕ(t, t‘)

E(t‘)
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Relaxace a relaxačnı́ funkce (1)

• Relaxačnı́ funce: R(t, t‘)

• Obecně neplatı́: R(t, t‘) = 1
J(t,t‘)

• Maxwellův model ε(t) = εe+ εv:

ε̇(t) = ε̇e(t) + ε̇v, ε̇e(t) =
σ̇(t)

E
, ε̇v(t) =

σ̇(t)

η
⇒ ε̇ =

σ̇(t)

E
+
σ̇(t)

η

• Zatı́ženı́ konstatnı́ deformacı́ ε̂:

σ̇(t)

E
+
σ̇(t)

η
= 0

• Obecné řešenı́:

σ(t) = C e
−E t

η = C e−
t
τ
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Relaxace a relaxačnı́ funkce (2)

• Obecné řešenı́: σ(t) = C e
−E t

η = C e−
t
τ

• Počátečnı́ podmı́nka σ(0) = 0 ⇒ σ(t) = E ε̂ e−
t
τ

• Relaxačnı́ funkce:

Ro(t) = E e−
t
τ H(t)

• Pro srovnánı́ – tvar funkce poddajnosti:

Jo(t) =

1

E
+
t

η

 H(t) ̸=
1

Ro(t)

• Vztah Jo(t) = 1
Ro(t)

platı́ jen v čase (t = 0)
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Relaxačnı́ funkce pro beton

• Přibližný vztah (Bažant a Kim):

R(t, t‘) =
0,992

J(t, t‘)
−

0,115

J(t, t−∆t)

J(tm, t‘)
J(t, tm)

− 1


• Kde:

∆t = 1 den

tm =
t− t‘

2
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Upravený efektivnı́ modul (1)

• Age-adjusted effective module (AAEM)

• Přibližný postup pro odhad vývoje deformace v čase

• Znalost počátečnı́ hodnoty E a deformacı́ v časech t1, t2

• Historie deformace:

ε(t) = α H(t− t‘) + β J(t, t‘)

σ(t) = α R(t− t‘) + β H(t, t‘)

• Z ε(t) pro časy t1, t2:

ε1 = α+ β J1, J1 = J(t1, t
‘)

ε2 = α+ β J2, J2 = J(t2, t
‘)
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Upravený efektivnı́ modul (2)

• Vyjádřenı́ α, β:

α = ε1 −
J1

J2 − J1
∆ε

β =
∆

J2 − J1

• Vyjádřenı́ napětı́ σ1, σ2:

σ1 = α R1 + β = R1 ε1 +
1−R1 J1
J2 − J1

∆ε

σ2 = α R2 + β = R2 ε2 +
1−R2 J2
J2 − J2

∆ε

• Kde R1 = R(t1, t
‘), R2 = R(t2, t

‘)
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Upravený efektivnı́ modul (3)

• Po zavedenı́ ∆σ = σ(t2)− σ(t1) = σ2 − σ1:

∆σ = α (R2 −R1) = (R2 −R1) ε1 + Eef ∆ε

• Kde upravený efektivnı́ modul:

Eef =
(R1 −R2)J1
J2 − J1
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Upravený efektivnı́ modul (4)

• Při praktických výpočtech (řešı́me v t): t1 = t‘+∆t, t2 = t:

R1 = E, R2 = R, J2 = J

• A tedy:

Eef =
E −R

E J − 1
=
E −R

ϕ
, σ1 = E ε1,

∆ε =
E −R

E
ε1 +

∆σ

Eef
, J1 =

1

E

• Uvedený postup vede k přibližným výsledkům!
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Přı́klad: exponenciálnı́ algoritmus
pro Kelvinův článek (1)

• Jednoduchý exponenciálnı́ algoritmus:

εi = βi ε
i−1 + (1− βi)

σi−1/2

E
, βi = e−

∆ti
τ

• Zadánı́ (viz literatura): E = 30MPa, τ = 10 s, zatı́ženı́ se

měnı́ lineárně z 0 MPa na 1,5 MPa po dobu 30 s, poté je

konstatntnı́. Proveďte výpočet pro t = 0...90 s.

• Proveďte řešenı́ pro délku kroku 2, 10 a 30 sekund.

• Řešenı́ v Matlab/Octave
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Přı́klad: exp. alg. pro Kelv. čl. (2)

Zadánı́ přı́prava dat pro délku kroku 2 s:

dt = 2 ; % casovy krok (s):

kroku = 90/dt; % pocet kroku:

E = 30e9 ; % modul pruznosti (Pa):

tau = 10; % retardacni cas (eta/E) (s):

cas = zeros(kroku,1);

sigma = zeros(kroku,1);

epsilon = zeros(kroku,1);

beta = exp(-dt/tau) ;
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Přı́klad: exp. alg. pro Kelv. čl. (3)
for i=1:kroku

cas(i) = i*dt;

if cas(i)<30; sigma(i)=((cas(i)-dt*0.5)/30)*1.5e6;

else ; sigma(i) = 1.5e6;

end

if i == 1

epsilon(i)=(1-beta)*(sigma(i)/E) ; % epsilon(0)=0

else

epsilon(i)=beta*epsilon(i-1)+(1-beta)*(sigma(i)/E);

end

end
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Přı́klad: exp. alg. pro Kelv. čl. (4)
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Přı́klad: numerická integrace pro
Kelvinův článek (1)

• Obdélnı́kové pravidlo: ε(t) ≈ ∑k
i=1 J(t, ti−1/2) (σi − σi−1)

• Funkce poddajnosti Kelvinova článku:

Jo(t) =
1

E

[
1− e

(−E
η t)

]
H(t)

• Zadánı́: E = 30MPa, τ = 10 s, zatı́ženı́ se měnı́ lineárně

z 0 MPa na 1,5 MPa po dobu 30 s, poté je konstatntnı́.

Proveďte výpočet pro t = 0...90 s.

• Proveďte řešenı́ pro délku kroku 2 sekundy.

• Řešenı́ v Matlab/Octave
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Přı́klad: num. int. pro Kelv. čl.
(2)

Zadánı́ a datová pole:

dt = 2 ; % casovy krok (s):

kroku = 90/dt ; % pocet kroku:

E = 30e9 ; % modul pruznosti (Pa):

tau = 10; % retardacni cas (eta/E) (s):

cas = zeros(kroku+1,1);

sigma = zeros(kroku+1,1);

epsilon = zeros(kroku+1,1);

J = zeros(kroku+1,1);
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Přı́klad: num. int. pro Kel. čl. (3)
for i=2:kroku+1

cas(i) = (i-1)*dt;

if cas(i)<30; sigma(i)=((cas(i)-dt*0.5)/30)*1.5e6;

else ; sigma(i) = 1.5e6;

end

for j=2:i

J(j)=(1/E)*(1.0-exp(-(cas(i)-cas(j)+dt*0.5)/tau));

epsilon(i)=epsilon(i)+J(j)*(sigma(j)-sigma(j-1));

end

end
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Přı́klad: num. int. pro Kelv. čl.
(4)
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Přı́klad: numerická integrace pro
Maxwellův článek (1)

• Obdélnı́kové pravidlo: ε(t) ≈ ∑k
i=1 J(t, ti−1/2) (σi − σi−1)

• Funkce poddajnosti Maxwellova článku:

Jo(t) =
1

E

1+
t

η

 H(t)

• Zadánı́: E = 30MPa, τ = 10 s, zatı́ženı́ se měnı́ lineárně

z 0 MPa na 1,5 MPa po dobu 30 s, poté je konstatntnı́.

Proveďte výpočet pro t = 0...90 s.

• Proveďte řešenı́ pro délku kroku 2 sekundy.

• Řešenı́ v Matlab/Octave
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Přı́klad: num. int. pro Maxw. čl.
(2)

Zadánı́ a datová pole:

dt = 2 ; % casovy krok (s):

kroku = 90/dt ; % pocet kroku:

E = 30e9 ; % modul pruznosti (Pa):

tau = 10; % retardacni cas (eta/E) (s):

cas = zeros(kroku+1,1);

sigma = zeros(kroku+1,1);

epsilon = zeros(kroku+1,1);

J = zeros(kroku+1,1);
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Přı́klad: num. int. pro M. čl. (3)
for i=2:kroku+1

cas(i) = (i-1)*dt;

if cas(i)<30; sigma(i)=((cas(i)-dt*0.5)/30)*1.5e6;

else ; sigma(i) = 1.5e6;

end

for j=2:i

J(j)=(1/E)*(1.0+((cas(i)-cas(j)+dt*0.5)/tau));

epsilon(i)=epsilon(i)+J(j)*(sigma(j)-sigma(j-1));

end

end
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Přı́klad: num. int. pro Maxw. čl.
(4)
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Homogennı́ konstrukce
při neměnném zatı́ženı́ (1)

• Pro libovolnou deformačnı́ veličinu δ(t):

δ(t) = δ0

(
1+ ϕ(t, t‘)

)

• kde δ0 je počátečnı́ deformace a:

ϕ(t, t‘) = E(t‘)J(t, t‘)− 1

• Při nehomogennı́ konstrukci a/nebo při proměnném zatı́ženı́

se situace podstatně komplikuje.
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Homogennı́ konstrukce
při neměnném zatı́ženı́ (2)
• Stanovte svislou deformaci v mı́stě X zadaného prutu, pokud

je chovánı́ použitého materiálu popsáno Kelvinovým mod-

elem (tau1 = 500s, τ2 = 1000 s).

• Zadánı́: E = 30 MPa, průřez je obdélnı́kový o rozměrech

b = 0.2 m, h = 0.3 m, rozpětı́ je L = 3 m a zatı́ženı́

q = 10 kN/m.
q

L/2 L/2X
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Homogennı́ konstrukce... (3)
q

L/2 L/2X

Svislá deformace v bodě X (viz SSKI):

wX =
5

384

q L4

E I

Svislá deformace v bodě X v čase t:

wX(t) =
5

384

q L4

E I

[
E(t‘) J(t, t‘)− 1

]
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Homogennı́ konstrukce... (4)
q

L/2 L/2X

• Funkce poddajnosti Kelvinova článku:

J(t, t‘) = Jo(t− t‘) =
1

E

[
1− e

(−E
η (t−t‘))

]
H(t, t‘)

• Řešenı́ pomocı́ Octave/Matlab

• Výpočet pro čas 0− 9000 s
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Homogennı́ konstrukce... (5)

dt = 2; % casovy krok (s):

kroku = 9000/dt ;% pocet kroku:

E = 30e9;% modul pruznosti (Pa):

tau = 1000;% tau -retardacni cas (eta/E) (s):

I = 1/12*0.2*0.3ˆ3 ;% Moment setrvacnosti:

L = 3 ; % delka prutu

q = 10e3 ;% spojite zatizeni

cas = zeros(kroku+1,1);

w = zeros(kroku+1,1);

J = zeros(kroku+1,1);
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Homogennı́ konstrukce... (6)

wo = (5/384)*(q*Lˆ4)/(E*I) ;

w(1) = 0 ;

cas(1) = 0 ;

for i=2:kroku+1

cas(i) = (i-1)*dt;

J(i) = (1/E)*(1.0-exp(-(cas(i)/tau)));

w(i) = wo * (1 + (E*J(i) - 1) );

end
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Homogennı́ konstrukce... (7)
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Maticová forma AAEM (1)

• Podle: Bažant, Z. P.: Matrix Force-Displacement Relation in

Aging Viscoelasticity, Journal of Engineering Mechanics, Vol.

113, No, 8, ASCE, 1987

• V maticovém tvaru – vektor přı́růstků vnějšı́ch sil:

∆F = (Ro −R)
[
Jo (J− Jo)

−1 ∆u− uo
]

• V maticovém tvaru – vektor přı́růstků deformacı́:

∆u = (J− Jo)
[
Ro (Ro −R)−1 ∆u− uo

]

• Uvedený postup vede k přibližným výsledkům!
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Maticová forma AAEM (2)

• Použijeme:

∆u = (J− Jo)
[
Ro (Ro −R)−1 ∆u− uo

]

• kde R je matice relaxace materiálu:

R(t, t‘) = R(t, t‘) K

• kde R je matice poddajnosti materiálu:

J(t, t‘) = J(t, t‘) K−1

• K je sestaveno pro jednotkový modul pružnosti (E = 1) a

může být pro každý prut sestavena jinak (jiné E, J , R).
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Maticová forma AAEM (3)

• Přı́klad: Stanovte a vykreslete deformace na homogennı́m

rámu, vlastnosti materiálu jsou popsány Maxwellovým článkem,

v prvnı́ch pěti letech, je-li dáno: E = 30GPa, τ = 5 let, b×

h = 0.3× 0.4m

• Zatı́ženı́ F = 1 kN (menšı́ sı́ly majı́ polovičnı́ velikost) se

zvětšuje o 5% za rok.

• Schéma rámu je na dalšı́m snı́mku
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Maticová forma AAEM (4)

5 m

3 
m
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Maticová forma AAEM (5)

Výsledné deformace:

64



Maticová forma AAEM (6)

Program v Octave/Matlab (algoritmus):

Jof = 1/E ;

Rof = E ;

Jf = (1/E) * (1 + t1/tau)

Rf = E * exp (-t1/tau)

Jo = Jof * D ;

Ro = Rof * K ;

J = Jf * D ;

R = Rf * K ;

du = (J-Jo)*( (Ro*inv(Ro-R))*(F*ff) + F);
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Dalšı́ (po)drobnosti

Podrobnějšı́ popis, přı́klady aj.:

• Jirásek, M., Zeman, J.: Přetvářenı́ a porušovánı́ materiálů,

ČVUT v Praze, 2006, 2010

66


