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Náplň předmětu

1. opakovánı́ teorie pružnosti:

• základnı́ vztahy a veličiny v prostoru,

• plošné konstrukce: stěny, desky, skořepiny,

2. modely nelineárnı́ho chovánı́ materiálů:

• časové závislé jevy (dotvarovánı́),

• pružně–plastické chovánı́

• lineárnı́ lomová mechanika (křehké materiály),

• nelineárnı́ lomová mechanika (kvazikřehké materiály),

• únava materiálu.

2
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Brno, 1992 (skriptum)
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1981 (celostátnı́ učebnice)

3
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Základnı́ předpoklady – lin. mech.

• látka studovaného tělesa je spojitá

• látka je homogennı́ (ve všech mı́stech stejné vlastnosti)

• látka je isotropnı́ (ve všech směrech stejné vlastnosti)

• látka se chová lineárně pružně (tzv. Hookeův zákon)

• těleso je vystaveno jen malým deformacı́m
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Isotropnı́ a anisotropnı́ materiál

• isotropnı́: ve všech směrech stejné vlastnosti

• anisotropnı́: v různých směrech různé vlastnosti

• ortotropnı́: různé vlastnosti ve vzájemně kolmých směrech
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Téma 1:
Základnı́ úloha teorie pružnosti

• základnı́ veličiny

• geometrické vztahy

• diferenciálnı́ podmı́nky rovnováhy

• fyzikálnı́ rovnice (konstitutivnı́ vztahy)

• podmı́nky kompatibility
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Základnı́ veličiny
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Vektor napětı́

σ = {σx, σy, σz, τxy, τyz, τzx}T

(1)

Vektor deformacı́

ε = {εx, εy, εz, γxy, γyz, γzx}T

(2)

Vektor posunutı́

u = {ux, uy, uz}T (3)
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Geometrické vztahy (1)

Vyjadřujı́ vztahy mezi posunutı́mi a deformacemi.
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Geometrické vztahy (2)
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εx =
A′B′ −AB

AB
=

(x+ dx+ u+ ∂u
∂xdx)− (x+ u)− dx

dx
=

∂u

∂x
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Geometrické vztahy (3)

Normálové deformace

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εz =

∂w

∂z
, (4)

smykové deformace

γyz = γzy =
∂v

∂z
+

∂w

∂y
(5)

γzx = γxz =
∂w

∂x
+

∂u

∂z
(6)

γxy = γyx =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
. (7)
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Geometrické vztahy (4)

Uvedené vztahy obecně neplatı́:

γyz = γzy,

γzx = γxz,

γxy = γyx.

Předpoklad o vzájemnosti smykových napětı́ se odvozuje

z přibližného splněnı́ momentových podmı́nek rovnováhy na

elementu tělesa. Na smykové deformace se pohlı́žı́ obdobně.
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Diferenciálnı́ podmı́nky rovnováhy
(1)
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∂σx

∂x
dx, τxy‘ = τxy +

∂τxy

∂x
dy, ... (8)
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Diferenc. podmı́nky rovnováhy (2)

σx‘ = σx +
∂σx

∂x
dx, τxy‘ = τxy +

∂τxy

∂y
dy, ...

∑
Fi,y = (σ′x−σx) dx dy+(τxy−τ ′xy) dx dz+(τxz−τxz‘) dx dy = 0

(σx−σx−
∂σx

∂x
dx) dx dy+(τxy−τxy−

∂τxy

∂y
dy) dx dz+(τxz−τxz−

∂τxzz

d
z) dx dy = 0

A po úpravě:
∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
= 0 (9)
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Diferenc. podmı́nky rovnováhy (3)

∂σx

∂x
+

τxy

∂y
+

τxz

∂z
+X = 0

∂τxy

∂x
+

σy

∂y
+

τyz

∂z
+ Y = 0 (10)

∂τzx

∂x
+

τzy

∂y
+

σz

∂z
+ Z = 0

kde X,Y , Z jsou objemové sı́ly.
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Fyzikálnı́ rovnice (1)

Vyjadřujı́ vztahy mezi napětı́mi a deformacemi.

Hookeův zákon v 1D (tah/tlak):

εx =
σx

E

F

L L∆

Αx

εx =
∆L

L
=

∂L

∂x

σx =
F

A
= E εx
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Fyzikálnı́ rovnice (2)

Hookeův zákon v prostoru:

εx =
1

E
[σx − ν (σy + σz)] , γyz =

τyz

2 G

εy =
1

E
[σy − ν (σx + σz)] , γxz =

τxz

2 G
(11)

εz =
1

E
[σz − ν (σx + σy)] , γxy =

τxy

2 G
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Shrnutı́

15 neznámých veličin:

3 složky posunutı́ u

6 složek deformacı́ ε

6 složek napětı́ σ

15 rovnic:

6 geometrických rovnic

6 fyzikálnı́ch rovnic

3 podmı́nky rovnováhy
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Podmı́nky kompatibility (1)

Vyjadřujı́ spojitost deformacı́ – těleso spojitě vyplněné látkou

zůstane spojité i po deformaci.

Rovnice kompatibility se zı́skajı́ eleminacı́ složek posunutı́ u

v geometrických rovnicı́ch.

∂2εx

∂y2
+

∂2εy

∂x2
+ =

∂2εxy

∂x∂y

∂2εy

∂z2
+

∂2εz

∂y2
+ =

∂2εyz

∂y∂z
(12)

∂2εz

∂x2
+

∂2εx

∂z2
+ =

∂2εzx

∂z∂x
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Podmı́nky kompatibility (2)

∂2εx

∂y∂z
=

1

2

−∂γyz

∂x
+

∂γxz

∂y
+

∂γxy

∂z


∂2εy

∂z∂x
=

1

2

+∂γyz

∂x
−

∂γxz

∂y
+

∂γxy

∂z

 (13)

∂2εz

∂x∂y
=

1

2

+∂γyz

∂x
+

∂γxz

∂y
−

∂γxy

∂z



Pro úlohu rovinné napjatosti (viz dále) se redukujı́ na tvar:

∂2εx

∂y2
+

∂2εy

∂x2
=

∂2γxy

∂x∂y
(14)
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Téma 2: Rovinný problém

Řešı́me plošné konstrukce zatı́žené a uložené v jejich střednicové

rovině.

Dvě varianty rovinného problému:

• rovinná deformace

• rovinná napjatost
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Rovinná deformace

1

Obsahuje složky deformace

ležı́cı́ pouze v rovině (x− y):

ε = {εx, εy, γxy}T (15)

Konstrukce se nemůže volně deformovat ve směru osy z, a

proto v nı́ existuje nenulové napětı́ σz:

σ = {σx, σy, σz, τxy}T (16)
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Rovinná napjatost
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Obsahuje složky napětı́ ležı́cı́

pouze v rovině (x− y):

σ = {σx, σy, τxy}T (17)

Stěna se může volně deformovat ve směru osy z, složka de-

formace εz je proto nenulová:

ε = {εx, εy, εz, γxy}T (18)
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Měrné stěnové sı́ly
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m
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Rovinný problém – shrnutı́ (1)

Podmı́nky rovnováhy

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+X = 0 (19)

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
+ Y = 0

Geometrické rovnice

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, γxy = γyx =

∂u

∂y
+

∂v

∂x
. (20)
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Rovinný problém – shrnutı́ (2)

Fyzikálnı́ rovnice: prostor

εx =
1

E
[σx − ν (σy + σz)] , γyz =

τyz

2 G

εy =
1

E
[σy − ν (σx + σz)] , γxz =

τxz

2 G
(21)

εz =
1

E
[σz − ν (σx + σy)] , γxy =

τxy

2 G
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Rovinný problém – shrnutı́ (3)

Fyzikálnı́ rovnice: rovinná napjatost

εx =
1

E
[σx − ν (σy)]

εy =
1

E
[σy − ν (σx + σz)] (22)

γxy =
τxy

2 G

εz =
1

E
(−µσx − µσy)
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Rovinný problém – shrnutı́ (4)

Fyzikálnı́ rovnice: rovinná napjatost (inverznı́ tvar)

σx =
E

1− µ2
(εx + µ εy)

σy =
E

1− µ2
(εy + µ εx) (23)

τx =
E

2(1− µ)
γxy
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Rovinný problém – shrnutı́ (5)

Fyzikálnı́ rovnice: rovinná deformace

σx =
E

(1 + µ)(1− 2µ)
[(1− µ) εx + µ εy]

σy =
E

(1 + µ)(1− 2µ)
[µ εx + (1− µ) εy] (24)

τx =
E

(1 + µ)(1− 2µ)
γxy

1

2
(1− µ)

σz = µ (σx + σy)
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Rovnice stěny (1)

Podmı́nka kompatibility stěny:

∂2εx

∂y2
+

∂2εy

∂x2
=

∂2γxy

∂x∂y
(25)

Dosaďme vztahy Hookeova zákona:

εx =
1

E
[σx − ν (σy)] , εy =

1

E
[σy − ν (σx)] , γxy =

2(1+ µ)τxy
E

(26)

Tedy:

∂2 [σx − νσy]

∂y2
+

∂2 [σy − νσx]

∂x2
=

2(1+ µ)∂2τxy
∂x∂y

(27)
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Rovnice stěny (2)

Po úpravách zı́skáme:

∂2σx

∂y2
−µ

∂2σy

∂y2
+

∂2σy

∂x2
−µ

∂2σx

∂x2
−

2(1 + µ)∂2τxy
∂x∂y

= 0 (28)

Podmı́nky rovnováhy (pro nulové objemové sı́ly):

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0,

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
= 0 (29)

Tedy:
∂τxy

∂x
= −

∂σy

∂y
,

∂τxy

∂y
= −

∂σx

∂x
(30)
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Rovnice stěny (3)

Zı́skáme vztah:

∂2σx

∂y2
−µ

∂2σy

∂y2
+

∂2σy

∂x2
−µ

∂2σx

∂x2
+(1+µ)

∂2σx

∂x2
+(1+µ)

∂2σy

∂y2
= 0

(31)

Po úpravě zı́skáme Lévyho pomı́nku:

∂2σx

∂x2
+

∂2σx

∂y2
+

∂2σy

∂y2
+

∂2σy

∂x2
= 0 (32)

Airyho funkce F – popisuje stav napjatosti stěny tak, že platı́:

σx =
∂2F

∂y2
, σy =

∂2F

∂x2
, τxz = −

∂2F

∂x∂y
. (33)
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Rovnice stěny (4)

Stěnová rovnice – podmı́nka kompatibility stěny (32) vyjádřená

pomocı́ Airyho funkce:

∂4F

∂x4
+2

∂4F

∂x2∂y2
+

∂4F

∂y4
= 0 (34)

Tento vztah je možné využı́vat k dalšı́m výpočtům.
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Přı́klad průběhu normálových napětı́

N
S

N . . . nosnı́kové řešenı́,

S . . . stěna (rovinná napjatost).
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Aplikace stěnové rovnice I (1)

Zadánı́:

Na obdélnı́kové stěně o rozměrech b a h je dána Airyho funkce

ve tvaru F = 2× x3 +4× x2 × y2. Stanovte průběhy napětı́

σx na okrajı́ch stěny a ve svislém řezu uprostřed.
b

h

y

x
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Aplikace stěnové rovnice I (2)

Řešenı́:

σx =
∂2F

∂y2
= 8× x

σy =
∂2F

∂x2
= 12× x+2× y2

τxz = −
∂2F

∂x∂y
= −16× x× y
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Aplikace stěnové rovnice II (1)

Zadánı́:

Stanovte tvar Airyho funkce na obdélnı́kové stěně o rozměrech

L a h vlevo vetknuté a vpravo zatı́žené silou (viz obrázek).

Tloušťka stěny je 1.
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Aplikace stěnové rovnice II (2)

Volba tvaru Airyho funkce:

F = a× x2 × y + b× x× y2

kde a, b jsou zatı́m neznámé konstanty.

Funkce musı́ vyhovovat stěnové rovnici ∂4F
∂x4

+ 2 ∂4F
∂x2∂y2

+

∂4F
∂y4

= 0:

∂4F

∂x4
= 0,

∂4F

∂x2∂y2
= 0,

∂4F

∂y4
= 0
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Aplikace stěnové rovnice II (3)

Airyho funkce:

F = a× x2 × y + b× x× y2

Vyjádřenı́ napětı́:

σx =
∂2F

∂y2
= 2× a× x2 +2× a× x

σy =
∂2F

∂x2
= 2× a× y2

τxz = −
∂2F

∂x∂y
= −4× a× x− 2× b× y
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Aplikace stěnové rovnice II (4)

Stanovenı́ a, b z okrajových podmı́nek:

• pro x = L je σx = 0: 2× a×L2+2× a× x = 0 ⇒ a =

− b
3×L

• pro x = b je
∫L
0 τxydy = P :

∫L
0 (−4×a×x−2×b×y)dy =

−2× a× L× h2 − b× h2 = P ,

tedy c× h3 − c× h3 = P ⇒ b = − 3×P
5×h2

Po dosazenı́ zı́skáme Airyho funkci: F = P
5×h2×L

×x2×y2−
3×P
5×h2

× x× y2
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Téma 3: Nosné desky

Deska je těleso, které má jeden rozměr mnohem menšı́ než

rozměry zbývajı́cı́.

Zatı́ženı́ desky je orientováno výhradně kolmo k jejı́

střednicové rovině.

1. Kirchhoffova teorie ohybu tenkých desek (h/L < 1/10)

2. výpočet deformačnı́ch a silových veličin na tenké desce

metodou sı́tı́

3. Mindlinova teorie pro tlusté desky (h/L < 1/5)
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Kirchhoffova teorie ohybu tenkých
desek (K1)

• ,,technická teorie“ ohybu tenkých desek

• jednotlivé vrstvy desky na sebe netlačı́

σz = 0

• normálová napětı́ ve střednicové rovině

jsou nulová

• body ve střednicové rovině se mohou

přemisťovat pouze ve směru osy z

• normály střednicové roviny zůstávajı́ i

po deformaci přı́mé a kolmé k této

rovině

z

ϕ

h

w(x,y)u
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Vnitřnı́ sı́ly na desce (K2)

Posunutı́ a pootočenı́ : w, φx, φy [m]

Napětı́: σx, σy, τxy, τxz, τyz [Pa]

Poměrné deformace: εx, εy, γxy [−]

Měrné vnitřnı́ sı́ly:

Měrné momenty: mx,my (ohybové), mxy (krouticı́) [N m
m ], [N ]

Měrné posouvajı́cı́ sı́ly: qx, qy [Nm]
44



Vnitřnı́ sı́ly na desce (K3)

x

y

τ

τ

σ
σ

τ

τ

yz yx 

y

xz 

xy

x

m m

m mx

yyx

xy qx

qy

z
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Deformace a poměrné deformace
(K4)

z

ϕ

h

w(x,y)u

u = −z
∂w

∂x
, v = −z

∂w

∂y
(35)

εx =
∂u

∂x
= −z

∂2w

∂x2

εy =
∂u

∂y
= −z

∂2w

∂y2
(36)

γxy =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
= −2 z

∂x

∂y
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Fyzikálnı́ rovnice na desce
(Hookeův zákon) (K5)

σx =
E

1− µ2
(εx + µ εy) = −

E

1− µ2

∂2w
∂x2

+ µ
∂2w

∂y2


σy =

E

1− µ2
(εy + µ εx) = −

E

1− µ2

∂2w
∂y2

+ µ
∂2w

∂x2


τxy = G γ = −

E

2 (1 + µ)
2 z

∂2w

∂x∂y
(37)
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Vnitřnı́ sı́ly na desce (K6)

mx =
∫ t/2

−t/2
σx z dx = −D

∂2w
∂x2

+ µ
∂2w

∂y2

 ,

my =
∫ t/2

−t/2
σy z dx = −D

µ∂2w
∂x2

+
∂2w

∂y2

 , (38)

mxy =
∫ t/2

−t/2
τxy z dx = −D (1− µ)

∂2w

∂x y
,

kde D je desková tuhost: D = E t3

12(1−µ2)

qx =
∫ t/2

−t/2
τxzdz = −D

∂3w
∂x3

+
∂3w

∂x∂y2



qy =
∫ t/2

−t/2
τyzdz = −D

∂3w
∂x3

+
∂3w

∂x2∂y

 (39)
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Mindlinova teorie ohybu desek

Mindlin předpokládal, že normály střednicové roviny zůstanou

po deformaci přı́mé, avšak nemusı́ být kolmé k této rovině.

Kirchhoff Mindlin
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Technická teorie skořepin (1)

• tenké skořepiny – viz předpoklady Kirchhoffovy teorie pro

desky

• vnitřnı́ sı́ly typické pro stěny i desky (vzájemně se ovlivňujı́cı́)

• ohybový stav: mx, my, mxy, qx, qy

• membránový stav: nx, ny, nxy
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Technická teorie skořepin (2)

Ohybový stav:

y

x

ττ

σ
σ

τ

τ

qxy

yx y

x

r

z

yq

x

xz 

y

yx yz

xy

mm

mm

x
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Technická teorie skořepin (3)

Membránový stav:

n

r

z
y

x

n

y

x

yx

xyn
n
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Rotačnı́ symetrie (1)

• Předpoklad: membránový stav nap-

jatosti

• Podmı́nky: rotačně symetrické zatı́ženı́,

podepřenı́ nesmı́ rušit membránovou

napjatost

o

t

R R

53



Rotačnı́ symetrie (2)

Vnitřnı́ sı́ly nx, ny:

nxxr

ny

o

z

y

z
x

α
r

Smyková složka nxy = 0 (podmı́nky symetrie).
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Rotačnı́ symetrie (3)

ny

dϕ
r

dϕ

ϕ

r pxzp
r  dαx

(r +dr)d

nx

nx+ dn
d

dα
α

n

n

y

y x
dαx

∑
Fi,x = 0:

(nx+dnx
dα )(r+dr)dφ−ncrdφ−nyrxdαdφ cosα+pxrdφrxdα =

= 0
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Rotačnı́ symetrie (4)

ny

dϕ
r

dϕ

ϕ

r pxzp
r  dαx

(r +dr)d

nx

nx+ dn
d

dα
α

n

n

y

y x
dαx

∑
Fi,y = 0:

nxr dφdα+ nyrxdαdφ sinα+ pzrdφrxdα = 0
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Rotačnı́ symetrie (zjednod.) (5)

ny

dϕ
r

dϕ

ϕ

r pxzp
r  dαx

(r +dr)d

nx

nx+ dn
d

dα
α

n

n

y

y x
dαx

dnxr
dα − nyry cosα+ pxr rx = 0

nx
rx

+ ny
ry

+ pz = 0, kde ry = r
sinα
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Rotačnı́ symetrie (6)

Zjednodušenı́ pro sı́lu (nebo výslednici zatı́ženı́) Q ve vrcholu:

t

R R

Q Podmı́nka ∑
Fi.y = 0:

2πrnx sinα+Q = 0

Sı́ly:

nx = −
Q

2πr sinα

ny =
Q

2πr sin2α
−

pzr

sinα
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Kulová báň (1)

fa

b

q a =
f2 + b2

2f

Q = qπr2 = qπa2 sin2α

pz = q cos2α

nx = −
qπa2 sin2 a

2πa sin2α
= −

1

2
qa

ny =
qπa2 sin2 a

2πα sin2α
=

(
1

2
− sin2α

)
qa
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Kulová báň (2)

b

a f

q

α

Q = q2πa2(1− cosα)

pz = q cosα

nx = = −
1

1+ cosα
qa

ny = =
(

1

1+ cosα
− cosα

)
qa
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Kuželová báň (1)

q

f

a
r

rx = ∞

Q = q2πa2

pz = q cos2α

nx = = −
1

2 sinα
qa

ny = = −q a cosα cotα
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Kuželová báň (2)

f

a
r

q

rx = ∞

Q =
qπ a

cosα

pz = q cosα

nx = = −
1

2 sin 2α
qa

ny = = −q a cotα
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Ohybová teorie:
podmı́nky rovnováhy (1)

Podmı́nky rovnováhy:
∑

Fi,x = 0 :
(
nx +

dnx

dx
dx

)
adφ− nxadφ+ pxadφdx = 0∑

Fi,y = 0 :
(
qx +

dqx

dx
dx

)
adφ− qxadφ+ nydφdx+ pzadφdx = 0∑

Mi,y = 0 :
(
mx +

dmx

dx
dx

)
adφ−mxadφ+ qxadφdx = 0
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Ohybová teorie:
podmı́nky rovnováhy (2)

Po úpravě:

dnx

dx
+ px = 0

dqx

dx
+

ny

a
= 0

dmx

dx
− qx = 0
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Ohybová teorie:
geometrické rovnice

εx =
du

dx

εy = −
w

a
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Ohybová teorie:
fyzikálnı́ rovnice (1)

nx =
E h

1− ν2
(εx + νεy) =

E h

1− ν2

(
du

dx
− ν

w

a

)

ny =
E h

1− ν2
(εy + νεx) =

E h

1− ν2

(
−
w

a
+ ν

du

dx

)
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Ohybová teorie:
fyzikálnı́ rovnice (2)

Pro nx = 0 (protože dnx
dx = −px, tj. nx závisı́ jen na px):

ny = −
Eh

a
w

Momenty:

mx = −D
d2w

dx2

my = νmx
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Ohybová teorie:
základnı́ rovnice úlohy

D
d4w

dx4
+

Eh

a2
w = pz

Rovnici je možno řešit stejně jako rovnici stěny nebo desky.
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Aplikace: kruhový válec (1)

D
d4w

dx4
+

Eh

a2
w = pz =⇒ D

d4w

dx4
+

4

c4
w =

pz

D
,

kde

c =
1

4
√
3(1−mu)

√
ah

Pro ν = 0,2 (beton): c = 0,768
√
ah
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Aplikace: kruhový válec (2)

D
d4w

dx4
+

4

c4
w =

pz

D
,

Partikulárnı́ řešenı́:

wo =
a2pz

Eh

Obecné řešenı́:

w1 = C1f1 + C2f2 + C3f3 + C4f4
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Aplikace: kruhový válec (3)

Funkce fi:

f1 = e−
x
ccos

x

c

f2 = e−
x
csin

x

c

f3 = e−
l−x
c cos

l − x

c

f4 = e−
l−x
c cos

l − x

c

Konstanty Ci se určı́ z okrajových podmı́nek.

71



Aplikace: kruhový válec (4)

Okrajové podmı́nky:

• volný (nezatı́žený) okraj: mx = 0, qx = 0

• kloub: mx = 0, w = 0

• vetknutı́: w = 0, dw
dx = 0
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Aplikace: kruhový válec (5)

Srovnánı́ membránového (M) a ohybového (O) řešenı́ pro zatı́ženı́

hydrostatickým tlakem:

L

aLγ

MEMB. OHYB.

xq
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