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Algoritmus
obecné deformacni metody

Stanoveni stupné pretvarné neurcitosti a neznamych.
Sestaveni lokalnich matic tuhosti prutd K:j]

Transformace do globalniho systému soufadnic Kj; = T x Kf x T
Lokalizace K;; do matice tuhosti konstrukce K

Vypocet primarnich vektoru R{i na prutech a jejich transformace do
globalnich soufadnic: R;; = Tt x R}

Lokalizace clenu R;; do vektoru zatizeni konstrukce F

Zavedeni stycnikovych zatizeni do do vektoru zatizeni konstrukce F
Vypocet u reSenim rovnice K x u = F.

9. Sestaveni vektorl deformaci prutu u;; z vektoru u

10. Prevedeni u;; do lokalnich souradnic: u;fi =T X uy;
11. Vypocet koncovych sil na prutech: F;’f] = K;kJ X u{i
12. Vykresleni vysledkl apod.
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Pfiklad 1: pravouhly ram (1)

Zadani: Stanovte prabéhy vnitfnich sil na zadaném ramu se zadanymi pa-
rametry.

Veli¢ina Hodnota Jednotka
E 20 GPa
Aq 0.02 m?2
Ao 0.01 m?
1.1 16,7 x 107° m#
Lo 8,3 x 107° m*

Stupen pretvarné neurditosti urcete tak, at je
v Uloze co nejméné neznamych.




Priklad 1: pravouhly ram (2)

Stupen statické neurcitosti:

Sn:v—3_|_3><u_k:5_3xo_1:1 /3kN/m

Stupen pretvarné neurcitosti: b

e Stycnik a: 0 (vSechny 3 deformace jsou
znamée).

e StyCnik b: 2 (prut a — b ma i pootoceni,
ale to se neprenasi do zadného dalsiho
prutu — nepotrebujeme ho).

e Stycnik ¢: 0 (vSechny 2 posunuta
jsou znama, pootoceni bychom mozné
pocitat, ale neni divod — neprenasi se do a
zadného dalsiho prutu, ani do podpory). 3m

10 kN 2

Tedy stupen pretvarné neurcitosti je 2 a
neznamé budou wuy, wy,.




Priklad 1: pravouhly ram (3)

/0 3 kN/m
Jaké pruty pouzijeme:

e a — b: oboustranné pruzné upnuty (| ——1) b C

e b — c: oboustranné pruzné upnuty (| --1) 10KN 5 A
A pouzijeme jen Cleny matic vztahujici se k
Up, Wp-

1 4m

Alternativné muzeme pouzit:

e a—b:Vvapruzne upnuty, v bkloub (| --o) a Al

e b—c:vbkloub, v v pruzné upnuty (o—-1) 3m

Konec¢né vysledky budou stejné. < =



Priklad 1: pravouhly ram (4)

Matice tuhosti konstrukce: 3 kN/m
[ up  wp a
up | k11 k12 b C
wy | ko1 k22
- 10 kN 2 i

Vektor uzlovych zatizeni konstrukce:
F } 1 4m
sz

Vektor (uzlovych) deformaci konstrukce:

Wy




Priklad 1: pravouhly ram (5)

Matice tuhosti prutu 1 (a — b):

Uq, Waq, Pa Up Wy, ©b
wg | A1 0 0 B A 0 0
a Ly Ly
w 0 12FEI; 6FEIL 0 12 EI; 6EI
a L3 L2 L3 L2
0 6 b[l 4 E]ll 0 6 Elq 2 El4
Pa L2 Ly L? Ly
wy, | —EA1 0 0 E A 0 0
b Lq Ly
w 0 12 EI; 6FEIL 0 12 EI4 6 Ely
b L3 L2 L3 L2
0 6 Elll 2 Elll 0 6 Elll 4 Elll
Pb L2 Ll L2 Ll




Priklad 1: pravouhly ram (6)

Matice tuhosti prutu 1 (a — b) s Cisly:

Kap =
I Ugq, Wq Pa Ug Wy Yb
Uq | 108 O 0 —1e08 0 0
wq | O 6.262e04 —1.2525€e05 O —2.505e05 —1.252¢05
va| 0 —1.252e05 3.3400e05 O 1.252e05 1.670e05
up | 1e08 O O —1e08 O O
wp| 0 —6.262¢04 1.2525€e05 O 6.262e04 1.252e05
| ©p O —1.252e05 1.6700e05 O 1.252e05  3.340e05

Prut nelezi v ose x, tuto matici v lokalnich souradnicich tedy budeme po se-
staveni jesté muset transformovat do ,,spravné” polohy.




Priklad 1: pravouhly ram (7)

Transformacni matice pro prut a — b:

sin(v1) = sin(—w/2) =1
cos(y1) = sin(—n/2) =0

] _ - b;( c
cosyy siny; O 0 0 )

0
—S8iNn7y] CoS7Y1 O 0 0 | 10kN 2
T 0 O 1 0 0 0
ab = 0 O O cosy; siny; O
0 O O —sinvyy cosy; O 1 4m
0 O 0 0 0 1
(0 -1 00 0 O] arﬁ Y,
1 0 O 0 O 3m |
|0 0 10 0 O |
|0 0O 00 -10
O 0 01 0 O
' 0 0 00 0 1]




Priklad 1: pravouhly ram (8)

Tranformace matice tuhosti prutu 1 (a — b) do globalnich souradnic:

Kab = Tg‘b X Ki X Tab =

[ Uq, Waq, Pa Up W, ¥b
Ugq 6.262e¢04 0 1.252e05 —2.505e05 0 1.252e05
Wq 0 1e08 0 0 —1e08 0
Da 1.252e05 0 3.340e05 —1.252e05 0 1.670e05
up | ——6.262e04 O —1.252e05 6.262e¢04 0 —1.252e05
wy, O 1e08 0 O —1e08 O

| ©p 1.252e05 0 1.670e05 —1.252e05 0 3.340e05
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Priklad 1: pravouhly ram (9)

Pro sestaveni matice tuhosti konstrukce potrebujeme jen ¢leny v pozicich
up, wy, (vViz dole), ale v pozdejsich fazich vypoctu se bude cela matice hodit pro

vypocet koncovych sil — proto jsme ji hned sestavili celou.

[ Uq Waq Pa Uy Wy Yb
Uq 6.262e¢04 0 1.252e05 —2.505e05 0 1.252e05
Wq 0 1e08 0] 0 —1e08 0
Pa 1.252e05 0 3.340e05 —1.252e05 0 1.670e05
up | — — 6.262e04 0 —1.252e05 6.262e¢04 0 —1.252e05
wy, 0 1e08 O 0 —1e08 0

| ©p 1.252e05 0 1.670e05 —1.252e05 0 3.340e05
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Priklad 1: pravouhly ram (10)

Vybrané Cleny K, (tucne):

Uq, Waq, Pa Up Wy, Pb
Uq 6.262e04 0 1.252e05 —2.505e05 0 1.252e05
Wq 0 1e08 0 0 —1e08 0
Pa 1.252e05 0 3.340e05 —1.252e05 0 1.670e05
up | —— 6.262e04 0 —1.252e05 6.262e¢04 0 —1.252e05
wp, O 1e08 0 0 —1e08 0
| ©p 1.252e05 0 1.670e05 —1.252e05 0 3.340e05
viozime do K:
| Up Wy ] | Up Wy |
K= |u, k11 k1o | = | up | 6.262e04 0
Wy k271 kQ,Q | i Wy 0 —1e08 |

Pripomenuti: hodnoty do K pfi¢itame (pokud do jednoho Clenu K prispiva vice
K;; z vice prutl, tak se vsechny tyto hodnoty sectou).
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Priklad 1: pravouhly ram (11)

Matice tuhosti prutu 2 (b — ¢):

Up Wy Pb Uc We
1 1
12 EI4 6 EI; 12 EI4
wp| O L% . O =773
_6EIL 4EL 6 El,
Ki.= b 0 L? Ly O L?
E Ay E Ay
el = 120EI 6 Sj[ L1 120EI
1 1 1
We 0 o 1,3 12 0 1,3
6 EI, 2FET, 6 F1y
0] 0
v L2 L1 L3




Priklad 1: pravouhly ram (12)

Matice tuhosti prutu 2 (b — ¢) s Cisly:

14

Kpe =
_ Up Wh Yb Uc We Pc
up | 6.666e7 0 0 —6.666e07 0 0
wy, 0 1.417e5 —1.160e5 O —4.253e5 —1.160e5
Lp 0 —1.160e5 2.320e5 0] 1.160e5 1.160e5
uc | —6.666e7 0 0 —6.666e07 0 0]
We 0 —1.417e5 1.160e5 0 1.417e5 1.160e5
| ©c 0 —1.160e5 1.160e5 0 1.160e5 2.320e5




Priklad 1: pravouhly ram (12)

Transformacni matice pro prut b — c:

sin(yy) = sin(0) =0
cos(v1) = sin(0) =1

[ cosyp  sinyp O O
—Sin7y1 CcosYyi 0]
O 0
coSY1
—S1MnY1

o OO

© OOoOo
@)

©cCoowr

oNoN _NoNoNe)
OroOoOooOo
R OOOOO

Coocoow
OO0 oOoor o

oOCoOo=

s$1MY1
CcoSY1

R OOOOO

10 kN

3m

4m
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Priklad 1: pravouhly ram (13)
Tranformace matice tuhosti prutu 1 (b — b) do globalnich souradnic:

Kbc = Tgc X Ki X Tbc

Samozrejme zde musi platit Ky . = Kj,, protoze prut leZi v ose z.

16

I up wp, Pp Uc We Pc
up | 6.666e7 0 0 —6.666e07 0 O
Wy 0 1.417e5 —1.160e5 0 —4.253e5 —1.160e5
Lp 0 —1.160e5 2.320e5 0 1.160e5 1.160e5
Uc | —6.666€e7 0 0 —6.666e07 0 0
We 0 —1.417e5 1.160e5 0 1.417e5 1.160e5
| ©c 0 —1.160e5 1.160e5 0 1.160e5 2.320e5




Priklad 1: pravouhly ram (14)

Vybrané Cleny Kj, . (tuéné):

up wy, Pp Uc We Pc
up | 6.666e7 0 0 —6.666e07 0 0
wy, 0 1.417e5 —1.160e5 O —4.253e5 —1.160e5
Pp 0 —1.160e5 2.320e5 0 1.160e5 1.160e5
uc | —6.666€e7 0 0 —6.666e07 0 0
We 0] —1.417e5 1.160e5 0 1.417e5 1.160e5
| Pc 0 —1.160e5 1.160e5 0 1.160e5 2.320e5
vlozime do K:
| Up Wy ] | Up Wy ]
K= y kl,l k172 = | up | 6.273e7 0
| wy | k21 koo | | wy, 0 —9.986e7 |

Pfipomenuti: hodnoty do K pric¢itame (uz jsou tam hodnoty z K ;!).




Priklad 1: pravouhly ram (15)

Sestaveni zatézovaciho vektoru — sila v uzlu b:

[ { F,,. | 10000 }
F; 0
bz 3kN/m
Sestaveni zatézovaciho vektoru — primarni G¢inky
na prutu b — c: by,
(L ) 10 kN E
S ( )
gL 0
%2 —4500
—4 —2255 1
2
_q L —4500
—q2L2 | 2255— a
| 12 7 3am

Tedy vysledny zatéZovaci vektor s uzlovymi i

primarnimi Ucinky:
o — | Fpe [ 10000 | _ [ 10000
F,. | 4500 4500
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Priklad 1: pravouhly ram (16)

Reseni soustavy rovnic:
6.273e7 0 [ ] _ [ 10000
O —9.986e7 wp | | 4500

Vyjde (napf. vypoctem v tabulkovém kalkulatoru):

w, | _ [ 0.00015 |, .
wy, | — | 0.000045

Tedy uzel b se posune doprava a dolu.

Nyni bude potreba prevést vysledky do lokalnich souradnic jednotlivych prutl
a dopocitat koncové sily.
19



Priklad 1: pravouhly ram (17)

Ze znalosti vektoru posunuti konstrukce u:

[ w ] _] 000015
— | w, | — | 0.000045

sestavime vektor koncovych deformaci prutu a — b:

2

Uq 0
Wa O
) ¥a 0
Yab = 4, | 0.0015 |
wy, | 0.000045
L #b o0

\

Transformujeme do lokalnich souradnic:

u;b p— Tab X uab —

i

O

O

O
0.000045
—0.00015

O

] [m]

~~

3 kN/m
-
o :
10 KN 2
1 4m
a
3m

20




Priklad 1: pravouhly ram (18)

Vypocitame koncové sily na prutu a — b

(

N

4500 )
0
ab — Bap X Ugp = S — 4500
0
\ 0
—4.5 kN
0

3 kN/m
/_

o

10 kN

2

4m

21




Priklad 1: pravouhly ram (19)

Ze znalosti vektoru posunuti konstrukce u:

| w | _[ o0.00015 -
— | w, | | —0.000045
i i ) /— 3 kN/m
sestavime vektor koncovych deformaci prutu b — c:
(w, | 0.0015 ) _.'?i c
wy, | —0.000045 10 kN 2
_ ) v 0
Upc ) Ue 0 ¢
We 0 1 4m
| e 0 )
Transformujeme do lokalnich souradnic: .
[ 0.00015 ) - T |
—0.000045 |

uil;)c :Tbc X Upe — \

o O oo

22




Priklad 1: pravouhly ram (20)

Vypocitame koncové sily na prutu b — ¢

i

*
ab—Kbxub {

10000

3.38 kNm

)

s [N, Nm]

T —4.5 kN
IE.S kN @
o= M)

3 kN/m
-
o :
10 KN 2
1 4m
a —_—
3m |
I

PS. Je nutné také
zapocitat vliv primarnich
sil (zde spoijité zatizeni)!
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Vliv zmeny teploty (1)

Kazda konstrukce ma néjakou vychozi

teplotu (pri které byla sestavena nebo

kterou byla navrzena).

Pri této teploté by meéla mit minimalni

vnitrni sily.

Zmeny teploty (ohrati nebo ochlazeni)

vyvolavaji objemové zmeny prvkd kon-

strukce.

Zmeéna teploty mize byt:

— rovnomeérna ve vSech mistech kon-
strukce (prvku),

— nerovnomerna.

Zmeéna teploty mize, ale nemusi vyvolat

dodatec¢né vnitini sily v konstrukce (viz

dale).

+AT

+AT
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Vliv zmeny teploty (2)

e Zména teploty obecné neovlivhuje
vnitrni sily na staticky urcité kon-
strukci.

e Pozor na detaily konstrukci! (napr. kombi-
nace 2 materiall, nebo detaily, které jsou
samy o sobé staticky neurcité).

e Zmeéena teploty vzdy zpusobi deformaci
konstrukce.

e Ve staticky neurcéitych konstrukcich
zména teploty ma vzdy vzdy vliv na
vnitrni sily.

A AN

AT

- NV W
: E




Rovhomerna zmeny teploty
po prurezu (1)

e Pokud je nosnik ohrivan/ochlazovan rov-
nomeéerné po vysce i Sirce prurezu
dochazi k osovému prodlouzeni nebo
zkraceni nosniku. - -
e Pozor: prakticky a priblizneé nastane jen @ --------- -
u velmi stihlych kontrukcei (ocel, hlinik aj.), - -
kde zase musite davat pozor na dalsi jevy

(stabilita,...).

e Z pruznosti:

ANNARRRANAY

L
(5T=ozt/0 A Tdx,

o7 ... osova deformace, a; soucinitel tep-
lotni roztaznosti, A T ... zména teploty.

Poznamka: zanedbavame pri¢nou deformaci, (v 7).
26



Rovhomerna zmeny teploty
po prurezu (2)

e Uvazujeme jen osovou deformaci, budeme
tedy predpokladat jen vodorovné posuny a
sily (ostatni pripadné vnitrni sily budou 0). o

e V silové metodé uvazime tedy jen neznamou

AT

AN

veliCinu X ve sméru posunuti

AN

e Pretvarna podminka:

51 X1+ 67 =0

kde: % 1
« oy = [ENN gy = 1xLxl — L > 7
*5T=athATd:B—atATfoda:=% -
OétéTL ﬁl L
o Tedy:
X1=Nb:—5—T_—EAatAT 1 )

27



Rovhomeéerna zmeny teploty
po prurezu (3)

Vektor primarnich ucinku tedy bude vypadat _
(pro libovolnou kombinaci kloubl a pruznych Z

upnuti):

*

ab —

( —EAOétAT\
0
0]
EFEAar AT
0

O

AT

AV

1

EE)T

BEERANNANRANRI RN RN

X
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Priklad 2: ram s rovhomernou
zmenou teploty (1)

Zadani: Prut 2 (b — ¢) ramu z prikladu 1 je zatizen
rovnhomérnym ohratim o 10 K. Stanovte vektor
primarnich sil prutu 2 a vypocitejte deformace kon-
strukce zmeény teploty.
Je zadano:
o NT'=10 K
e a =10 x 10 6K~1 1
o =20 GPa

b AT=10K
2

o A>=0.01 m? a

P.S. Co je to za materidl s o = 10 x 107 °K—1? = =

PPS. MGzeme pouzit i jednotku [¢ C—1]? Jak se
bude lisit vypocet?

29




Priklad 2: ram s rovhomernou
zmenou teploty (2)

Vypocet koncovych sil:

No=-N,=FE Aa; Ap =20x10°%x0.01x10x10"®x10 = 200000 N

Vektor koncovych sil prutu b — c:

N, | —200000 )
Vi 0
= My 0 >
c N | 200000
Ve 0
\MC O /

Vektor bychom méli transformovat do  globalnich  souradnic
(Fpe = T x F} ). Vzhledem k tomu, Ze prut lezi v globalni ose =,
bude vysledek: Fy,. = F§ _.
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Priklad 2: ram s rovhomernou
zmenou teploty (3)

Soustava linearnich rovnic pro zadanou konstrukci (matice tuhosti je prevzata
z prikladu 1):

6.273¢7 0 [ u | _ [ —200000
0 —9.986¢7 wy | 0

Ziskame deformace:

Konstrukce se tedy posune doleva o 3 mm.

Pro zajimavost, normalova sila v prutu 2 (b — ¢) bude 200 kN (tlak), zatimco
povoubajici sily na koncich prutu 1 (a — b) vyjdou cca |0.8| kN a momenty

cca |0.4] kN m.
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Nerovhomerna zmeny teploty

po prurezu (1)

e Pokud je nosnik ohrivan/ochlazovan ne-
rovhomerne po vysce, pripadne i sifce
prurezu dochazi k ohybani nosniku (ne-
nulové M, V) i k osové deformaci (N).

e Predpokladame linearni zménu teploty
po vysce prirezu

e Nerovnomeérnou, ale linearni, zménu tep-
loty mUzeme rozdélit na 2 ¢asti:

— Rovnomeérou c¢ast (ATp) — vyvola
prodlouzeni/zkraceni

— Linearné proménnou ¢ast
(AT1 = AT;— ATy)) —vyvola ohyb
nosniku

L

Poznamka: opét zanedbavame pri¢nou deformaci, (v o).
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Nerovhomerna zmeny teploty
po prurezu (2)

Posunuti krajnich vlaken v prafezu x podle

pruznosti:
ot X ATl AT
h
Pootoceni prufezu potom bude o AT, o
_________ Eindl,
~ tan( )—atAT1 =N\
P ) = Ty AT, 5
Tedy pro cely nosnik délky L: AT,

L L oy ATy - h
0 _—/ d _—/ M x de T
T 0 Pradl 0 h T / 1

Kde: o AT
o ATy = AT; — ATy,
e ATy ma prochazet neutralnou osou, tedy u

symetrického priifezu: ATy = ATdEATh

33
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Nerovhomerna zmeny teploty
po prurezu (3)

Vypocet pootoceni konce prutu a:

-y ATl o ATy L

Stejne bychom stanovm Dba:

YTV |

Protoze ze S|Iove metody (pozor na orlentam
©pg) VIMe, ze My = QTE[(SOba"l'QSOab) Ize po
dosazeni ziskat: orAT, /h

1
Ma =+ Eloy ATy @

a podobné bychom dostali:

1
Mb — _EEIO%ATI

34



Primarni zatezovaci vektory
od nherovhomerne zmeny teploty

Prut jednostranné pruzné upnuty s

Prut oboustranné pruzné upnuty: kloubem vpravo:

( )

. OAT 3EI ATy
. _
) o > 3BT AT
—FEAa: AT { h 0
_ BEloyATy e
\ h ) 0
\ /

Tyto vektory pouzijeme stejné jako drive odvozené vektory od silovych
veli¢in pusobicich na prutech.

Pozn.: na oboustranné koloubové ulozeném prutu ma na vnitrni sily vliv
pouze rovhomerna slozka zmeny teploty (ATp)!
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Priklad 3: ram s nerovhomeérnou
zmenou teploty (1)

Zadani: Prut 2 rdmu z prikladu 1 je zatizen ohratim

horniho povrchu o 10 K a dolniho povrchu 0 5 K.

Stanovte vektor primarnich sil prutu 2 (b — ¢) a b AT=10K ¢
vypocitejte deformace konstrukce od zmény teploty.
Je zadano:

AT, =10 K

ATd =5K

a=10x 106K~

E =20 GPa

h=0.1 m

A =0.01 m?

[,,=83x10"° m* < =

4 m
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Priklad 3: ram s nerovhomeérnou
zmenou teploty (2)

Vypocet teplot:
AleTd—Th=5—10=—5K

T
ATy = =54+10=75K

Vypocet koncovych sil:
Ny =-Ny=E Ao Ap =20x107%0.01x10x10"°x7.5 = 154000kN

_ EloyAT;  20x 109 x 83 x 1070 x 10 x 107° x —5
- h 0.1

M, = —M, = 830 Nm

Mg = —830N m
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Priklad 3: ram s nerovhomeérnou
zmenou teploty (3)

Vektor koncovych sil prutu b — c:

(N, | EAoyAAtg | —154€3 )
Vi, |0 0
be N¢ | —EAai Aty | 154€3
Ve |0 0

Prut lezi v globalni ose z, bude vysledek: F,. = Fy
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Priklad 3: ram s nerovhomeérnou
zmenou teploty (4)

Soustava linearnich rovnic pro zadanou konstrukci (matice tuhosti je prevzata
z prikladu 1):

6.273e7 O o | U | — —154e3
0 —9.986e7 wy | 0

Ziskame deformace:
Lo ] —23x 10—3
o O

Konstrukce se tedy posune doleva o0 2.3 mm.

Pro zajimavost, normalova sila v prutu 2 (b — ¢) bude —154 kN (tlak), zatimco
posoubajici sily na koncich prutu 1 (a — b) vyjdou cca |0.57| kN a momenty

cca |0.29| kN m.
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