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FAKULTA STAVEBNÍ
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Statická a přetvárná neurčitost

Statická neurčitost: počet neznámých silových veličin (reakce podpor,
vnitřnı́ sı́ly v uzavřených částech), které je nutno stanovit, aby bylo možno
pokračovat ve výpočtech vnitřnı́ch sil konstrukce. Viz využitı́ v silové me-
todě (počet ,,staticky neurčitých“ veličin).

Přetvárná neurčitost: počet neznámých deformacı́ ve styčnı́cı́ch, které je
třeba stanovit, aby bylo možno pokračovat ve výpočtech vnitřnı́ch sil kon-
strukce. Viz využitı́ v deformačnı́ metodě (počet ,,neznámých deformačnı́ch“
veličin).

Pojem ,,přetvárná neurčitost“ se může lišit pro různé varianty deformačnı́ metody (zjed-

nodušujı́cı́ úpravy metody se snažily mj. snı́žit výpočetnı́ náročnost snı́ženı́m počtu neznámých

veličin). Dále uvedené vztahy budou vhodné pro obecnou deformačnı́ metodu.
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Přetvárná neurčitost (1)
Přetvárná neurčitost: počet neznámých deformacı́ ve styčnı́cı́ch, které je
třeba stanovit...

• Styčnı́k v rovině má 3 možnosti pohybu (deformace):
2 posunutı́, 1 pootočenı́ (ux, uy, φz) = u, v, φ.

• Styčnı́k v prostoru má 6 možnostı́ po-
hybu (deformace): 3 posunutı́, 3 pootočenı́
ux, uy, uzmϖx, φy, φz.

• Platı́ pro každý styčnı́k, nicméně ve specifických
přı́padech (přı́hradová konstrukce,...) nemusı́me chtı́t
počı́tat všechny neznámé.

x

y

u

u

x

y

ϕ
z

Deformace konců prutů připojených ke styčnı́ku jsou obvykle shodné s
deformacemi styčnı́ku (záležı́ na druhu připojenı́ – viz klouby).
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Přetvárná neurčitost (2)
Přetvárná neurčitost: počet neznámých deformacı́ ve styčnı́cı́ch, které je
třeba stanovit...

Specifické přı́pady:
1. Kloubové spojenı́ prutů (,,přı́hradovina“): 2 neznámé,

protože φ zde nenı́ definováno
2. Kloubové připojenı́ některých prutů: 3 neznámé
3. Volný konec: obvykle 2 neznámé (φ lze počı́tat, ale

obvykle nenı́ důvod)

3

1

2
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Přetvárná neurčitost (3)
Přetvárná neurčitost: počet neznámých deformacı́ ve styčnı́cı́ch, které je
třeba stanovit...

Podpory:
1. Pevná vazba znamená, že přı́slušné posunutı́ nebo

pootočenı́ je nulové (např. ux = 0mm)
2. Předepsaná deformace (např. uy = 11 mm) je infor-

mace nutná pro výpočet, proto tyto vazby započı́táme
do stupně přetvárné neurčitosti

uy= 4 mm

ϕ

ϕ

2

1
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Přetvárná neurčitost (4)
Přetvárná neurčitost: počet neznámých deformacı́ ve styčnı́cı́ch, které je
třeba stanovit...

Podpory:
1. V kloubové podpoře je nutné počı́tat s pootočenı́m φ

2. Výjimkou je přı́pad, kdy je podepřen ,,volný konec“
– zde nenı́ nutné φ počı́tat (pokud tuto hodnotu ne-
potřebujeme pro nějaký navazujı́cı́ výpočet)

ϕ

−

2

1
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Přetvárná neurčitost (5)

ux, uy ux, uy

ux,uy, ϕ

ϕ −

ϕux,uy,

ux,uy, ϕ

−

3 4

7
8

9

1
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ux

Daná konstrukce obsahuje 15 neznámých uzlových parametrů, které bu-
dou vstupovat do výpočtu. Stupeň přetvárné neurčitosti je tedy 15.

7



Přetvárná neurčitost (6)

ux, uy ux, uy

ux,uy, ϕ

−

ϕux,uy,

ux,uy, ϕ

−

2 4

7
8

9

1

6

5

3

4mm

ϕ
−

Daná konstrukce obsahuje 14 neznámých uzlových parametrů, které bu-
dou vstupovat do výpočtu. Stupeň přetvárné neurčitosti je tedy 14.

Popuštěnı́ podpory 4 (4 mm) počı́tejte jako neznámou – budeme pro ni
muset sestavovat rovnice.
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Deformačnı́ metoda: princip (1)

• Sestavujeme podmı́nky rovnováhy ve všech styčnı́cı́ch.

• Sı́ly a momenty vyjádřı́me pomocı́ deformacı́.

• Zı́skáme soustavu rovnice s jejı́ž pomocı́ určı́me neznámé deformace.

• Z deformacı́ dopočteme neznámé sı́ly a momenty.

a c

1 2L L
b 

F

9



Deformačnı́ metoda: princip (2)

Zatı́ženı́ může působit:
• Na jednotlivých prutech (tzv.

primárnı́) – na obrázku P.
• Ve styčnı́cı́ch (tzv. sekundárnı́) – na

obrázku S.

PS

Primárnı́ zatı́ženı́ na prutu vyvolá koncové sı́ly působı́cı́ na styčnı́ky (jako
,,reakce“ v podporách) – s těmi můžeme dále počı́tat stejným způsobem
jako se sekundárnı́m zatı́ženı́m (viz dále).
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Deformačnı́ metoda: princip (3)

Účinky primárnı́ho zatı́ženı́:
• Stanovı́me na nosnı́ku vyjmutém z

konstrukce (zbytek konstrukce na-
hradı́me podepřenı́m).

• Zpravidla staticky neurčitá úloha –
řešenı́ silovou metodou.

• Spočtené reakce posloužı́ jako
zatı́ženı́ ,,zbytku“ konstrukce.

Poznámka: platı́ předpoklady lineárnı́ sta-
tiky a pružnosti, proto jsme užili principu
superpozice.

P
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Deformačnı́ metoda: princip (4)

Okrajové podmı́nky nosnı́ků vyjmutých z
konstrukce:

1. Oboustranně pružně upnutý nosnı́k.
2. Nosnı́k na jednoum konci pružně

upnutý a na druhém konci kloubově
připojený.

3. Oboustranně kloubově připojený
nosnı́k.

Poznámka: V dalšı́m výkladu se zaměřı́me
na přı́pad 1. Ostatnı́ varianty lze odvo-
dit stejným postupem (s jinými okrajovými
podmı́nkami, méně neznámými atd.).

1

2

3

12



Deformačnı́ metoda: princip (5)

Vyjmutá část konstrukce musı́ být v rov-
nováze:

1. Můžeme tedy napsat podmı́nky rov-
nováhy jen pro tuto část.

2. Využijeme při odvozenı́ i při
následných výpočtech.

P

Dále si odvodı́me (připomeneme) vztahy mezi deformacemi a koncovými
silami na přı́mém nosnı́ku.
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Deformačnı́ metoda: princip (6)

• Celková pootočenı́ (SUM) rozdělı́me
na pootočenı́ od primárnı́ch (φ –
PRIM) a sekundárnı́ch (ψ – SEC)
zatı́ženı́

• Dále ještě vyšetřı́me vliv zkrácenı́ od
primárnı́ch normálových sil...

• Můžeme si dovolit takto postupovat,
protože:
– použı́váme předpoklady lineárnı́

statiky (malé deformace, Hookeův
zákon)

– zanedbáváme vliv posouvajı́cı́ch
si na deformace!

L

ϕ
ab

ba
ϕSUM

PRIM.

ψ
a

ϕ ba

ψ
a

b

b

SEC.
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Deformace konců nosnı́ku (1)

Vyšetřı́me nejprve chovánı́ nosnı́ku od účinků primárnı́ch zatı́ženı́ (na konci
prutu, ne ve styčnı́ku).

Prostý nosnı́k zatı́žený osamělým momen-
tem na konci a:
• Moment Ma vyvolá deformaci charak-

terizovanou úhly α, β
• Úhly je možné stanovit napřı́klad me-

todou jednotkových sil.
• Vykreslen je průběh ohybových mo-

mentů od zadaného zatı́ženı́ Ma.

M

Ma

a b

L

Ma

a b

T

βα
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Deformace konců nosnı́ku (2)

Výpočet úhlu α v bodě a:
• Stanovı́me průběh ohybových momentů

od skutečného zatı́ženı́ (M ).
• Zatı́žı́me virtuálnı́m jednotkovou silou
Xa = 1 a vypočteme průběh momentů
M .

• Spočteme deformaci α:

α =
∫ L

0

M ×M

EI

=
1

EI
×

1

2
L×Ma ×

2

3
× 1

=
Ma L

3 EI

• Pro Ma = 1 vyjde tzv. základnı́ de-
formačnı́ úhel prostého nosnı́ku:
α = L

3 EI

M

Ma

a b

L

Ma

a b

L

Xa = 1

M

1

T

2/3
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Deformace konců nosnı́ku (3)

Výpočet úhlu β v bodě b:
• Stanovı́me průběh ohybových momentů

od skutečného zatı́ženı́ (M ).
• Zatı́žı́me virtuálnı́m jednotkovou silou
Xa = 1 a vypočteme průběh momentů
M .

• Spočteme deformaci β:

β =
∫ L

0

M ×M

EI

=
1

EI
×

1

2
L×Ma ×

1

3
× 1

=
Ma L

6 EI

• Pro Mb = 1 vyjde tzv. základnı́ de-
formačnı́ úhel prostého nosnı́ku:
β = L

6 EI

M

Ma

a b

L

Ma

M

a

L

T

1
1/3

b

Xb = 1
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Deformace konců nosnı́ku (4)

Základnı́ deformačnı́ úhly pro moment v
bodě b:
• Stanovı́me stejně jako předtı́m.
• Úloha je jen ,,zrcadlově obrácená“ –

můžeme vypočı́tat stejným postupem.
• V bodě a vyjde:

β =
L

6 EI

• V bodě b vyjde:

α =
L

3 EI

M

a

T

β α

L

Ma

a b

Mb

b

Zı́skané hodnoty využijeme v dalšı́m výpočtu.
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Deformace konců nosnı́ku (5)

Primárnı́ účinky – oboustranně pružně
upnutý nosnı́k: 3× staticky neurčitá
úloha:

• Použijeme silovou metodu ⇒
převedeme na prostý nosnı́k se 3
neznámými reakcemi v podporách.

• Vodorovné účinky (X3) vyřešı́me sa-
mostatně.

• Hledáme úhly φab a φba vyvolané
účinkem skutečného zatı́ženı́.

• Hodnoty α, β využijeme z
předchozı́ch snı́mků.

• Sestavı́me deformačnı́ rovnice pro po-
otočenı́ v bodech a, b.

X 1

X 2

X 1

L

a b

ba

3X

βα ab

β αba

b

b

a

ϕ ϕab ba

a

ba

a
b

S

X 2

ab
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Deformace konců nosnı́ku (6)

Deformačnı́ rovnice pro pootočenı́ v bo-
dech a, b:

X1 αab+X2 βab+ φab = 0

X1 βba+X2 αba+ φba = 0

Při znalosti α = L
3 EI , β = L

6 EI :

X1
L

3 EI
+X2

L

6 EI
+ φab = 0

X1
L

6 EI
+X2

L

3 EI
+ φba = 0

Lze vyřešit obecně (zkuste si doma!):

X1 = Ma =
2EI

L
(φba − 2φab)

X2 = Mb =
2EI

L
(φab − 2φba)

X 1

X 2

X 1

L

a b

ba

3X

βα ab

β αba

b

b

a

ϕ ϕab ba

a

ba

a
b

S

X 2

ab
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Popuštěnı́ konců nosnı́ku (1)

Vyšetřı́me chovánı́ nosnı́ku navı́c od účinků sekundárnı́ch zatı́ženı́ (svislý
posun styčnı́ků ⇒ pootočenı́ nosnı́ku jako celku ψ).

• Sledujeme pootočenı́ prutu jako
celku.

• Zanedbáme přı́padnou osovou defor-
maci (prodlouženı́/zkrácenı́).

• Spočı́táme silovou metodou jako
popuštěnı́ podpor.

• Současně započı́táme i účinky po-
otočenı́ konců (stanovili jsme před
chvı́lı́).

• Přibližně lze počı́tat (v radiánech):

ψ = ψab = ψba ≈ tg ψ =
wb − wa

L
.

L

w b

wa w b

wa ϕ
a

b
ϕψ

a

b

1X  = M X  = M2a b

a b
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Popuštěnı́ konců nosnı́ku (2)

Konce nosnı́ků se pootočı́ o φa a φb:

Ma × αab+Mb × βab+ ψab = φa

Ma × βba+Mb × αba+ ψba = φb

Deformačnı́ rovnice se nerovnajı́ 0,
protože při popuštěnı́ podpor musı́me
očekávat nenulové pootočenı́ podpor...

Po dosazenı́ (α = L
3 EI , β = L

6 EI ) a
úpravách (zkuste doma!) zı́skáme:

Ma =
2 EI

L
(2 φa + φb − 3

wb −wa

L
)

Mb =
2 EI

L
(2 φb + φa − 3

wb −wa

L
)

L

w b

wa w b

wa ϕ
a

b
ϕψ

a

b

1X  = M X  = M2a b

a b
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Svislé reakce koncı́ch nosnı́ku
• Zanedbáme vliv posouvajı́cı́ch

(,,svislých“) sil na deformace.
• Reakce Va, Vb vypočteme jen jako dvojici

sil (Dab = Va × L = Vb × L) působı́cı́ch
proti výslednému momentu, protože musı́
platit

∑
Mi = 0 – nosnı́k musı́ být v rov-

nováze.
• Tedy:

Va =
Mb −Ma

L

Vb =
Ma −Mb

L

Po dosazenı́ za Ma,Mb:

Va =
−6 EI

L2
(φa + φb − 2

wb −wa

L
)

Vb =
6 EI

L2
(φa + φb − 2

wb −wa

L
)

L

1X  = M X  = M2a b

a b

VVa b
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Vodorovné reakce na koncı́ch nosnı́ku

• Musı́ platit
∑
Fi,x = 0 – nosnı́k

musı́ být v rovnováze.
• Zřejmě také platı́: Na = Nb
• Využijeme znalostı́ z pružnosti:

∆L = ub − ua =
F L

EA
.

• Tedy:

Na =
E A

L
(ub − ua)

Nb =
E A

L
(ub − ua)

N a N b

L

a b

ua

Stejných výsledků by šlo dosáhnout i metodou jednotkových sil (zkuste
doma!).
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (1)
Celkem jsme sestavili 6 rovnic pro pružně upnutý nosnı́k:

Na =
E A

L
(ub − ua)

Va =
−6 EI

L2
(φa+ φb − 2

wb − wa

L
)

Ma =
2 EI

L
(2 φa+ φb − 3

wb − wa

L
)

Nb =
E A

L
(ub − ua)

Vb =
6 EI

L2
(φa+ φb − 2

wb − wa

L
)

Mb =
2 EI

L
(2 φb+ φa − 3

wb − wa

L
)

Zı́skané rovnice bude účelné uspořádat a přepsat do maticové podoby (a
také poměnit orientaci některých veličin, kvůli konvencı́m).
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (2)
Pro oboustranně pružně upnutý nosnı́k:

E A

L
ua+0 wa+0 φa −

E A

L
ub+0 wb+0 φb = Na

0 ua+
12 EI

L3
wa −

6EI

L2
φa+0 ub −

12 EI

L3
wa −

6EI

L2
φa = Va

0 ua −
6 EI

L2
wa+

4 EI

L
φa+0 ub+

6 EI

L2
wb+

2 EI

L
φb = Ma

−
E A

L
ua+0 wa+0 φa+

E A

L
ub+0 wb+0 φb = Nb

0 ua −
12 EI

L3
wa −

6EI

L2
φa+0 ub+

12 EI

L3
wa −

6EI

L2
φa = Va

0 ua+
6 EI

L2
wa+

2 EI

L
φa+0 ub −

6 EI

L2
wb+

4 EI

L
φb = Mb

Zı́skané vztahy by bylo účelné sestavit do maticové podoby:

K× u = F
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (3)
Pro oboustranně pružně upnutý nosnı́k lze psát:



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

−E A
L 0 0 E A

L 0 0

0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L


×



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



Na
Va
Ma

Nb
Vb
Mb



L

VbVa

Na

M a Mb

a b

Nb

u, x

ϕ

w, z
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (4)
Pro oboustranně pružně upnutý nosnı́k v rovině XY lze psát podobné
vztahy:



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

−E A
L 0 0 E A

L 0 0

0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L


×



ua
va
φa
ub
vb
φb


=



Na
Va
Ma

Nb
Vb
Mb



L

VbVa

Na

M a Mb

a b

Nb

u, x
v, y

ϕ

P.S. Pozor na jiný smysl svislých sil a deformacı́!
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (5)
Pro jednostranně vlevo pružně upnutý nosnı́k (s kloubem vpravo) lze stejným
způsobem odvodit:



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 3 EI
L3 −3 EI

L2 0 −3 EI
L3 0

0 −3 EI
L2

3 EI
L 0 3 EI

L2 0

−E A
L 0 0 E A

L 0 0

0 −3 EI
L3

3 EI
L2 0 3 EI

L3 0

0 0 0 0 0 0


×



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



Na
Va
Ma

Nb
Vb
0



L

VbVa

Na

M a

a b

Nb

u, x

ϕ

w, z

Hodnotu φb pro takový prut nepočı́táme (nemáme jak)!
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (6)
Pro jednostranně vpravo pružně upnutý nosnı́k (s kloubem vlevo) lze stejným
způsobem odvodit:



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 3 EI
L3 0 0 −3 EI

L3 −3 EI
L2

0 0 0 0 0 0
−E A

L 0 0 E A
L 0 0

0 −3 EI
L3 0 0 3 EI

L3
3 EI
L2

0 −3 EI
L2 0 0 3 EI

L2
3 EI
L


×



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



Na
Va
0
Nb
Vb
Mb



VbVa

Na

L

Nb

ϕ

w, z

u, x a b

M b

Hodnotu φa pro takový prut nepočı́táme (nemáme jak)!
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Shrnutı́: vztahy sil a deformacı́ (7)
Pro oboustranně kloubově připojený nosnı́k odvodit (použijeme jen rovnice
pro vodorovná posunutı́):



E A
L 0 0 −E A

L 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−E A
L 0 0 E A

L 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


×



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



Na
0
0
Nb
0
0



VbVa

Na

L

Nb

ϕ

w, z

u, x a b

Hodnoty φa, φb pro takový prut nepočı́táme! Svislá posunutı́ se uplatnı́ jen,
pokud je prut uložen šikmo (viz dále).
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Shrnutı́: jak se co jmenuje
K× u = F,

K... matice tuhosti prutu,
u... vektor posunutı́ konců prutu (současně jde i o posunutı́ styčnı́ků),
F... vektor koncových sil (současně jde o sı́ly působı́cı́ ve styčnı́cı́ch).



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

−E A
L 0 0 E A

L 0 0

0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L


×



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



Na
Va
Ma

Nb
Vb
Mb


Použitı́:
• při znalosti deformacı́ styčnı́ků a, b prutu můžeme vypočı́tat koncové

sı́ly prutu,
• při znalosti koncových sil prutu můžeme vypočı́tat posunutı́ deformace

styčnı́ků a,b.
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Matice tuhosti prutu
K× u = F,

E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

−E A
L 0 0 E A

L 0 0

0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L



Matice tuhosti Kab prutu a-b :
• vyjadřuje vztah mezi silami působı́cı́mi na styčnı́ky a, b a jejich defor-

macı́ (posunutı́m a pootočenı́m) vyvolaných těmimo silami,
• je dána vlastnostmi prutu a-b spojujı́cı́mi styčnı́ky,
• pokud mezi styčnı́ky a a b ležı́ vı́ce prutů, je nutno jejich matice tuhosti

maticově sečı́st – tak je možné postupně sestavit i matici tuhosti
konstrukce.
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Přı́klad 1: koncové sı́ly prutu (1)
Zadánı́: Vypočı́tejte vektor koncových
sil nosnı́ku podle obrázku, je-li známo,
že ub = 0 m a wb = 0,004 m. Para-
metry nosnı́ku:
• E = 10 GPa

• I = 8× 10−6 m4

• A = 1× 10−2 m2

• L = 2m

Stupeň přetvárné neurčitosti je 2
(ub, wb).

L

a b

w
b

M

V V 

N N

a

a

a
b

b

Postup:
• Ze zadánı́ plyne, že ua = wa = φa = 0 (vetknutı́) a ub = 0. Zvolı́me

takový model prutu, abychom nemuseli počı́tat φb (pružné upnutı́ vlevo,
kloub v pravo).

• Sestavı́me matici tuhosti K a vektor deformacı́ u a jejich vynásobenı́m
zı́skáme heldané koncové sı́ly F.
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Přı́klad 1: koncové sı́ly prutu (2)
EA

L
= 500×105,

3EI

L3
= 0,3×105,

3EI

L2
= 0,6×105,

3EI

L
= 1,2×105.

Matice tuhosti (|--o):

Kab =



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 3 EI
L3 −3 EI

L2 0 −3 EI
L3 0

0 −3 EI
L2

3 EI
L 0 3 EI

L2 0

−E A
L 0 0 E A

L 0 0

0 −3 EI
L3

3 EI
L2 0 3 EI

L3 0

0 0 0 0 0 0



= 105 ×



100 0 0 −100 0 0
0 0,3 −0,6 0 −0,3 0
0 −0,6 −1,2 0 0,6 0

−100 0 0 100 0 0
0 −0,3 0,6 0 0,3 0
0 0 0 0 0 0
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Přı́klad 1: koncové sı́ly prutu (3)

Vektor deformacı́:

uab =



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



0
0
0
0

0,004
0



L

a b

w
b

M

V V 

N N

a

a

a
b

b

Výpočet Fab = Kab × uab:

Fab = 105 ×



100 0 0 −100 0 0
0 0,3 −0,6 0 −0,3 0
0 −0,6 −1,2 0 0,6 0

−100 0 0 100 0 0
0 −0,3 0,6 0 0,3 0
0 0 0 0 0 0


×



0
0
0
0

0,004
0
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Přı́klad 1: koncové sı́ly prutu (4)
Výpočet s výsledky:

Fab = Kab × uab =

= 105



100 0 0 −100 0 0
0 0,3 −0,6 0 −0,3 0
0 −0,6 −1,2 0 0,6 0

−100 0 0 100 0 0
0 −0,3 0,6 0 0,3 0
0 0 0 0 0 0


×



0
0
0
0

0,004
0


=



0
−120
240
0

120
0


• Sı́ly jsou v [N ], momenty v [N ×
m].

• Výpočet je možné provést v li-
bovolném tabulkovém kalkulátoru
(zkuste!).

L

a b

w
b

120 N 120 N

00
240 kNm
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Účinek primárnı́ho zatı́ženı́ (1)

• Primárnı́ zatı́ženı́ působı́ na
nosnı́ku.

• Potřebujeme ho převést do
styčnı́ků.

• Postup:
1. Stanovı́me reakce nosnı́ku.
2. Použijeme je jako účinek na

styčnı́ky.

P
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Účinek primárnı́ho zatı́ženı́ (2)
Pro pružně upnutý prut zatı́žený silou:

Fab =



0

−P b
2(L+2a)

L

P ab
2

L
0

−P a
2(L+2b)

L

P a
2b
L


Podobně je možné určit i členy pro vo-
dorovnou sı́lu a zı́skat:.

Fab =



H b
L

−P b
2(L+2a)

L

P ab
2

L
H a
L

−P a
2(L+2b)

L

P a
2b
L



P

P

L

a b

a b

VbVa

Ma Mb

H

H
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Účinek primárnı́ho zatı́ženı́ (3)
Pro pružně upnutý prut zatı́žený spo-
jitým zatı́ženı́m:

Fab =



−n L
2

−q L
2

−q L2

12
−n L

2
−q L

2

−−q L2

12



a b

VbVa

Ma Mb
L

q

n

Na Nb

Dalšı́ přı́pady viz např.: KADLČÁK, Jaroslav a Jiřı́ KYTÝR. Statika sta-
vebnı́ch konstrukcı́ II.: staticky neurčité prutové konstrukce. Brno: Vysoké
učenı́ technické v Brně, 2009. Učebnice. ISBN 978-80-214-3428-8.
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Transformace veličin
• Pruty mohou být obecně libovolně

pootočené a posunuté (nemusı́
ležet v ose x).

• Pracujeme se souřadnocovými
rozdı́ly (např. L = xb − xa), tedy
posunutı́ řešite nemusı́me.

• Je nutné pracovat s pootočenı́m
prutu o úhel γ:
1. Výpočty provádı́me (a vše jsme

dosud odvozovali) na prutu v
lokálnı́ ose x∗ - viz silná čára
v obrázcı́ch 1 a 2 s červenou
osou x.

2. Ve skutečnosti je prut pootočen
– hodnoty musı́me převést
do tohoto (globálnı́ho) systému
(modré osy).

γ

1

2

ba

a b

x

x
z

x

*

*
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Transformace posunutı́ (1)

• Vyšetřı́me posunutı́ koncového
bodu prutu.

• Důsledkem zatı́ženı́ se bod a

přesune do bodu a′.
• V globálnı́ch souřadnicı́ch

můžeme popsat posuny ve směru
globálnı́ch os x a z (posuny u,w).

• Pro jednoduššı́ výpočet
potřebujeme převést do lokálnı́ch
souřadnic procházejı́cı́ch osou
prutu x∗.

u

w

a

a’

x
γ

z
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Transformace posunutı́ (2)

• Posunutı́ v lokálnı́ch souřadnicı́ch (X∗, z∗) označnı́me u∗, w∗.

• Budeme hledat vztahy mezi u,w a u∗, w∗.

u

w

a

a’

x
γ

z

x*

w*

u*
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Transformace posunutı́ (3)
Výpočet u∗:

u∗ = u cos γ + w sin γ

u cos γ

w sin γ
u

w

a

a’

x
γ

z

x*

w*

u*

γ

.
.

Výpočet w∗:

w∗ = −u sin γ + w cos γ

u

w

a

a’

x
γ

z

x*

w*

u*

γ

.

.

u sin

w cos γ

γ
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Transformace posunutı́ (4)
Shrnutı́ tranformačnı́ch vztahů:

u∗ = u cos γ + w sin γ

w∗ = −u sin γ + w cos γ

Maticově pro bod a (u∗
a = ta × ua):


u∗a
w∗
a

φ∗a

 =

 cosγ sinγ 0
−sinγ cosγ 0

0 0 1

 ×


ua
wa
φa



Poznámka: pootočenı́ nenı́ třeba transformovat. Aby nechybělo v rovnicı́ch,
je zavedeno do matice (φ∗a = 1× φa = φa)
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Transformace posunutı́ (5)
Tranformačnı́ vztahy pro oba konce nosnı́ku (a i b):

u∗a = ua cos γ + wa sin γ

w∗
a = −ua sin γ + wa cos γ

u∗b = ub cos γ + wb sin γ

w∗
b = −ub sin γ + wb cos γ

Maticově pro (u∗
ab = Tab × uab):



u∗a
w∗
a

φ∗a
u∗b
w∗
b

φ∗b


=



cosγ sinγ 0 0 0 0
−sinγ cosγ 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosγ sin γ 0
0 0 0 −sinγ cosγ 0
0 0 0 0 0 1


×



ua
wa
φa
ub
wb
φb


Matice Tab se nazývá transformačnı́ matice.
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Transformace posunutı́ (6)
Je možné provést transformaci i z globálnı́ch do lokálnı́ch souřadnic:

u∗
ab = Tab × uab ⇒ uab = T−1

ab × u∗
ab,

kde T−1
ab je matice inverznı́ k tranformačnı́ matici Tab:

ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



cosγ −sinγ 0 0 0 0
sinγ cosγ 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosγ sin γ 0
0 0 0 −sinγ cosγ 0
0 0 0 0 0 1


×



u∗a
w∗
a

φ∗a
u∗b
w∗
b

φ∗b


Zřejmě T−1

ab má stejný obsah, jako by měla transponovaná matice TT
ab,

proto lze psát:

uab = TT
ab × u∗

ab.
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Transformace vektorů sil
Analogické vztahy lze odvodit pro vektory koncových sil (jde o stejné
geometrické závislosti).

Převod z globálnı́ch na lokálnı́ koncové sı́ly:

F∗
ab = Tab × Fab.

Převod z lokálnı́ch na globálnı́ koncové sı́ly:

Fab = TT
ab × F∗

ab.
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Transformace matic tuhosti prutu

Z předchozı́ch znalostı́ můžeme odvodit vztahy pro trasformaci matice
tuhosti prutu z lokálnı́ho do globálnı́ho systému:

Vı́me, že: Fab = TT
ab × F∗

ab a F∗
ab = K∗

ab × u∗
ab,

tedy:

Fab = TT
ab × F∗

ab = TT
ab × (K∗

ab × u∗
ab)

a protože u∗
ab = Tab × uab, můžeme napsat:

Fab = (TT
ab ×K∗

ab ×Tab)× uab

Protože vı́me, že Fab = Kab × uab, vyjde nám vztah pro transformaci
lokálnı́ matice tuhosti prutu na matici globálnı́:

Kab = TT
ab ×K∗

ab ×Tab

Inverzı́ zı́skáme opačnou trasformaci (z globálnı́ na lokálnı́):

K∗
ab = Tab ×Kab ×TT

ab
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Transformace: přehled
Transformace lokálnı́ → globálnı́:

Kab = TT
ab ×K∗

ab ×Tab

Fab = TT
ab × F∗

ab

uab = TT
ab × u∗

ab

Transformace globálnı́ → lokálnı́ :

K∗
ab = Tab ×Kab ×TT

ab

F∗
ab = Tab × Fab

u∗
ab = Tab × uab
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Matice a vektory konstrukce (1)
• Budeme vždy sestavovat v globálnı́ch souřadnicı́ch.
• Potřebujeme vyřešit vztah mezi zatı́ženı́m konstrukce a deformacemi

styčnı́ků (posunutı́, pootočenı́).
• Tyto vztahy jsou dány tuhostı́ konstrukce, která se skládá z tuhostı́ jed-

notlivých prutů.
• Tedy vyžijeme sestavené matice tuhosti prutů (transformované do

globálnı́ch souřadnic!)...

Zřejmě tedy můžeme psát:

K× u = F,

kde:
• K . . . matice tuhosti konstrukce [n, n],
• u . . . vektor deformacı́ styčnı́ků konstrukce [n,1],
• F . . . vektor sil ve styčnı́cı́ch konstrukce [n,1],
• n . . . stupeň přetvárné neurčitosti.
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Matice a vektory konstrukce (2)
Budeme vysvětlovat na nı́že uvedené konstrukci:

• 3 styčnı́ky (a, b, c), každý se 3 posunutı́mi (u,w, φ),

• z toho 6 posunutı́ je známo (nulová pootočenı́ v podporách – a, b),

• tedy stupeň přetvárné neurčitosti je 3,

• neznámé jsou ub, wb, φb.

a b c

F
bz

1 2
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Matice a vektory konstrukce (3)
Úlohu tedy popı́šeme soustavou 3 rovnic o 3 neznámých K× u = F:

 k1,1 k1,2 k1,3
k2,1 k2,2 k2,3
k3,1 k3,2 k3,3

 ×


ub
wb
φb

 =


Fbx
Fbz
Mb


Vektor F naplnı́me podle zadánı́ (sı́ly a momenty ve styčnı́cı́ch), vektor
neznámých deformacı́ u budeme počı́tat a matici K potřebujeme sestavit z
matic tuhostı́ prutů.

a b c

F
bz

1 2
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Matice a vektory konstrukce (4)
Matici K můžeme popsat:

K =

ub wb φb
ub k1,1 k1,2 k1,3
wb k2,1 k2,2 k2,3
φb k3,1 k3,2 k3,3

Názvy přı́slušných deformacı́ tedy použijeme jako ,,indexy členů matice“.

a b c

F
bz

1 2

Dále sestavı́me a stejným způsobem označı́me matice tuhosti prutů 1 (a − b)
a 2 (b− c).
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Matice a vektory konstrukce (5)
Prut 1 (a− b) ... matice tuhosti pružně upnutého prutu:

Kab =



ua wa φa ub wb φb
ua

E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wa 0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

φa 0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

ub −E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wb 0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

φb 0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L


Prut 2 (b− c) ... matice tuhosti pružně upnutého prutu:

Kbc =



ub wb φb uc wc φc
ub

E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wb 0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

φb 0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

uc −E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wc 0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

φc 0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L
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Matice a vektory konstrukce (6)
Postup dosazenı́ členů matic tuhostı́ prutů do matice tuhosti konstrukce (,,lo-
kalizace členů matic tuhosti“):
• Matici konstrukce K naplnı́me nulami:

K =

ub wb φb
ub 0 0 0
wb 0 0 0
φb 0 0 0

• Projdeme všechny členy matice tuhosti prutu (Kab) a pokud se j indexy
některého členu shodujı́ s indexy v matici konstrukce K, pak tam tento
člen přidáme:

K[i, j] = K[i, j] +Kab[i, j]

• tento postup opakujeme pro všechny pruty.

a b c

F
bz

1 2
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Matice a vektory konstrukce (7)
Konkrétně pro prvnı́ prut (a− b):

K =

ub wb φb
ub 0 0 0
wb 0 0 0
φb 0 0 0

Kab =



ua wa φa ub wb φb
ua

E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wa 0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

φa 0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

ub −E A
L 0 0 E A

L 0 0

wb 0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

φb 0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L
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Matice a vektory konstrukce (8)
Konkrétně pro prvnı́ prut (a− b) naplnı́me matici K:

K =

ub wb φb
ub

E A
L 0 0

wb 0 12 EI
L3

6 EI
L2

φb 0 6 EI
L2

4 EI
L

Kab =



ua wa φa ub wb φb
ua

E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wa 0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

φa 0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

ub −E A
L 0 0 E A

L 0 0

wb 0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

φb 0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L
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Matice a vektory konstrukce (9)
Konkrétně pro prvnı́ prut (b− c) přidáme do matice K:

K =

ub wb φb
ub

E A
L + E A

L 0 0

wb 0 12 EI
L3 + 12 EI

L3
6 EI
L2 − 6 EI

L2

φb 0 6 EI
L2 − 6 EI

L2
4 EI
L + 4 EI

L

Kbc =



ub wb φb uc wc φc
ub

E A
L 0 0 −E A

L 0 0

wb 0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

φb 0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

uc −E A
L 0 0 E A

L 0 0

wc 0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

φc 0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L
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Matice a vektory konstrukce (10)
Matici K zjednodušı́me (sečteme a odečteme, co se dá) a dopı́šeme zbytek
soustavy rovnic K× u = F:


2 E A
L 0 0

24 EI
L3 0

0 0 8 EI
L

 ×


ub
wb
φb

 =


Fbx
Fbz
Mb



a b c

F
bz

1 2

Dále musı́me naplnit vektor zatı́ženı́ (,,zatěžovacı́ vektor“) F.
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Matice a vektory konstrukce (11)
Vektor F vyplnı́me nulami a pouze na mı́sta zadaných uzlových zatı́ženı́ (zde
Fbz) přičteme přı́slušné hodnoty:


2 E A
L 0 0

24 EI
L3 0

0 0 8 EI
L

 ×


ub
wb
φb

 =


0
Fbz
0



a b c

F
bz

1 2

Poznámka: všiměte si, že Fbz odpovı́dá wb, Fbx odpovı́dá ua atd.
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Výpočet neznámých deformacı́
Zı́skanou soustavu K× u = F vyřešı́me vhodnou metodou (např. Gausova
eliminičnı́ metoda – tu nejspı́še použı́vá i váš tabulkový kalkulátor).

ub = 0m

wb =
Fbz

24 EI
L3

m

φb = 0 rad (1)

a b c

F
bz

1 2

P.S. Tento konkrétnı́ výsledek platı́, jen pokud hodnoty E,A, I a L jsou shodné
pro oba pruty, jak se to mlčky předpokládalo v tomto přı́padě.
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Výpočet deformacı́ prutů (1)
Vypočtené globálnı́ deformace z vektoru u převedeme do přı́slušných mı́st
vektorů deformacı́ jednotlivých prutů (uab,ubc)

Pro prvnı́ prut (a− b):

u =


ub
wb
φb

 =


0
Fbz

24 EI
L3

0

 ⇒ uab =



ua
wa
φa
ub
wb
φb


=



0
0
0
0
Fbz

24 EI
L3

0



a b c

F
bz

1 2
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Výpočet deformacı́ prutů (2)

Pro druhý prut (b− c):

u =


ub
wb
φb

 =


0
Fbz

24 EI
L3

0

 ⇒ uab =



ub
wb
φb
uc
wc
φc


=



0
Fbz

24 EI
L3

0
0
0
0



a b c

F
bz

1 2
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Výpočet koncových sil prutů (1)
Použijeme už sestavené matice tuhosti a vektory deformacı́:

Pro prvnı́ prut Fab = Kab × uab =

=



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

−E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L


×



0
Fbz

24 EI
L3

0
0
0
0


=



0
Fbz
2

−Fbz L
4
0

−Fbz
2

−Fbz L
4



a b c

F
bz

1 2
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Výpočet koncových sil prutů (2)
Použijeme už sestavené matice tuhosti a vektory deformacı́:

Pro druhý prut Fbc = Kbc × ubc =

=



E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 12 EI
L3 −6 EI

L2 0 −12 EI
L3 −6 EI

L2

0 −6 EI
L2

4 EI
L 0 6 EI

L2
2 EI
L

−E A
L 0 0 −E A

L 0 0

0 −12 EI
L3

6 EI
L2 0 12 EI

L3
6 EI
L2

0 −6 EI
L2

2 EI
L 0 6 EI

L2
4 EI
L


×



0
0
0
0
Fbz

24 EI
L3

0


=



0

−Fbz
2

Fbz L
4
0
Fbz
2

Fbz L
4



a b c

F
bz

1 2
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Doplněnı́:
zavedenı́ účinků primárnı́ch zatı́ženı́

• Pro pruty (zde prut 1) stanovı́me
jejich reakce.

• V daném přı́padě:

Rab =



Na
Va
Ma

Nb
Vb
Mb


=



0

−q L
2

1
12q L

2

0

−q L
2

− 1
12q L

2


• Ćleny vektoru přičteme na

přslušná mı́sta vektoru zatı́ženı́
konstrukce F.

• Dále počı́táme normálně...

1 2a b c

F
bz

q

q

L

Va Vb

Ma Mb
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