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INŽENÝRSKÉ STATICKÉ
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Náplň předmětu – tematické okruhy

1. opakovánı́ potřebných vztahů (základy stavebnı́ mechaniky a pružnosti)
2. doplněnı́ znalostı́ ze silové metody (metoda třı́momentových rovnic)
3. složitějšı́ problémy v deformačnı́ metodě (různé tjpy zatı́ženı́ aj.)
4. úvod do modernı́ch numerických metod (MKP)
5. pohyblivé zatı́ženı́ (přı́činkové čáry, břemenová kritéria)
6. úvod do nelineárnı́ mechaniky
7. úvod do stavebnı́ dynamiky

Poznámka: Prezentace jsou nové, připravované speciálně pro Váš ročnı́k.
Pokud zjistı́te jakékoli překlepy, nejasnosti nebo jiné nedostatky, pište prosı́m
na jiri.brozovsky@vsb.cz.
Vždy, prosı́m, uved’te čı́slo prezentace a čı́slo snı́mku.
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učebnice)
• Cook, R. D., Malkus, D. S., Plesha, M. E., Witt, R. J.: Concepts and Appli-
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Zkouška
• Výpočetnı́ a teoretická část.
• Ručnı́ výpočty v rozsahu zvládnutelném za 2 hodiny: např. výpočet stupně

statické a přetvárné neurčitosti, vykreslenı́ přı́činkových čar na staticky
určitých konstrukcı́ch, stanovenı́ vnitřnı́ch sil na prostém nebo spojitém
nosnı́ku a podobně.

• Teoretická část: znalosti z přednášek i ze cvičenı́ (např. otázky ,,jak a proč
jste byste počı́tali zadanou úlohu“,...).

Otázky v teoretické části budou mnohem zvı́davějšı́ a rozmanitějšı́ než byly
např. v Základech stavebnı́ mechaniky!
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Idealizace geometrie konstrukce

• tělesa
• plošné konstrukce

– stěny (rovinný problém)
– desky
– skořepiny

• pruty
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Opakovánı́: základnı́ předpoklady
v lineárnı́ mechanice
• látka studovaného tělesa je spojitá
• látka je homogennı́ (ve všech mı́stech stejné vlastnosti)
• látka je isotropnı́ (ve všech směrech stejné vlastnosti)
• látka se chová lineárně pružně (tzv. Hookeův zákon)
• těleso je vystaveno jen malým deformacı́m
• zatı́ženı́ jsou přikládána jen velmi pomalu (,,statická zatı́ženı́“)

Pak lze použı́t:
• princip superpozice
• princip úměrnosti
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Isotropnı́ a anisotropnı́ materiál

• isotropnı́: ve všech směrech stejné vlastnosti

• anisotropnı́: v různých směrech různé vlastnosti

• ortotropnı́: různé vlastnosti ve vzájemně kolmých směrech
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Napětı́ - intenzita vnitřnı́ch sil

A

N

∆
∆

V∆
σ = lim

∆A−>0

∆N

∆A

τ = lim
∆A−>0

∆V

∆A

Jednotka Pascal: Pa = N
m2

Doporučeno: MPa = N
mm2
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Fyzikálnı́ vztahy – lineárnı́ pružnost
(1)

σ

εE

σ σ

dx1
dx0

Vztah přı́mé úměrnosti ”Ho-
okeův zákon“:

εx =
σx

E

přitom platı́:

εy = εz = µ εx

Analogicky pro smyk:

τ =
τxy

G
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Fyzikálnı́ vztahy – lineárnı́ pružnost
(2)
E . . . modul pružnosti v tahu a tlaku (Youngův)
G . . . modul pružnosti ve smyku
µ, ν . . . součinitel přı́čné kontrakce (Poissonův)

Platı́ také:

E

G
= 2(1+ µ)
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Nelineárnı́ mechanika
Pokud neplatı́ některé z výše uvedených předpokladů...

• fyzikálnı́ linearita – mezi napětı́m a deformacı́ je vztah přı́mé úměrnosti
a látka je schopna se vracet po odstraněnı́ zatı́ženı́

• geometrická linearita – deformace konstrukce jsou malé, a proto je
možné geometrické vztahy zjednodušit na lineárnı́ závislosti
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Nelineárnı́ chovánı́ – teorie 2. řádu

Teorie 2. řádu: předpokládáme platnost předpokladů pružnosti (malé de-
formace, lineárnı́ pružnost atd.), ale při výpočtu sestavujeme podmı́nky
rovnováhy na deformované konstrukci – vede na nelineárnı́ vztahy. Využı́vá
se např. při posudku stability konstrukcı́.

x

M = (x  Rz) + (w Rx) 

Rz

Rx

Jde o nejjednoduššı́ přı́pad geometrické nelinearity, kdy deformace jsou
stále velmi malé, ale jejich vliv nelze zanedbat.
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Plasticita
Při deformaci látky vznikajı́ nevratné (plastické) deformace, které v látce
zůstávajı́ i po přı́padném odlehčenı́.

Vztah mezi zatı́ženı́m a deformacı́ nenı́ lineárnı́, ostatnı́ předpoklady pružnosti
jsou zachovány.
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Fyzikálnı́ vztahy – plasticita

σ

ε

σ

ε

σ

ε

σ

ε

εpl

fu

fy
fp

fy . . . mez kluzu, fp . . . mez pružnosti, fu . . . mez pevnosti
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Lineárnı́ mechanika

V dalšı́m budeme (až do odvolánı́) předokládat, že uvedené nelineárnı́ jevy
nenastávajı́, a že platı́ předpoklady lineárnı́ stavebnı́ mechaniky.

K nelineárnı́m úlohám se dostaneme až později, vždy bude uvedeno upo-
zorněnı́, jak ovlivňujı́ naše úvahy a výpočty.
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Osový tah a tlak (1)

LL∆

Ν σ
Α

h

h

h∆

∆

x

• průřezy prutu zůstávajı́ rovinnými a kolmými k ose prutu i po defor-
mace (Bernoulliho–Naviérova hypotéza)

• podélná vlákna na sebe vzájemně netlačı́
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Osový tah a tlak (2)

LL∆

Ν σ
Α

h

h

h∆

∆

x

σx =
N

A

εx =
∆L

L
, σx = E εx
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Osový tah a tlak (3)
Soustředěné zatı́ženı́ na prutu:
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Saint-Venantův princip lokálnosti.

19



Osový tah a tlak (4)
Koncentrace napětı́ při změně průřezu.
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Osový tah a tlak – přetvořenı́
Ν σ

Α

x

∆dx dx

∆L =
∫ L

o
∆ dx =

∫ L

0
εx dx =

∫ L

0

σx

E
=

N

E A

∫ L

0
dx =

N L

E A

N =
E A

L
∆L = k ∆L

kde k = E A
L . . . tuhost prutu
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Osový tah a tlak – přetvořenı́ od
teploty

∆LT =
∫ L

0
εxTdx =

∫ L

0
∆TDx = αt L,

kde αT . . . součinitel tepelné roztažnosti [ oC−1]
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Osový tah a tlak – přetvořenı́ obecně
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x
dx
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u +du

L

dx′ = dx+ (u+ du)− u = dx+ du

23



Osový tah a tlak – přetvořenı́ obecně

εx =
dx′ − dx

dx
=

(dx+ du)− du

dx
=

du

dx

du

dx
= εx =

σx

E
=

N(x)

EA(x)

Po zintegrovánı́ rovnice (protože εx = du
dx):

u =
∫ b

a

N(x)

EA(x)
dx+ C

C určı́me z podmı́nky u(n) = 0, je-li n mı́sto vodorovného podepřenı́.
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Hlavnı́ napětı́ (1)
Jsou to:

• normálová napětı́ v takovém směru, ve kterém jsou všechna smyková
napětı́ nulová

• extrémnı́ (největšı́, nejmenšı́) normálová napětı́ v daném mı́stě

Značı́me a řadı́me:

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 (1)
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Hlavnı́ napětı́ (2) – v rovině

σ1 ≥ σ2 (2)

σ1,2 =
1

2

[
(σx + σy)±

√
(σx − σy)

2 +4 τ2xy

]
(3)

tg(2α) =
τxy

σx − σy
(4)
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Hl. napětı́ (3) – Mohrova kružnice

2α

σx

σy

σ

σ1

2

+τ

−τ

τmax

B

A

C

D
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Invarianty napjatosti
Jsou to skalárnı́ veličiny, stanovené z napětı́ v bodě, které nezávisı́ na ori-
entaci systému souřadnic.
Invarianty napjatosti:

1. I1 = σx + σy + σz

2. I2 = σx σy + σx σz + σy σz − τ2xy − τ2yz − τ2xz
3. I3 = σx σy σz + . . . (lépe vyjádřı́me v hlavnı́ch napětı́ch)

Invarianty napjatosti vyjádřené pomocı́ hlavnı́ch napětı́:
1. I1 = σ1 + σ2 + σ3
2. I2 = σ1 σ2 + σ2 σ3 + σ1 σ3
3. I3 = σ1 σ2 σ3
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Hydrostatické a deviatorické
napětı́
Jsou využı́vána ke snazšı́mu zápisu např. vztahů pro plasticitu nebo kritéria
porušenı́.

Hydrostatické napětı́ (střednı́ napětı́):

σhyd =
1

3
(σ1 + σ2 + σ3) (5)

Deviatorické napětı́:

σdev =
1√
2

√
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ1 − σ3)

2 (6)
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Vnějšı́ vazby
Vazba proti posunu v daném směru:
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Vnějšı́ vazby:
alternativnı́ znázorněnı́ pro 3D
Vazba proti posunu v daném směru (posuvné a pevné klouby):
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Vnějšı́ vazby:
alternativnı́ znázorněnı́ pro 2D
Vazba proti posunu v daném směru (posuvné a pevné klouby):
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Vnějšı́ vazby – pootočenı́
Vazba proti pootočenı́ v daném směru:
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Vnějšı́ vazby – vetknutı́ ve 2D
Je zabráněno všem posunům a pootočenı́m daného bodu prutu v rovině:
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Zajištěnı́ nehybnosti prutu
Kinematicky určitá konstrukce:

• v rovině: jsou odebrány právě 3 stupně volnosti

• v prostoru: je odebráno právě 6 stupňů volnosti

Kinematicky přeurčitá konstrukce:

• v rovině: jsou odebrány vı́ce než 3 (6) stupně volnosti
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Kinematicky určité konstrukce
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Prut bez zajištěné nehybnosti
Kinematicky neurčitá konstrukce:

• v rovině: jsou odebrány méně než 3 stupně volnosti

• v prostoru: je odebráno méně než 6 stupňů volnosti

Výjimkový přı́pad:

• je odebrán potřebný počet stupňů volnosti, ale vazby jsou nevhodně
upořádány
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Prut bez zajištěné nehybnosti

N = 3 ... !!!!
2.

1.
N = 3 ... OK

1. nehybný prut (kinematicky určitý)

2. výjimkový přı́pad
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Stupeň statické neurčitosti (1)
V rovině:

s = v +3× z − k − 3

kde:
• s . . . stupeň statické neurčitosti
• c . . . počet stupňů volnosti odebraných vnějšı́mi vazbami
• z . . . počet uzavřených částı́
• k . . . počet jednonásobných kloubových připojenı́ prutů
• 3 . . . počet podmı́nek rovnováhy v rovině
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Stupeň statické neurčitosti (2)
V rovině:

s = v +3× z − k − 3

• s = 0 . . . konstrukce staticky určitá

• s > 0 . . . konstrukce staticky neurčitá

• s < 0 . . . konstrukce staticky přeurčitá (kinematicky neurčitá – mecha-
nismus)
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Stupeň statické neurčitosti (3)
Uzavřené části:

1

1

43

2
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Stupeň statické neurčitosti (4)

Klouby:

k = 1

k = 2

k = 1
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Stupeň statické neurčitosti? (5)
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Opakovánı́: výpočet deformacı́
staticky určitých konstrukcı́
• lineárnı́ mechanika (viz předchozı́ předpoklady):
• malé deformace (mnohem menšı́ než rozměry konstrukce)
• platı́ principy superpozice a úměrnosti
• podmı́nky rovnováhy stanovujeme na nedeformované konstrukci (teorie

1. řádu)

Kladný směr deformačnı́ch veličin: ve směru přı́slušné kladné souřadnicové
poloosy, u pootočenı́ proti směru hodinových ručiček (při pohledu proti kladné
poloose).
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (1)
Virtuálnı́ veličina: myšlená, avšak možná (sı́la, deformace).

Práce: součin sı́ly a dráhy, na které působı́.

Práce vnějšı́ch sil:
Le = F w, [N m] = [J] (Joule)
Le =

∫ b
a q(x)w(x) dx w

F

Virtuálnı́ práce: práce virtuálnı́ch sil na skutečných deformacı́ch (silová
virtuálnı́ práce) nebo práce skutečných sil na virtuálnı́ch deformacı́ch (de-
formačnı́ virtuálnı́ práce).
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (2)
Virtuálnı́ práce vnitřnı́ch sil:

Li = −
{∫

l
Ndu+

∫
l
Mydφy +

∫
l
Mzdφz +

∫
l
Tdφx +

∫
l
Vydv +

∫
l
Vzdw

}

Vnitřnı́ sı́ly bránı́ deformacı́m, jsou proto do vztahu zavedeny jako záporné
(znaménko mı́nus před složenou závorkou).
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (3)

Princip virtuálnı́ch pracı́ (J. L. Lagrange):

Celková virtuálnı́ práce na vyšetřované konstrukcı́ je rovna nule.

Le + Li = 0

tedy:

Le = −Li
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (4)
Deformace elementárnı́ch vrstviček materiálu:

du =
N

EA
dx, . . . , dφy =

My

EIy
dx, . . . , dv =

Vz

GA∗
z
dx

dudx

N
M

dx

dϕ
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Princip virtuálnı́ch pracı́ (5)
Deformace elementárnı́ch vrstviček materiálu:

du =
N

EA
dx, . . . , dφy =

My

EIy
dx, . . . , dv =

Vz

GA∗
z
dx

Z Le = −Li a z:
Li = −{

∫
lNdu+

∫
lMydφy +

∫
lMzdφz +

∫
l Tdφx +

∫
l Vydv +

∫
l Vzdw}

plyne:

Le =
∫ l

0

{
NN

EA
+

MyMy

EIy
+

MzMz

EIz
+

TT

EIt
+

VyVy

GA∗
y
+

VzVz

GA∗
z

}
dx

Veličiny označené pruhem jsou virtuálnı́.
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Metoda jednotkových sil (1)

Hledáme neznámou deformaci (přetvořenı́) δ od
skutečného zatı́ženı́. Aplikujeme na konstrukci
virtuálnı́ sı́lu F = 1.
Virtuálnı́ práce sı́ly F na deformaci δ:

Le = 1 δ = δ F = 1

δ = ?

Tedy zřejmě:

δ =
∫ l

0

{
NN

EA
+

MyMy

EIy
+

MzMz

EIz
+

TT

EIt
+

VyVy

GA∗
y
+

VzVz

GA∗
z

}
dx
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Metoda jednotkových sil (2)
1. stanovı́me průběhy M , N , V od skutečného zatı́ženı́
2. zavedeme jednotkovou (a bezrozměrnou) virtuálnı́ sı́lu v mı́stě hledaného

posunutı́ (v přı́padě pootočenı́ zavedeme moment)
3. určı́me průběhy M , N , V od virtuálnı́ veličiny
4. vypočı́táme hledanou veličinu pomocı́ vzorce (v rovině):

δ =
∫ l

0

NN

EA
dx+

∫ l

0

MM

EI
dx+

∫ l

0

V V

GA∗dx

U nosnı́kových úloh obvykle zanedbáváme člen
∫ l
0

V V
GA∗dx.

Úlohy kde nelze zanedbat práci posouvajı́cı́ch sil – viz Pružnost a plasticita.
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Přı́klad 1 (1)
Stanovte průhyb na volném konci konzoly, E = 20GPa.

l = 6 m
0,2 m

0,4 m

M = 9 kNm

w=?

Tedy:
I = 1

12 × b× h3 = 1
12 × 0,2× 0,43 = 0.00106667 m4

EI = E × I = 20× 109 × 0.00106667 = 21333333,333 N m2
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Přı́klad 1 (2)

M = 9 kNm
F = 1

9

2 4

2 4

M = 9

T

A

T

M

M
−6

∫ l

0
MMdx = AM ×MT =

1

2
× 6× (−6)× 9 = −162

w =
1

EI

∫ l

0
MMdx =

162× 103

21333333,333
= −0,007594 m (↑)
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Opakovánı́: Silová metoda

• řešenı́ staticky neurčitých konstrukcı́

• využı́vá principu virtuálnı́ch pracı́

• využı́vá také: podmı́nky rovnováhy, princip superpozice, princip úměrnosti
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Silová metoda – princip
F1

F2

F1
F2

u1u0

a

b
c

1*X

Výsledný deformačnı́ stav (červený + modrý) musı́ být ve shodě s původnı́
konstrukcı́, a proto musı́ platit (v mı́stě c): u0 + u1 ×X = 0
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Silová metoda – postup
1. určenı́ stupně statické neurčitosti s
2. odebránı́ s vazeb: vznikne základnı́ staticky určitá soustava

(pozor na výjimkové přı́pady!)
3. vloženı́ sı́ly neznámé sı́ly Xi v mı́stě každé odebrané vazby
4. určenı́ deformacı́ δi,j (mı́sto Xi zavedeme jednotkovou sı́lu –

princip superpozice)
5. sestavenı́ s deformačnı́ch podmı́nek pro posunutı́ ve směrech

všech s odebraných vazeb:

δ0,1 + δ1,1 ×X1 + δ1,2 ×X2 + . . . = 0

δ0,2 + δ2,1 ×X1 + δ2,2 ×X2 + . . . = 0
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Přı́klad 2 (1)

10 kN 10 kN

0

1

2

20

M1

M0

1

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

X

2 m

4 m

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
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Přı́klad 2 (2)

δ1,1 =
∫

M1M1

EI
=

1

2
2× 2×

2

3
2 =

2,667

EI

δ1,0 =
∫

MoM1

EI
= −

1

2
20× 2×

2

3
2 = −

26,667

EI

δ1,0 + δ1,1 ×X1 = 0 . . . X1 = −
δ1,0

δ1,1

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

M0

M1

20

2

2 m
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Přı́klad 2 (3)

X1 = −
δ1,0

δ1,1
= −

−26,667

2,667
= 10 kN

10 kN

N

−10 kN

M

V

��������������
��������������
��������������
��������������

10 kN
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Nerovnoměrná změna teploty
v silové metodě

to t1

h
to

t1

δi,0 = αt ×∆t0

∫ l

0
Ni dx+ αt ×

∆t1
h

∫ l

0
Mi dx

Hodnoty to a t1 značı́ vždy změnu teploty, at’ již rovnoměrnou (0), nebo
nerovnoměrnou (1) po výšce průřezu.
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Přı́klad 3 (1)
Stanovte průběhy vnitřnı́ch sil na zadaném nosnı́ku, pokud EI = konst.

10 kN/m

6 m

Stupeň statické neurčitosti:

sn = v − 3 = (3+ 2)− 3 = 2
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Přı́klad 3 (2)
Volba základnı́ staticky určité soustavy:

10 kN/m

6 m

10 kN/m

X X1 2
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Přı́klad 3 (3)
Deformačnı́ podmı́nky:

10 kN/m

X X1 2

δ1,1 ×X1 + δ1,2 ×X2 + δ1,0 = 0

δ2,1 ×X1 + δ2,2 ×X2 + δ2,0 = 0
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Přı́klad 3 (4)
Momenty (normálové sı́ly zde jsou = 0):

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

10 kN/m

X2X1

1 1

45 kNm

M M
0 1M 2

δ11 =
1

EI

∫ 6

0
M1M1 =

1

2
(1× 6)×

2

3
1 = 2

δ22 =
1

EI

∫ 6

0
M2M2 =

1

2
(1× 6)×

2

3
1 = 2
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Přı́klad 3 (5)

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

10 kN/m

X2X1

1 1

45 kNm

M M
0 1M 2

δ12 = δ21 =
1

EI

∫ 6

0
M1M2 =

1

2
(1× 6)×

1

3
1 = 1

Poznámka: je jedno, který moment je při výpočtu považován za ,,skutečný“
a který za ,,virtuálnı́“.
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Přı́klad 3 (6)

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

10 kN/m

X2X1

1 1

45 kNm

M M
0 1M 2

δ10 =
1

EI

∫ 6

0
M1M0 = −

2

3
(45× 6)×

1

2
1 = −90

δ20 =
1

EI

∫ 6

0
M2M0 = −

2

3
(45× 6)×

1

2
1 = −90
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Přı́klad 3 (7)
Soustava rovnic:

δ1,1 ×X1 + δ1,2 ×X2 + δ1,0 = 0

δ2,1 ×X1 + δ2,2 ×X2 + δ2,0 = 0

Po dosazenı́:

2×X1 +1×X2 + (−90) = 0

1×X1 +2×X2 + (−90) = 0

Snadno nahlédneme, že:

X1 = 30 kN, , X2 = 30 kNm
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Přı́klad 3 (8)
Vnitřnı́ sı́ly:

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

M
30

−30

30

15

V
30

Kontrola:

Ma = Mb = 30 kNm...
1

12
q × l2 =

1

12
10× 62 = 30 kNm
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Spojitý nosnı́k

• staticky neurčitá kontrukce
• lze řešit silovou metodou
• možnost speciálnı́ volby neznámých (vloženı́ kloubů nad podpory, volba

Mi za neznámé) ⇒ třı́momentová rovnice
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Deformačnı́ úhly prostého nosnı́ku
(1)

1

1

β = ?α = ?

L

M = 1
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Deformačnı́ úhly prostého nosnı́ku
(2)

1

1

1

1

1

0

1

2

������������������������������������
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������������������������������������
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������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������

β = ?

M = 1

L

α = ?

α =
1

EI

∫ L

0
M1 ×Modx =

1

EI

1

2
× 1× L×

2

3
=

L

3× EI

β =
1

EI

∫ L

0
M1 ×Modx =

1

EI

1

2
× 1× L×

1

3
=

L

6× EI
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Deformačnı́ úhly prostého nosnı́ku
(3)

ba

baMab

β
ab

ϕ ab,o

ΜL

M

α

Μ

ab
ba

Při využitı́ principu superpozice:

φab = φab,o +Mab × αab −Mba × βba
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Třı́momentová rovnice (1)

• vztah pro rychlejšı́ výpočet spojitého nosnı́ku

• použitı́ silové metody s vhodnou volbou neznámých

• rozdělenı́ na nosnı́ky ⇒ deformačnı́ rovnice pro zajištěnı́ spojitého po-
otočenı́

X Xj j

ϕ

kji

jk
ϕ

ϕ

jk

ji

ji
ϕ
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Třı́momentová rovnice (2)

X Xj j

ϕ

kji

jk
ϕ

ϕ

jk

ji

ji
ϕ

Musı́ platit:

φji = φjk,

po dosazenı́ rovnic pro φ:

φji,o +Mji × αji −Mij × βij = φkj,o +Mkj × αkj −Mjk × βkj
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Třı́momentová rovnice (3)

X Xj j

ϕ

kji

jk
ϕ

ϕ

jk

ji

ji
ϕ

Označı́me-li:

j = r, i = r − 1, k = r +1,

můžeme psát:

φr,r−1,o+Mr×αr,r−1−Mr−1×βr,r−1 = φr,r+1,o+Mr+1×αr,r+1−Mr×βr,r+1
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Třı́momentová rovnice (4)

X Xj j

ϕ

kji

jk
ϕ

ϕ

jk

ji

ji
ϕ

Po úpravě:

Mr−1×βr,r−1+Mr

(
αr,r−1 + αr,r+1

)
+Mr+1×βr,r+1 = φr,r−1,o−φr,r+1,o

což je třı́momentová rovnice pro výpočet spojitého nosnı́ku.
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Třı́momentová rovnice (5)
V rovnici

Mr−1×βr,r−1+Mr

(
αr,r−1 + αr,r+1

)
+Mr+1×βr,r+1 = φr,r−1,o−φr,r+1,o

dosadı́me

α =
L

3× EI
, β =

L

6× EI
,

a zı́skáme:

Mr−1
Lr,r−1

6Er,r−1Ir,r−1
+Mr

(
Lr,r−1

3Er,r−1Ir,r−1
+

Lr,r+1

3Er,r+1Ir,r+1

)
+Mr+1

Lr,r+1

6Er,r+1Ir,r+1
=

= φr,r−1,o − φr,r+1,o
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Třı́momentová rovnice (6)

Pro EI = konst.:

Mr−1Lr,r−1 +2Mr

(
Lr,r−1 + Lr,r+1

)
+Mr+1Lr,r+1 = −Zr,r−1Lr,r−1 − Zr,r+1Lr,r+1

kde ,,zatěžovacı́ členy“ Z jsou:

= φr,r−1,o ×
6× Er,r−1 × Ir,r−1

Lr,r−1
, φr,r+1,o ×

6× Er,r+1 × Ir,r+1

Lr,r+1
.

Pro typická zatı́ženı́ jsou Z k dispozici v tabulkách.
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Třı́momentová rovnice (7)
Zatěžovacı́ členy

a

a

b

b

a

b

F

A

B

C

b

q

qq

a

L

Zab Zba

A P × ab(L+b)
L2 P × ab(L+a)

L2

B 1
4q × L2 1

4q × L2

C 1
15q × L2 7

60q × L2

79



Třı́momentová rovnice (8)
Jak volit neznámé:

M1=? M2=?

M1=?

M1=?

Lo = 0

Pozn: v přı́padě volného konce stanovı́me moment nad přilehlou podporou
stejně jako u prostého nosnı́ku s převislým koncem.
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Přı́klad 1 (1)
Stanovte vnitřnı́ sı́ly na zadaném spojitém nosnı́ku:

3 kN/m

4 m1 m

Nonsnı́k je 1× staticky neurčitý:

M2 = ?

M3=0M1=1,5 kNm

04 m

3 kN/m
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Přı́klad 1 (2)
M2 = ?

M3=0M1=1,5 kNm

04 m

3 kN/m

Třı́momentová rovnice:
Mr−1Lr,r−1 +2Mr

(
Lr,r−1 + Lr,r+1

)
+Mr+1Lr,r+1 = −Zr,r−1Lr,r−1 − Zr,r+1Lr,r+1

po dosazenı́:

−1,5× 4+2×M2× (4 + 0)+0× 0 = (−
1

4
× 3× 42× 4)− (0× 0)

M2 = −5,25 kNm
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Přı́klad 1 (3)
Průběhy vnitřnı́ch sil:

−6,94

1,5 5,25

V

M

5,06

1 m 4 m

3 kN/m

−3
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