Neparametrické metody

Prestoze parametrické metody zaujimaji klicovou ulohu ve statistické analyze dat, je mozné
nckteré problémy fesit 1 pi1 neparametrickém piistupu.

V této prednasce uvedeme neparametrické odhady funkce spolehlivosti (dopln¢k distribuéni
funkce do jednicky), pomoci kterych 1ze odhadnout momenty doby do poruchy a nékteré
jiné charakteristiky.

Nevyhodou vSech neparametrickych odhadi je vSak nemoZnost ziskat informaci o chovani
chvostll rozdéleni. Na druhou stranu vyhodou odhadi, které zde odvodime, je moZnost
jejich sestrojeni z pomérn¢ ,,divokych* dat. Tak mizeme vyfesit nejednu situaci, se kterou
se v praxi setkame.

Uvedené odhady se ¢asto pouzivaji nejen v teorii spolehlivosti, ale i v klinickem vyzkumu
a pojiStovnictvi, pri analyze tabulek umrtnosti.



KAPLAN-MEIERuv odhad (angl. téz product limit estimate)

Necht’ X oznacuje nahodnou veli¢inu ,,dobu do poruchy*, R(x) odpovidajici funkci spolehlivosti,

0 =Xo <X <...<X,Vvyznacné*“ ¢asové okamziky a J; = (Xi.1, X;], 1 = 1, ..., k. Pfedpokladejme,
Ze experiment je usporadan tak, ze v okamziku Xo = 0 zatneme pozorovat n identickych prvki, a
ze udaje o pribéhu experimentu muzeme zjiStovat pouze v Casovych okamzZicich Xi, ..., X
Ziskame Gdaje jsou:

nj ... pocet prvkl neporouchanych a sledovanych do okamziku X;.; (okamzik x;.,

V to nepocitaje),

di ... pocCet poruch v intervalu J;,

Vi ... pocet prvki, které se ztratily ze sledovani v intervalu J;

Wi ... pocet prvka, které byly zamérné vyjmuty ze sledovani i =1, ..., k.

PoloZzme ng = n, dg = Vo = Wy = 0.
Prot € J; mizeme hodnotu R(t) odhadnout pomoci

di-1
estR(t) = 1——
Nni-1



KAPLAN-MEIERuv odhad

Tento odhad (n€¢kdy nazyvany odhadem zaloZenym na redukovaném vybéru) vSak ignoruje
informaci obsazenou ve v; a w;. Myslenka zahrnut i tuto informaci je zalozena na nasledujici
pravdépodobnostni tvaze. Oznacme E; = {X > x;}, pi = P(Ei | Ei.), 1 = 1, ..., k. Potom ziejmé
plati

P(E,)=P(E|E.)P(Es)=-.=P(E|E)P(E|Ec.)--P(E)

(1)



KAPLAN-MEIERuv odhad

V piipadé, ze v intervalu J; nedoslo ke ,,ztratam®, a ze zadné prvky nebyly vyjmuty ze sledovani,
muzeme P; odhadnout pomoci veli¢iny 1 — d;/n;. V pfipad¢, ze v intervalu J; doslo ke ,,ztratam“
nebo zamérnému vyjmuti ze sledovani, se ptredpoklada, Ze ztracené a vyjmuté prvky byly
sledovany polovinu pfisluSného intervalu. Potom pocCitame s tzv. efektivnim poctem prvki
sledovanych v intervalu J;

B 1
ni —ni—E(Vi-FWi) (2)
Za odhad podminénych pravdépodobnosti pi potom vezmeme
d.
5 =1——&
=S ©

Coz spolu se (1) vede k odhadu funkce spolehlivosti

~ J - ~
RO=TTA  x<t<xy i=lok=1 0 Rt)=1 t<x
i=1



KAPLAN-MEIERuv odhad

Vychazi z vyjadieni (1), ale za ,,vyznac¢né*“ okamziky bere pfimo okamziky, kdy se prvek
porouchal nebo byl vyjmut ze sledovani. Podobné jako (4), ani Kaplan-Meieriv odhad
nerozliSuje prvky, které se ztratily, a prvky, které¢ byly vyjmuty ze sledovani. MlZeme proto
predpokladat, ze data jsou nahodné€ cenzorovana a vysledkem experimentu je n dvojic

(W11 Il) (Wm In)
kde W; je okamzik poruchy resp. vyjmuti j-teho prvku ze sledovani a I; = 1 resp. I; = 0 podle
toho, zda dfive doslo k poruse resp. vyjmuti.

Piedpokladejme, ze ve vybéru Wy, ..., W, nedoslo ke shodam, a utvofme uspotadany nahodny
vybér Wiy < ... < W(,. Necht’ |; je indikator odpovidajici W), j = 1, ..., n. (Pozor, lqy, ..., ln)
nejsou usporadanal). Za vyznacné okamziky vezmeme Wy < ... < W, .Ozna¢me nyni

ni ... pocet prvki neporouchanych do okamziku W (okamzik W v to
nepocitejte),
di ... pocet poruch v okamziku W.



Potom za odhady podminénych pravdépodobnosti p; miizeme vzit

d

p=1-— i=1,.n

pl ni (5)
Poznamenejme, ze
A 1
pi =1- n— jESt“ze I(i): 1

Fa

Py = 1, jestlize I =0
Kaplan-Meiertiv odhad funkce spolehlivosti je potom

RM)=TT B t=Wy,

R(t)IO t>W(n), (6)

A prazdny soucin definujeme jako rovny jedné, tj.

R(t)=1  t<W,




KAPLAN-MEIERuv odhad

Alternativni tvar Kaplan-Meierova odhadu je

o T2 ) e,

R(t)IO t>W(n), 7

Realna data mohou obsahovat shody. V takovém pripadé modifikujeme Kaplan-Meieriv odhad
nasledujicim zpusobem. Necht' R; oznacCuje poradi dvojic (W;, 1 — 1) v lexikografickéem
usporadani posloupnosti

Potom modifikovany Kaplan-Meieriv odhad je

n—-R

o mi [t R

|W(|)<t | |W(|)<t

R(t)IO t>W(n), (8)



KAPLAN-MEIERuv odhad - priklad

Uvazujme n = 11 pozorovani
9,13,13+,18,23,28 +,31,34,45+, 48, 161 +.
(Symbolem + oznacujeme podle umluvy okamziky, ve kterych doslo k cenzorovani.)

Odpovidaji potadi Ry, ..., Ry; jsou zteymé 1, 2, 3,4, ..., 11.

Dale I3 = Ig = lg = I3 = 0, ostatni I; jsou rovna jedné. Kaplan-Meieriv odhad je funkce
schodovita zleva spojita, jejiZ hodnoty se méni pouze v bodech W s 15 = 1 a v bodé W



V naSem piipadé mame 11 pozorovani: 9, 13, 13 +,18, 23,28 +, 31, 34,45+, 48, 161 +.
R(9) = 1,

= 0.91

(n R+J os3](2] -0

R(23):R(18)£ ] —082 ~0.72

R(31)= R(ZB)( n- R5 L” R+1]6_0.72@j (gj =0.62

a podobn¢

R(34) = 49, R(48) = 37, R(161) =

— R, )1 11—1

RO%) = (g

R(18) = R(13)(




Jestlize tedy 9 <t < 13, je R()=R(13) = 0.91, jestlize 48 < t < 161, pak
R(t)=R(161)=0.18, atd.
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Poznamka:
e Pro uplny vybér je Kaplan-Meiertuv odhad totozny s empirickou funkci spolehlivosti.

e Asymptotické vlastnosti Kaplan-Meieriv odhadu v ptfipadé ndhodného cenzorovani jsou
uvedeny Vv nasledujici vete.



Véta 1. Asymptotické rozdéleni R(t)

Necht’ distribu¢ni funkce F doby do poruchy X a distribu¢ni funkce G ¢asového cenzoru jsou
spojité. Necht' t > 0 je takové, ze R(t) = 1 — F(t) > 0.

Potom

Jn(R(t)-R(t))—2> [ t( )(1-G(x))) dP(X <x,I:1)}

0

9)

Bez ditkazu.

Rozptyl aproximujeme nejcastéji pomoci

N I

Var Ii(t) =R*(t) >’ Ui

W <t (n—i)(n_i_|_1)

coz je tzv. GREENWOODova formule.



GREENWOODova formule

V praxi je tfeba nahradit rozptyl asymptotického rozdéleni ve vété 1. néjakym odhadem. Jeden
Z moZnych postupt je tento.

Predné je patrné, ze pravdépodobnost P(X < x, | = 1) je mozneé odhadnout pomoci relativni
cetnosti jako

. 1
PX<xl=1)=— Z I;,
i

Takze P jakoZzto funkce x ma skoky velikosti 1/n v bodech W; s I; = 1.

Déle H(x) = 1 - (1 — F(X))(1 — G(x)) je distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny W, takze H mizeme
odhadnout pomoci obyc¢ejné empirické distribuéni funkce zalozené na vybéru Wy, ..., Wn:

H(x) = %ZI(WL- < X).
i 1

Vzhledem k chovani P potiebujeme znat odhady H pouze v bodech Wy,



Misto (1 - H (X))? v (9) pouZijeme ,,symetrizovany* odhad
(1 - ﬁ(x)) ( 1— Ax +)).
Vzhledem k tomu, ze
H(W(l ) — H(W(l +) -

je mozneé odhadnout rozptyl v (9) pomoci
I

R (t) z ( 1— A(w, )(1— "W, +))> -,

Z ¢ehoz

A A Ii
Var R(t)=R*(t) >’ (n—i)((n)—i+1) (10)

Posledni vzorec je v literatufe zndm jako GREENWOODova formule.



