NAHODNE PROCESY 11

9. NAHODNE PROCESY II

@ Cas ke studiu: 90 minut

_@ Cil: Naucime se urcovat pravdépodobnosti vyskytu systému v jednotlivych
stavech v daném case t a sezndmime se s kongruentni metodou generovani
ndhodnych ¢&isel.

VYKLAD

9.1. Spojity parametr Markovovskych retézcu

Necht’

{X,:tZO}

reprezentuje spojity ndhodny parametr Markovova fetézce sm diskrétnimi stavy. Pro
t>s>0 astavy i ajnecht

P{X, = j}=p,(0).
coZ je pravdépodobnost, Ze proces je ve stavu j v Case t, a
PIX, = jIX, = i}= p,(s.1).

coz je pravdépodobnost, Ze proces je ve stavu j v €ase f a byl ddn procesem, ktery byl ve
stavu i v Case s.

Pravdépodobnost p; (s,¢) je nazyvina piechodovou pravdépodobnostni funkci Markovova

retézce. Markoviv fetézec je homogenni nebo staciondrni (v souvislosti s casem), jestlize
D (s,t) zavisi pouze na Casovém intervalu ' =¢—s. To vyhovuje Chapman-Kolmogorové

rovnici, kterd je didna

pz]St zptksupk](u t)

stavy k

pro jakykoliv ¢as t>u>s>0 a stavy i a j. Po tpravé spoCivajici v nahrazeni ¢ — s jako ¢’
au—sjako u’ se rovnice redukuje na

pi (&)= puW)p, (' =),

stavy k

dokud je proces homogenni.
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Zde p; (t) muzZe byt interpretovdna jako pravdépodobnost, Ze proces ptejde ze stavu i do

stavu j v Casovém intervalu ¢. Jestlize

1, proj=i
limpij(t)z

t—>00

0, proj;ti’

fikdme, 7Ze Markovlv fetézec je spojity v¢ = 0. Budeme brat v ivahu pouze homogenni
Markovovy fetézce.

Definujme dva pfechody intenzit z hlediska derivaci v ¢ = 0, které hraji stejnou roli jako jeden
krok ptechodu pravdépodobnosti v diskrétnim parametru Markovova fetézce.

Pro kazdy stav i pfedpokladdame

d . (t )
o Vi (1) _, = 1%?
kterd existuje a je kone€na.
Pro vSechna i a j, kde i # j, pfedpokladame
d T — Dy (t )
dt Py(1),., =i 0—t
kterd existuje a je kone€na.
Necht’
-d
il = E pii( Xt:()
aproi#j
d
i E pU (tﬂr:
Upravami piedchozich vztahti dostaneme
1-p.(¢
p”( X;:o =d; + ’:'(t)7

t

kde .(t) =0 a r — 0. Potom

1- pii(t)z diit+l7:'(t):diit+0(l’)'
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Tato rovnice muze byt interpretovdna jako: pravdépodobnost piechodu ze stavu i do néjakého
jiného stavu béhem ¢asového intervalu ¢ a je rovna d,t + 0(r).

Podobné miZeme psat
p;(t)=d;t+0(r).

Tento vztah mlZe byt interpretovan jako pravdépodobnost pfechodu ze stavu i do stavu j
v ¢asovém intervalu ¢, kterd je rovna d,.jt+0(t). Jako vysledek médme pro libovolné ¢ =0

ah>0

p,(t+1)=p, et~ (d,h+ 0+ p,, (1) +0(h)

k#j

nebo

pi‘(t+h)_pi'() h
- h - __dJJpU zplk (h)

k#j

Predpokladame, Ze P;j (t) existuje a h — 0, pak obdrzime

p;(I)ZIhIIg g h __dfjplj szk

k#j

Pro vSechny stavy i a j tato rovnice ddvd systém diferencidlnich rovnic, jejichZ feSenim
ziskame pravdépodobnosti prechodu.

K ziskdni bezpodmineénych stavovych pravdépodobnosti p; (t) pro kazdy stav i piijmeme
stejny divod, ktery byl jiz pouzit v odvozeni pifedchazejicich rovnic. TakZe mame

p(t+h)=p()1—d,n)+> p,(t)d h+0(h),

j¢l

ze které ziskame

pit)=—d;p,(t)+ p;(t)

J#i
Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je linedrni z hlediska Laplaceovy transformace
proménnych a mtize byt feSen standardnimi technikami.

9.2. Ilustrace

Uvazujme systém zobrazeny na obrazku, jenZ se pohybuje mezi stavy 1 a 2. RozloZeni
prechodu v ¢ase ze stavu 1 do stavu 2 je de* a ze stavu 2 do stavu 1 g™ . Ukolem bude
urcit pravdépodobnost, Ze systém bude ve stavu 1, popt. 2 v jakémkoliv daném case .

120



NAHODNE PROCESY 11

Z ptedchoziho textu vime, Ze

Vyraz p, l(t) je pro nds neznamy. AvSak miZze byt uren z ekvivalentnich relaci.

Pravdépodobnost, Ze systém zlstane ve stavu i v ¢ =0, je ddna tim, Ze systém je ve stavu i v
t=0

S

Todr’

Podobn¢ pravdépodobnost, Ze systém piejde ze stavu i do stavu j v 1 =07 je ddna tim, Ze je
systém ve stavuiv t =0

d
d. =—.
Yoodt
Dale
_ d -t
11 _E(e II:O_
d A
d,=-2(1-e*)] =2
p=— li=e]
a podobné
dy, =
dy =H.

Dale mizeme psat
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pi(t)==d;p;(t)+> p,(t)d

k#j

pouzitim Laplaceovy transformace obdrzime

sBy(s)=P,(0)=—d P, (s)+ D P (s)dy;

k#j
kde
Pl.j(0)=1 proi=j a Pl.j(0)=0 pro i # j.

Potom

Zapsano v maticové formé

s+A —u 0 0 ||P,(s)] |1
-1 s+u 0 0 ||B,(s) [0
0 0 s+u —A||Py(s) [1]°
0 0 -u s+A|P,(s) o

Po vyteSeni a provedeni inverzni transformace ziskame

pu(’): K + A e_(lw)t

A+u A+u
Pel)= o e
Palt)= zfﬂ ﬂfﬂe(hﬂ)t.
P ()= ifﬂ ﬁe sl

Nyni najdeme bezpodminec¢né stavy pravdépodobnosti p, (t) pro kazdy stav i. MaZeme tedy
psat

pit)=—d,p,(t)+> p,(t)d

J#

Po pouziti Laplaceovy transformace na obou strandch rovnice ziskdme
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g,

P(s)= 1{ 0)+>_P(s) }

s+d Py

Vezmeme p,=0a p,=g=1-p. Mame

na feSeni,
ps)2 ST)p+ug
s(s+u+A2)

q(s+/7.)+ Ap

R(s)= s(s+u+A2)

po inverzni transformaci ziskdme

[~ (= (e + 2)pe )]
[+ (= (u+ A)pe ).

l

ﬂ+,u

2

/1+,u

9.3. Matice hustoty prechodu

Matice A= ”dl]” se nazyva matice hustoty prechodu nebo matice miry pirechodu procesu.

Tato matice ma nasledujici vlastnosti:
1. jeji nediagondlni prvky jsou nezdporné a diagondlni prvky jsou zaporné,

2. suma prvkil v kazdém tadku je rovna nule, suma nediagondlnich prvki je rovna sumé
diagondlnich prvki s opaénym znaménkem.
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Pro systém uvazovany v pfedchozi ilustraci bude systém diferencidlnich rovnic v maticové
form¢ vypadat ndsledovné:

-4 4 0 0
’ ’ ’ ’ ﬂ _ﬂ 0 0
|P11(f), P12(t), Pxn (l‘), P21(t)| = |P11(t), P (l‘), Pzz(t), le(t] )
0 O0-pu u
0 0 A4 -4
kde
-4 4 0 0
4 —u 0 0
0 O0-u u
0 0 A4 -4

je matice hustoty piechodu A.

Také pro bezpodminecny stav pravdépodobnosti mdme

FAONAQEIAQOY ARG

-1 ﬂ‘
puo—p
Zde je matice miry pfechodu A

-
Matice P=1+ A hraje stejnou tlohu jako jeden krok v matici pfechodu pravdépodobnosti
u diskrétnitho parametru Markovovych fetézcu. Jestlize prvky matice A jsou konstanty, pak
véty zmin€né v posledni ¢dsti diskrétntho parametru Markovova fetézce jsou také

aplikovatelné na spojity parametr Markovova fetézce s tou zménou, Ze pocet ndvstév daného
stavu se stane celkovym Casem, ktery byl ve stavu stradven.

Pro fetézec, ktery byl uvaZzovéan v ilustraci, mame

P=I+A=1I+

) z*T-z z|
po—p | g 1-y

PovSimnéte si, Ze suma faddkovych prvkit v matici P je rovna 1 jako u matice ptfechodu
pravdépodobnosti diskrétniho parametru Markovova fetézce. AvSak zde P neni matice
pravdépodobnosti.
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Reseny priklad
Méjme systém dan matici P
1 2 3

1-24 24 01
P=| u 1-(u+A) A2
0 0 113
Naleznéte:

e prumérny cas za ktery se systém dostane do kone¢ného stavu, je-li
pocatecni stav 1,

e prumérny cas straveny ve stavu 2 piedtim, neZ se dostane systém do
koneéného stavu (pocatecni stav je 1).

Mdme
1 2
=224 22
Sl u 1-2-p
, Q_10 1-24 24 | 24 -24
01 | u 1-A-u |~u A+u
_ 1 A+u 24
M=|u|=[I-0]'=—
Jul=l-ob = 2
a
1 PA+u
PR RA+u

A proto pruméerny cas strdveny pred dostdnim se do koncového stavu, zacindme-li
stavem 1, je

3A+u
QX

a cas strdaveny ve stavu 2, neZ se systém dostane do koncového stavu zacinajiciho ze
stavu 1, je

24 1

ARV
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9.4. Generovani nahodnych cisel

Nahodna cisla jsou poZzadovana ve vSech simulacich nebo ve studiich Monte Carlo. Prestoze
slova simulace a Monte Carlo jsou velmi ¢asto zaménitelné pouZivand, nékteti vyzkumnici
mezi nimi rozezndvaji rozdily. Slovo simulace je pouzivino lidmi, ktefi mluvi
o experimentdlnim modelu ménicim se v ¢ase. Ve shod€ s ostatnimi je termin Monte Carlo
omezeny na uméle vytvofené vybérové procedury, které vyuZzivaji techniky redukujici
rozptyl. Ackoliv je zde rozdil mezi pouZzitim téchto dvou terminti, ndhodna ¢isla jsou v obou
téchto metodach stile pouzivdna a je poZadovan mechanismus generovani ndhodnych ¢&isel.
Toto bylo v imyslu prezentovat v této Casti.

Skuteéna sekvence nahodnych ¢isel je ta, kterd se nikdy neopakuje a neni zde Zadny
specidlni predsudek v jejim znovu uziti. Metoda generovani téchto ¢isel nebo proces majici
skute¢nou ndhodnost vnitinich elementd by byl skute¢ny jev (iikaz). Techniky, které jsou
pouZzivany na pocitaci, pouzivaji deterministické algoritmy, a proto je tzv. pseudostochastické
(pseudo = nepravy, stochastic = ndhodny) generovédni to nejlep$i generovani, které jsme
schopni ziskat. Ke zdraznéni tohoto aspektu jsou ndhodna cisla, kterd jsou generovdna na
pocitaci, nazyvana jako pseudondhodnd a jsou charakterizovdna délkou sekvence, po které je
dand sekvence opakovéna.

Hodnota ndhodné veli€iny je zdvisld na vysledku ndhodné uddlosti. Ndhodnd veli¢ina X je
déna vztahem

P{X < x}=F(x),

kde xe R a F(x) je distribuéni funkce. Hodnoty ndhodné veli¢iny jsou zndmy jako
pseudonahodna disla.

Dobry generator pseudondhodnych ¢isel by mél byt schopen generovat ndhodnd &isla, kterd
spliuji nédsledujici vlastnosti:

1. cisla by méla byt stejnomérné rozloZena,
2. statisticky nezdvisla,
3. reprodukovatelnd,
4. neopakujici se do poZadované délky,
5. vysoko-rychlostni generace,
Zaroven by generator mé¢l mit co nejmensi poZadavky na pamét’.

Jestlize ndhodna veli¢ina ma stejnomérné rozloZeni, pak také generovand ndhodna cisla jsou
nazyvana jako stejnomérné rozloZena nahodna cisla.

Predpokladejme, Ze ¢isla x,x,,...,x, jsou hodnoty ndhodné veli¢iny X v nezdvislém procesu.

Pak se sekvence ndhodnych cisel {xn} nazyva nahodna sekvence a ma stejnomérné rozlozeni
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na jednotkovém intervalu 0 < x <1 za podminky, Ze relativni frekvence sekvence {xn} na

<O,1> ma4 nésledujici hodnotu

kde v, =v,(a,b) je pocet elementi v koneéné subsekvenci x,,x,,...,x, patifci do intervalu
(a,b) vzaté z <O,l>. To také znamend, Ze hodnota pro inteval <0,1> ve vySe uvedeném vzorci

muze byt 1. Necht ndhodny vzorek ze standardniho stejnomérného rozdé€leni je vyjadien

s~

pomoci U(0,1). Ted zvazime generovani nezavislych nahodnych proménnych podle U(0,1).
Existuje nékolik metod, které generuji ndhodna ¢isla. N€které z nich jsou:

1. Inner Product Method (Von Neumann),

2. Lehmerova metoda,

3. Fibonacciho série metod,

4. Kongruentni metody.

9.5. Kongruentni metoda

Tato metoda je naprosto reprodukovatelnd a poZzaduje minimum pocitacové paméti. Dvéma
celym ¢islim a a b fikime kongruentni modulo m, jestlize jejich rozdil je celé ¢islo a je
nasobkem m. Symbolicky mizeme psit a =b(modm). Velmi uZite¢ny zdroj generace
pseudondhodnych cisel je linearni kongruentni sekvence typu

X,y = ax, + B(modm) pro i = 1,2,3,...,

kde x;,a, jsou nezdporna cela ¢isla.

Pak
x, = ox, + B(mod m)
x, = ax, + B(modm) = &’ x, + (e +1)B(mod m),
podobné
x, = ax, + f(modm) = a’x, + (0{2 +0{+1),B(modm).
Obecné
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Tedy zname x, (které je také nazyvano jako pocatek nihodné sekvence Cisel), o, a m,
muZeme tedy vycislit vSechna ¢isla v sekvenci x,,x,,...,x, . Musi byt zaru€eno, Ze 0< x, <m
pro vSechna i. Dokud jsou ¢isla produkovédna pomoci vySe uvedeného vzorce, pak by méla
lezet v intervalu <0,m>, k ziskani ndhodnych ¢isel mezi 0 a 1 musi byt x, déleno m, takze

Xi
X, — .
m

Pro dany generator a dané x, (pocatek) se délka nejkratSi subsekvence, po které je sekvence
opakovana, nazyva perioda poatku pro dany generdtor, zatimco nejvétsi perioda
jakéhokoliv pocatku x, se nazyva perioda generatoru.

Z tohoto divodu je Zzadouci volit «,f,m a x, tak, abychom maximalizovali periodu

generovanych sekvenci. Pro f=0 se tato metoda nazyvd Multiplikativni-kongruentni
metoda, jinak je zndima jako smiSena-kongruentni metoda.

Pro jakékoliv programové simulace jsou z ndhodnych ¢isel obecné pozadovdna velmi velkd
Cisla. A proto je dulezité mit velmi rychlé procedury generujici ndhodna ¢isla na pocitacich.
Toho muze byt dosazeno pouze tehdy, jestlize pocitacovy kdéd je napsdn piimo ve strojovém
jazyce. AvSak v roce 1979 Schrage ukazal, Ze kéd pro pseudondhodné ¢isla mtize byt zapsan
také v jazycich vySsi urovné, které produkuji stejné vysledky na jakémkoli pocitaci. Schrage
pouzil multiplikativni kongruen¢ni metodu ke generovani ndhodnych Ccisel, kterd nebyla
uspokojive nalezena v extrémech rozloZeni.

Wichmann a Hill [Wichmann B.A. a 1.D. Hill An Efficient and Portable Pseudo-random
Number Generator in Applied Statistics Algorithms, pp. 238 — 142, vydano Ellis Horwood
Limited, Chichester, 1985] poskytuje ucinné a statisticky spolehlivé multiplikativni
kongruentni algoritmy generujici pseudondhodnd cisla. Maji délku periody vétsi nez
6,95-10", takze, i kdyz budeme pouZzivat 1000 ndhodnych ¢&isel za sekundu, sekvence se
nebude opakovat diiv nez za 200 let. Ve skuteCnosti Weichmann a Hill pouZivaji tfi
jednoduché multiplikativni kongruentni generitory. Kazdy pouziva prvocisla pro sviij modul
a zakladni koten pro sviij ndsobitel, ktery garantuje kompletni cyklus. Poté jsou tyto tii
vysledky secteny a zanedbatelnd Cast je odeCtena. Pred zaCatkem procedury jsou ndhodné
vybirand 3 celd ¢isla mezi (1, 30000), kterd jsou poZadovdna k doddni do pocitace.
Weichmann a Hill rovnéZz poskytli kéd zapsany v jazyce FORTRAN 77, ktery je rovnéz
dostupny v uvedené literatufe.

Také maZeme generovat pseudondhodna ¢isla podléhajici jinym rozdélenim - normalnimu,
exponencidlnimu, gamma, atd.
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2 Shrnuti kapitoly 9.

Necht’

{X,:tZO}

reprezentuje spojity ndhodny parametr Markovova fetézce sm diskrétnimi stavy. Pro
t>s>0 astavy i ajnecht

PX, = j}=p;(0),
coz je pravdépodobnost, Ze proces je ve stavu j v Case t, a
PIX, = jIX, =i}= p,(s.1).

coZ je pravdépodobnost, Ze proces je ve stavu j v ¢ase f a byl ddn procesem, ktery byl ve
stavu i v Case s.

Pravdépodobnost p; (s,2) je nazyvana piechodovou pravdépodobnostni funkci Markovova
Fetézce.

Predpokldddme, Ze pj(t) existuje a 2 — 0, pak:

’ . pi‘([+h)_pi'()
Pt =lim === =d ; p, )+ 2 pi. (1)

k#j

Pro vSechny stavy i a j tato rovnice dava systém diferencidlnich rovnic, jejichZ feSenim
ziskdme pravdépodobnosti ptechodu.

K ziskdni bezpodmine¢nych stavovych pravdépodobnosti pi'(t) pro kazdy stav i pfijmeme
stejny divod, ktery byl jiz pouZit v odvozeni piedchazejicich rovnic. TakZe mame

p(t+h)=p,e)1-d,h)+> p,(t)d h+o(h),
J#i
ze které ziskame

pi(t)=—d;p,(t)+> p,(t)

j¢l

Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je linedrni z hlediska Laplaceovy transformace
proménnych, a miZe byt feSen standardnimi technikami.

Skuteéna sekvence nahodnych ¢isel je ta, kterd se nikdy neopakuje a neni zde Zadny
specidlni predsudek v jejim znovu uziti. Metoda generovani téchto ¢isel nebo proces majici
skute¢nou ndhodnost vnitinich elementi by byl skute¢ny jev (iikaz). Techniky, které jsou
pouZzivany na pocitaci, pouzivaji deterministické algoritmy, a proto je tzv. pseudostochastické
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(pseudo = nepravy, stochastic = ndhodny) generovédni to nejlep$i generovani, které jsme
schopni ziskat.

Kongruentni metoda je naprosto reprodukovatelnd a pozaduje minimum pocitacové paméti.
Dvéma celym ¢islim a a b fikime kongruentni modulo m, jestliZe jejich rozdil je celé ¢islo a
je nasobkem m. Symbolicky miZeme psit a =b(modm). Velmi uZite¢ny zdroj generace
pseudondhodnych ¢&isel je linedrni kongruentni sekvence typu

X,y = OX, + B(modm) proi=1,23,...,

s v

kde x;,a, jsou nezdpornd cela ¢isla.

? Otazky 9.

1. Co je to ptrechodova pravdépodobnostni funkce Markovova fetézce?
2. Jaké vlastnosti ma matice hustoty ptechodu?

3. Popiste kongruentni metodu generovani ndhodnych cisel.
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