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3. FUNKCE NAHODNE VELICINY

@ Cas ke studiu: 40 minut

@ Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét transformovat ndhodnou
veli¢inu X na nahodnou veli¢inu Y, je —li mezi témito ndhodnymi veli¢inami
vzdjemn¢ jednoznacny vztah

VYKLAD

3.1. Funkce nahodné velic¢iny

V mnoha piipadech, kdy zndme rozdéleni ndhodné veli¢iny X, potfebujeme urcit rozdéleni
ndhodné veli€iny Y, kterd je funkci X, tzn. ¥ = h(X).

Je-li funkce h(x) v oboru moznych hodnot veli¢iny X monoténni, pak existuje inverzni
funkce h ~'(y) , ajde o vzajemné jednoznaény vztah mezi X a Y.

Je-li v takovém piipadé h(x) rostouci, pak pro vSechna x, > x; je y, >y, a distribuéni funkci
veli¢iny Y lze psat jako:

G(y)=P(Y<y)=P[X<h™'(»)]=Flh~'()]
Pro Klesajici funkei &(x), tzn. pro vSechna x, > x; plati y; > y», je distribu¢ni funkce:
G()=P(Y<y)=P[X>h"'(»)] =1-F[h~'(y)]

Pro diskrétni nahodnou veli¢inu X je pravdépodobnostni funkce ddna jako:

py(yi): Px (h_l(yi))

Je-li X spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f(x), pficemz n! (y) ma pro
vSechna y spojitou derivaci, pak pro rostouci funkci /(x) dostaneme hustotu pravdépodobnosti
g(y) veli€iny Y jako:

dn™
dy

dG
oly)=2EW)

& f(h‘ (y))'

_ el (). 9
—f(h (y)) dy

Podobné pro klesajici funkci 4(x) dostaneme:
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_dGOY) _ o)A ) 49X
g(y)= ™ Fln ) % fh ) %

Vzhledem k tomu, Ze v piipadé rostouci funkce h(x) je [% > OJ , zatimco v piipad¢ klesajici
Yy

funkce je [% < Oj , 1ze oba pfedchozi vztahy spojit do jednoho:
Yy

dG(y)

gly) =" =

0 h()‘ h())

Neni-li 2(x) monoténni funkei, pak mezi X a Y neexistuje vzijemné jednoznac¢ny vztah a
tedy ani inverzni funkce k A(x). Distribu¢ni funkce G(y) = P(Y < y) je v takovém piipad¢ dana
pravdépodobnosti, Ze ndhodna velic¢ina nabude hodnoty z kteréhokoliv intervalu, pro ktery Y

<y.

Pak plati:

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X: G(y) = Z D,
t:h(x, )<y

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X: G(y)= I £ (x)dx

Pro pfipad diskrétni ndhodné veli¢iny X je pravdépodobnostni funkce p, veli¢iny Y ddna

vztahem:
= Z DPx (x

h(x,- =y

Necht’ existuje konecny pocet x; takovych, Ze h(xl.): y. Necht pro kazdé x; existuje

derivace % # 0. Pak existuje hustota pravd&podobnosti g(y) niahodné veli¢iny Y:
x

ﬁfl
“ldx

xX=x;

o: ReSeny priklad

exe . v 2 “y s . T .
Necht’ velicina X ma rovnomérné rozdéleni v intervalu <—33> Jaké

rozdéleni ma veli¢ina y =rg x ?
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dx
g(y)=rl ()5
dy
Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni f (x) = ! = 1
V4

1

Uvedené rozdélent se nazyvd Cauchyho. Je prikladem rozdéleni, které nemd konecny
rozptyl:

dy

oo

_ y+11

DY=Ty2-g(y)dy=fy2';(—) = JW
1% T 1

Reseny piiklad
Necht’ veli¢éina X ma normalni rozdéleni N(0;1). Jaké rozdéleni ma veli¢ina

2
y=x"?

Pro nezdpornd y existuje inverzni funkce h™ (y): x = J_r\/; .

x:i\/; de, 1

a2y

Pak hustota pravdépodobnosti nezdporné ndhodné veliciny Y je:

y=0:
dx

8 =1l

= (W) 7))
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Jde o hustotu rozdéleni }* s jednim stupném volnosti.

3.2. Piiblizné stanoveni charakteristik funkce nahodné veliciny

V praxi je nékdy k dispozici pouze jedind zméfend hodnota veli€iny X (odhad jeji stfedni
hodnoty) a smcérodatnd odchylka méfeni o, (dand napiiklad udanou chybou méficiho

pristroje). Pokud je variacni koeficient mnohem mensi nez jedna (O-—X <<< 1}, lze ptiblizné
yz;
odhadnout charakteristiky veli¢iny y = h(x).

Predpokladejme, Ze ndhodnd veli¢ina X je spojita.
Sti‘edni hodnotu nahodné veli¢iny Y odhadneme na zdkladé¢ vztahu:

h(EX)

Y = [ (b= [ MEX ) (8 ) (e 23)+ ) o o ok =

h’(EX)

= h(EX )+ DX = h(EX)

Rozptyl DY lze pak vyjadfit pfiblizné z linearniho ¢lenu Taylorova rozvoje:

DY = [ (W)~ EY)* £ (b = [ (1) — hCEX)) £ (e = (ﬁj DX

dx

‘? Otazky 3.

1. Necht Y=h(X). h(x) je monoténni funkce. Naleznéte vztah mezi hustotou
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y a hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

—Q Ulohy k FeSeni 3.

=

1. F je distribucni funkce ndhodné veliciny X, je spojitd a rostouci. Nahodna veli¢ina Y je
definovdna vztahem: Y =F(X). Urcete rozdéleni ndhodné veliciny Y (hustotu
pravdépodobnosti).

2. Nahodna veli¢ina X ma rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0;3). Urcete rozdéleni
ndhodné veliciny Y, Y=2X+1.

3. Néhodna veli¢ina X md normdlni rozdéleni N (,u; 0'2). Urcete rozdéleni ndhodné veliCiny
Y.y =e*.
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4. Néhodna veli¢ina X mé hustotu pravdépodobnosti: f(x)=A-e™*. Urdete rozdéleni
ndhodné veli¢iny Y, Y =-In X .
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