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2 VYBRANE PRAVDEPODOBNOSTNI MODELY

@ Cas ke studiu: 60 minut

Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét popsat a pouZit pro popis
4@ technickych procesi:

¢ Erlangovo rozdéleni
e Weibullovo rozdéleni
e [ogaritmicko — norméalni rozdéleni

e Vicerozmérné normalni rozdéleni

VYKLAD

2.1 Erlangovo rozdéleni

Urcitym zobecnénim exponencidlni ndhodné veli¢iny (doba do (prvni) poruchy) je ndhodna
veli¢ina s Erlangovym rozd€lenim, ktera popisuje dobu do vyskytu k-té udalosti
v Poissonové procesu.

Erlangovo rozdéleni je specialnim typem tzv. Gamma rozdéleni pro k z mnoZiny celych
¢isel. (Tento vztah je vhodné znat, chceme-li k nalezeni distribu¢ni funkce, popt. hustoty
pravdépodobnosti  pouZzit statisticky software — nckteré statistické pakety maji
implementovdno pouze Gamma rozdéleni a hodnoty Erlangova rozdéleni pak ziskame
dosazenim pfislusnych parametrt).

Erlangovo rozdéleni ma dva parametry: k — pocet uddlosti (parametr tvaru, shape, o —

v Gamma rozdé€leni), k nimz ma dojit a rychlost vyskytu téchto udalosti A (parametr méfitka,
scale, B v Gamma rozdéleni).

Xx = doba do vyskytu k.uddlosti (na obr. k = 4)

Cas vyskytu

0 1 2 3 4 5

Xx md Erlangovo rozdéleni
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VYBRANE PRAVDEPODOBNOSTNI MODELY

Ma-li ndhodnd veli¢ina X Erlangovo rozdéleni, znac¢ime to takto:

X, — Erlang (k,4)

Nahodnou veli¢inu s Erlangovym rozdélenim si miZzeme predstavit jako soucet k nezavislych
exponencidlnich ndhodnych veli¢in (doba do vyskytu k-té udélosti je souctem dob mezi 0-tou
a 1. udalosti, 1. a 2. udélosti, ..., (k-1). a k. udalosti).

Pro Erlangovo rozdéleni s parametry k a A plati tyto vztahy:

Hustota pravdépodobnosti:

_ e W)
f=4-e =k t>0
Distribu¢ni funkce:
Fl)=1—e . S A
Jj=0 J!
Intenzita poruch:
A = k=1 A 1
(k —1)! |
Zo (k—1—)!(A)’
. o k
Stiedni hodnota: EX, = E
k
Rozptyl: DX, :?

Graf intenzity poruch Erlangova rozdéleni pro A =1; k=3; 5; 7

Erlangovo rozdéleni

k=3
0,8 - k=5
0,6 - k=7
ML)
0,4 -
0,2 +
0 — T T T 1
0 5 10 15 20
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Intenzita poruch A(t) je v piipadé¢ Erlangova rozd€leni rostouci funkce a proto je toto
rozdéleni vhodné pro modelovani procesi starnuti.

K

Pruvodce studiem

Nasledujici pasaz je ur€ena pro zdjemce o matematické pozadi pouzivanych vztaht.
e (Odvozeni distribu¢ni funkce Erlangova rozdéleni

M¢jme:

Xy ... doba do vyskytu k-té uddlosti v Poissonové procesu, X, — Erlang (k;4)
N, ... poget vyskytu uddlosti v ¢asovém intervalu (0;t), N, — Po (A1)

Plati, Ze v casovém intervalu (0;t) nastane alespon k udalosti, pravé kdyz doba do
vyskytu k-té udalosti je mensi nez t.

(N, 2k)= (X, <t)

Z této ekvivalence lze odvodit distribucni funkci Erlangova rozdé€leni.

F(t)=P(X, <t)=P(N, 2k)=1-P(N, <k)=1- H(e-ﬂf .szl—e‘” - H(’%—t.

=0 ' j=0 J !

J!

¢ (Odvozeni hustoty pravdépodobnosti

Hustotu pravdépodobnosti ziskdme derivaci distribu¢ni funkce:

dF (t L () o &i(a)ta
fO =20 g or SO (o) ST A
i j=0 J- j=0 J:
k-1 J k-1 J=1
e S S
j=0 .]' j=1 (.] _1)'

=0t (ke-1) = J!
k=2 J k—1 k=2 J k-1
— 1. (/It) At (A) Q.o 'z(/u) — Q.o n (A)
j=0 J! (k - 1)’ j=0 Jt (k _1)'
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¢ Odvozeni intenzity poruch

—At . (lt)k_l
=0 (k=1) _ A _ A _
T1-F k-1 i k-1 i k-1 J—k+1
R s ) L R
= J! =0 (/11) Il o J
A A
= 1 = 1
k 1 ‘ k 1) ‘
j:() ﬂ't k - JZ: k 1 .])

¢ Odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu
M¢jme:

X ... doba do vyskytu k-té udélosti v Poissonové procesu, X, — Erlang (k; 1)
X ... doba do vyskytu udalosti v Poissonové procesu, X — E(A4)

Je ztejmé, ze Erlangova ndhodnd veli¢ina (s parametry k; A) je souctem
k exponencidlnich veli¢in (s parametrem A):

X, = Zk: X,
i=1

Z vlastnosti sttedni hodnoty vime, Ze stfedni hodnota souctu ndhodnych veli¢in je
rovna souctu jejich stfednich hodnot:

Jednotlivé exponencidlni ndhodné veliiny jsou nezdvislé a proto taktéZ rozptyl
souctu ndhodnych veli¢in je roven souctu jejich rozptyla:

ZDX :—+i2 ...+i2:i2
i=1 2/ 2/ ﬂ,

Na nésledujicim obrizku jsou p¥iklady hustoty Gamma rozdéleni pro A = 1 a rizné
hodnoty k. Poznamenejme, Ze s rostoucim k roste rozptyl tohoto rozdéleni a koeficient
Sikmosti se pfibliZuje nule (rozdéleni je vice symetrické).
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Erlangovo rozdileni

0,3 F ' ' ' <  Shape,Scale
— 3,1
0,25 - 1 —51
0,2+ _ 7.1
= 015} i
[ et
0,1+ -
0,05 - _
0 K : ‘ . =
0 4 8 12 16 20 24

2.2 Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni je velmi flexibilni (diky parametru B) a proto se jim zejména v teorii
spolehlivosti popisuji spojité ndhodné veli¢iny definované jako doba do poruchy (doba
bezporuchovosti). PouZiva se zejména pii popisu komponent, které jsou v obdobi rannych poruch
nebo v obdobi starnuti (tj. tam kde se projevuje mechanické opotfebeni nebo inava materidlu).

Weibullovo rozdéleni ma dva parametry: ® — parametr méfitka (scale, ® > 0, zdvisi na
materidlu, namahani a podminkdch uZivani) a p — parametr tvaru (shape, B > 0, na jeho
hodnot¢ zavisi tvar intenzity poruch a tim i vhodnost pouZiti pro urc¢ité obdobi doby Zivota).

Ma-li ndhodna veli¢ina X Weibullovo rozdéleni, znac¢ime to takto:

X > W(O,p)
Distribuéni funkce:

_tﬂ
F(t)=1—e(6]; t>0,0>0, >0

Hustota pravdépodobnosti:
s (1Y
f(l):g(éj e[@)); t>0,0>0, >0
Intenzita poruch:

B\
A =% — ; t>0,0>0; >0
0 @(@j s

Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rozdéleni je ziejmé, Ze:

A(t) = konst.- 177
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a proto tvar intenzity poruch zavisi na volbé parametru .

Nékteré piiklady intenzity poruch Weibullova rozdéleni (©=1):

Mt)10
8 -
6 -
4 -
p=1,5
i ; ‘ ‘ ‘ ‘B=1,0
0 1 2 3 B=0.5

t

Vsimnéme si, Ze pro f=1, prejde Weibullovo rozdéleni v rozdéleni exponencidlni (konstantni

. . 1
intenzita poruch) s parametrem A = R

B=1 = W(@;l)—)E(éj

Z vyse uvedeného grafu je rovnéz zifejmé pouziti Weibullova rozdé€len{ v zdvislosti na parametru f3:

0< <1 | obdobi détskych nemoci Mt) ... klesajici funkce
=1 bdobi stabilniho Zivot
p ODEODT STbIINING 2IVot Alt) = konst.= é =1 (exp. rozdéleni)
1<f<2 obdobi starnuti M¢) ... konkavni, rostouci funkce
p=2 obdobi starnuti A(t) ... linearné rostouci funkce
p>2 obdobi starnuti M¢) ... konvexni, rostouci funkce

@ CD-ROM

Na prilozeném CD-ROMu si miiZete prohlédnout animace zobrazujici vliv
parametru tvaru Weibullova rozdéleni na charakteristiky tohoto rozdéleni.

17



VYBRANE PRAVDEPODOBNOSTNI MODELY

2.3 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Jestlize méd ndhodna veli¢ina Y, Y = In X, normélni rozdéleni s parametry p a o’ pak ndhodna
veli¢ina X mé logaritmicko-normélni rozd€leni se stejnymi parametry, coZ zapisujeme:

X — LN(i;6?)

Z definice je zfejmé, Zze ndhodna velicina s logaritmicko-normalnim rozdélenim mtze nabyvat
pouze kladnych hodnot (defini¢ni obor In x). Proto nachazi uplatnéni pti popisu nahodnych
veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména v piipadech, kdy hustota
pravdépodobnosti je asymetricka (Sikmost neni nulovd) sjednim vrcholem. Znaény
vyznam tohoto rozdéleni tedy nachazime v teorii spolehlivosti (rizné parametry soucéstek
nabyvaji pouze kladnych hodnot — Zivotnost, rozméry, taznost, ...) a v ekonomii pfi popisu
piijmi (pfijmova rozdéleni).

Hustota pravdépodobnosti:

2

(In x—u)
207 - prox >0

1
f(x) — XO'\/% ¢

0 prox <0

Distribuéni funkce:

Distribu¢ni funkci log.-normdlniho rozdé€leni nalezneme prostfednictvim distribu¢ni funkce
normovaného normélniho rozdéleni.

CID(IHX_’UJ; prox >0
F(x)= o
0 prox <0
Stiedni hodnota: EX = eﬂT
2 -*—O':7 2
Rozptyl: DX = (e” —1)

Yo

100p %-ni kvantil:  x, = P

kde z, je 100p%-ni kvantil normovaného normalniho rozdéleni
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f(x)

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribuc¢ni funkce:
X ... pfijem zaméstnanct jisté firmy

X — LN(12.000:4.000°)

(X 0,00001)

12F ‘ ‘ ‘ B 17

10F . 08l ]

8¢ =< 06

6 ] T o4l ]

;: 02[

T B
(X 10000) X (X 10000)

X

Pti praktickém pouZivani tohoto rozdéleni postupujeme tak, Ze ndhodnou veli¢inu X nejdiive
pfevedeme na Y = In X a potom jiZ postupujeme stejné jako u normalniho rozdéleni.

K

Privodce studiem
A opét zde mame pasaz pro zdjemce:

¢ Odvozeni distribué¢ni funkce logaritmicko-normalniho rozdéleni:

Necht’:
Y=InX

X - IN(w6?) & Y- Nwo?)

Fx(x) (resp. Fy(y)) je distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny X (resp. Y)

Vx>0: F,(x)=P(X <x)=Ple" <x)=P(Y<1nx)=Fy(lnx)ch(lnxo_—ﬂj

Vx<0: F,(x)=0

¢ (Odvozeni hustoty pravdépodobnosti logaritmicko-normalniho rozdéleni:

fx (X) ... hustota pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny X

. dcp(lnx_”j e | (=)
Vx>0: X)= x X = v =4V(nx_ j = €_ 2 E
fX() dx dx o X-O xoON27w
(In x— )2
_ 1 _efT,f‘
XON2T
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Vx<0: f,(x)=0

¢ Odvozeni vztahu pro vypocet 100p %-niho kvantilu:

P(X<xp) =p

F(x,) =p
Inx —
o
Inx —u
"T =z, (@z,)=p)
Inx, =0-z,+U
. _ o)

Reseny piiklad
Necht X je nahodna velicina s logaritmicko-normalnim rozdélenim

S parametry: p=2; 6°=9. Urdete:

a) pravdépodobnost, Ze nahodna velic¢ina X je z intervalu (0;30)
b) median daného rozdéleni
¢) stiredni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X

X — LN(2,9)
ada) Pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X je z intervalu (0;30), miiZeme urcovat
rovnézZ jako pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X je mensi neZ 30, nebot

log.-normdlni ndhodnd velicina miiZe nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pripomenme si postup pri urcovdni distribucni funkce log.-normdlni ndhodné
veliciny:

cp(ln X- U
F(x)= d

j; prox >0

0 prox <0

A nyni jiZ prejdéme k urceni hledané pravdépodobnosti:
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—0=®(0,47)=0,681

Mﬁ@o)—m:@(wJ

J9

nebo

=®(0,47)= 0,681

P(0< X <30)=P(X <30)=F(30)= q{wj

g

adb) Pro urceni medidnu miZeme pouZit vztah pro 100p%-ni kvantil, ktery byl
odvozen v Pritvodci studiem:

2+4/9.0 —el= 7,

~

205 =0 = Xys=e

adc) Stredni hodnotu a rozptyl urcime na zdkladeé vyse uvedenych vztahii:

2
o
2

EX=¢" 2= EX=e 2=e? =6651

DX =™ e7 —1) = DX =¢"(e —1)=36-10°

2.4 Vicerozmérné normalni rozdéleni

UvaZujme ndhodny vektor X. (& = (X . CYD. ¢ n)T). Vektor X ma n-rozmérné normdlni
rozdé€leni pravdépodobnosti s parametry p a Y, jestliZe jeho hustota pravdépodobnosti je:

1 71<x_
f(xl’xz"”’x")zw-e ) 2 s
z

—oo<xj <r>0,j:l,...,n,

kde: u= (,ul,..., )78 )" je vektor n redlnych &isel

=] : : i i | jekovarian¢ni matice (O'ij =cov(X,, X J))

(symetricka pozitivné definitni matice typu (n;n))

|Z| je determinant kovarian¢ni matice X, |Z| #0

Y je inverzni matici k matici X
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(protoZe matice X je pozitivné definitni, je |Z| > 0 a inverzni matice X' existuje)

Ma-li ndhodna veli¢ina n-rozmérné normdlni rozd€leni pravdépodobnosti s parametry pa ),
znacime to takto:

X >N, (2.X)

o Dvourozmérné normalni rozdéleni

Specidlnim pfipadem n-rozmérného normalniho rozdé€leni je dvourozmérné normdalni
rozdéleni. Kovariancni matice ¥ ma v tomto ptipadé tvar:

2
Y = 0, po,0,
po,o, 0,
VSimnéte si, Ze podminka nenulového determinantu kovarianéni matice (|Z| #0) je splnéna

pro |p|<1.

Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X X=(X1.X2)" s dvourozmérnym normdlnim
rozdélenim je ddna vztahem:

- COR ey el

2

f(xl’xz):

270,0,41-p

Véta:
Necht' f(x;, X») je hustota ndhodného vektoru X=(X1,X2)T s dvourozmérnym normalnim
rozdélenim N, (,u,Z), kde p = (ui, po) je vektor stiednich hodnot a X je kovarian¢ni matice

ndhodného vektoru X. Pak ndhodné veli¢iny X; a X, maji normalni rozdéleni N (,ul,of) a

N (,u2 ) 0'22). Hustoty fy , fx, nezévisi na korelaénim koeficientu p .

% Privodce studiem

Pro zajemce o hlubsi pochopeni studované latky uvadime diikaz predchazejici véty:

Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X (X=(X1,X2)T s dvourozméernym
normdlnim rozdélenim je ddna vztahem:

1 (5 e ) |

flx,x,)= e
U 2n60,41- p°

Margindlni hustoty nalezneme takto:

22
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fx (xp) = Tf(xl’xz)dxz =

- I e e o
270,041 - p*
i | A )

27[0' szll p’

Zavedeme si substituci: y= (xz —Hy j
0-2
1
0-2
1 X—H 1,
1 % “(l—z)“?lj 2P[7jy y }
le (xl) = j 4 ? dy =

23
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Nyni zavedeme substituci: z=y— p(_xl _'ulj
O-l
Pak: dz = dy
RTER) S W N S
o Ay ]
fXI (xl) > e e y
270 \1-p e
x4 ’ o= __ 2
I S e e
270,\1- p° 2
A nakonec zavedeme jesté jednu substituci: t= 1 =72
1-p
1
Pak: e : dz
I-p
n—py | o 1 2
— 1 2[mjjezlp dz =

i e A
21041-p 2 J l='ee® dz—%‘ 2 _[Qez =
1 A = 1 e

_2750'1.82 'm_\/ﬂoq'ez

Vidime, Ze jde o hustotu ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N (/11,0'12).

Obdobn€ bychom ukdzali, Ze margindlni hustota f, ndhodné veli¢iny X

odpovida normélnimu rozdéleni N (,112 .05 )

Je-li p=0, pak:
(=g Y (x=ty } -\ Y
L AR A e
f(xl’x2)=2ﬂ'0'10'2'e :271'0'10'2.6 2 e )
1 _%[%lﬂlj ! _%[%j = fx (xl)'f)m (xz)
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a ndhodné veli¢iny X, X; jsou tedy nezavislé.

ReSeny priklad

Necht’” nahodny vektor X=(X1,X2)' méa dvourozmérné normélni rozdéleni
s parametry: U =2, 1, =(-1), 00 =4,07 =16, p=(-0,8). Stanovte
pravdépodobnosti:

a) Pl<X,<4)
b) P3< X, <6)

Jiz vySe jsme si ukdzali, Ze ndhodné veliciny X; a X, maji normdlni rozdéleni

N(/ul’o-lz) a N(,UZ,O';).
X, = N(2:4) X, = N(-1;16)

ada)
P(l< X, <4)=F(4)-F(1)= @(4_2J—q{1_ 2) = ®(1)-®(-0,5)=d(1)- (1-2(0,5

V4 V4

=0,841-(1-0,691)=0,532

adb)
P(3< X, <6)=F6)-F(3)= cp(G — l)j - @(3 — DJ = ®(1,75)— (1) = 0,960 - 0,¢

DX =™ ¢7 —1) = DX =¢"(e —1)=36-10°

Otazky 2.

. Popiste nahodnou veli¢inu majici Erlangovo rozdéleni

Popiste ndhodnou veli¢inu majici Weibulovo rozdéleni

V ¢em spociva flexibilita Weibullova rozdéleni? (uziti pro riznd obdobi intenzity poruch)

Popiste ndhodnou veli¢inu majici Logaritmicko — norméln{ rozdélen{

Popiste ndhodny vektor majici Vicerozmérné normélni rozdéleni
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