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2 VYBRANÉ PRAVD�PODOBNOSTNÍ MODELY   
  

 
�as ke studiu: 60 minut 

 

 
Cíl:    Po prostudování této kapitoly budete um�t popsat a použít pro popis 
technických proces�: 

 
 • Erlangovo rozd�lení 

• Weibullovo rozd�lení 

• Logaritmicko – normální rozd�lení 

• Vícerozm�rné normální rozd�lení 
 

 

 
VÝKLAD  

2.1 Erlangovo rozd�lení                                   
 
Ur�itým zobecn�ním exponenciální náhodné veli�iny (doba do (první) poruchy) je náhodná 
veli�ina s Erlangovým rozd�lením, která popisuje dobu do výskytu k-té události 
v Poissonov� procesu. 
 
Erlangovo rozd�lení je speciálním typem tzv. Gamma rozd�lení pro k z množiny celých 
�ísel. (Tento vztah je vhodné znát, chceme-li k nalezení distribu�ní funkce, pop�. hustoty 
pravd�podobnosti použít statistický software – n�které statistické pakety mají 
implementováno pouze Gamma rozd�lení a hodnoty Erlangova rozd�lení pak získáme 
dosazením p�íslušných parametr�).  
 
Erlangovo rozd�lení má dva parametry: k – po�et událostí (parametr tvaru, shape, � – 
v Gamma rozd�lení), k nimž má dojít a rychlost výskytu t�chto událostí � (parametr m��ítka, 
scale, � v Gamma rozd�lení). 
 

 

�as výskytu 

Xk = doba do výskytu k.události (na obr. k = 4) 

Xk má Erlangovo rozd�lení 

� � � � � � 
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Má-li náhodná veli�ina X Erlangovo rozd�lení, zna�íme to takto: 
 

),( rlang    λkEX k →  
 
 
Náhodnou veli�inu s Erlangovým rozd�lením si m�žeme p�edstavit jako sou�et k nezávislých 
exponenciálních náhodných veli�in (doba do výskytu k-té události je sou�tem dob mezi 0-tou 
a 1. událostí, 1. a 2. událostí, ..., (k-1). a k. událostí). 
 
Pro Erlangovo rozd�lení s parametry k a 	 platí tyto vztahy: 
 
 
Hustota pravd�podobnosti: 
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St�ední hodnota: 
λ
k

EX k =  

 

Rozptyl:  
2λ

k
DX k =  

 
Graf intenzity poruch Erlangova rozd�lení pro � = 1; k = 3; 5; 7 
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Intenzita poruch 	(t) je v p�ípad� Erlangova rozd�lení rostoucí funkce a proto je toto 
rozd�lení vhodné pro modelování proces� stárnutí. 
 

 

 
Pr�vodce studiem 

 Následující pasáž je ur�ena pro zájemce o matematické pozadí používaných vztah�. 
 
• Odvození distribu�ní funkce Erlangova rozd�lení 
 
M�jme: 
 
Xk ... doba do výskytu k-té události v Poissonov� procesu, );(     λkErlangX k →  
Nt ... po�et výskytu události v �asovém intervalu (0;t), )( o    t tPN λ→  
 
Platí, že v �asovém intervalu (0;t) nastane alespo
 k událostí, práv� když doba do 
výskytu k-té události je menší než t. 

 
( ) ( )tXkN kt <⇔≥  

  
Z této ekvivalence lze odvodit distribu�ní funkci Erlangova rozd�lení. 
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• Odvození hustoty pravd�podobnosti 
 
Hustotu pravd�podobnosti získáme derivací distribu�ní funkce: 
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• Odvození intenzity poruch 
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• Odvození st�ední hodnoty a rozptylu 
 
M�jme: 
 
Xk ... doba do výskytu k-té události v Poissonov� procesu, );(     λkErlangX k →  
X ... doba do výskytu události v Poissonov� procesu, )(    λEX →  
 
Je z�ejmé, že Erlangova náhodná veli�ina (s parametry k; 	) je sou�tem 
k exponenciálních veli�in (s parametrem 	): 

�
=

=
k

i
ik XX

1

 

 
Z vlastností st�ední hodnoty víme, že st�ední hodnota sou�tu náhodných veli�in je 
rovna sou�tu jejich st�edních hodnot: 
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Jednotlivé exponenciální náhodné veli�iny jsou nezávislé a proto taktéž rozptyl 
sou�tu náhodných veli�in je roven sou�tu jejich rozptyl�: 
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Na následujícím obrázku jsou p�íklady hustoty Gamma rozd�lení pro λ λ λ λ = 1 a r�zné 
hodnoty k. Poznamenejme, že s rostoucím k roste rozptyl tohoto rozd�lení a koeficient 
šikmosti se p�ibližuje nule (rozd�lení je více symetrické).  
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2.2 Weibullovo rozd�lení   
 

Weibullovo rozd�lení je velmi flexibilní (díky parametru �) a proto se jím zejména v teorii 
spolehlivosti popisují spojité náhodné veli�iny definované jako doba do poruchy (doba 
bezporuchovosti). Používá se zejména p�i popisu komponent, které jsou v období ranných poruch 
nebo v období stárnutí (tj. tam kde se projevuje mechanické opot�ebení nebo únava materiálu). 

 
Weibullovo rozd�lení má dva parametry: � – parametr m��ítka (scale, � > 0, závisí na 
materiálu, namáhání a podmínkách užívání) a 	 – parametr tvaru (shape, � > 0, na jeho 
hodnot� závisí tvar intenzity poruch a tím i vhodnost použití pro ur�ité období doby života).  
 
Má-li náhodná veli�ina X Weibullovo rozd�lení, zna�íme to takto: 
 

),(     βΘ→ WX  
Distribu�ní funkce: 
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Hustota pravd�podobnosti: 
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Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rozd�lení je z�ejmé, že: 
 

1.)( −⋅= βλ tkonstt  
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a proto tvar intenzity poruch závisí na volb� parametru �. 
 
 

N�které p�íklady intenzity poruch Weibullova rozd�lení (�=1): 
 

Všimn�me si, že pro �=1, p�ejde Weibullovo rozd�lení v rozd�lení exponenciální (konstantní 

intenzita poruch) s parametrem 
Θ

= 1λ . 

 

( ) �
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Θ
→Θ�= 1

1;1 EWβ  

 

Z výše uvedeného grafu je rovn�ž z�ejmé použití Weibullova rozd�lení v závislosti na parametru �: 
 

10 << β  období d�tských nemocí 	(t) ... klesající funkce 
1=β  období stabilního života 

 ( ) λλ =
Θ

== 1
.konstt  (exp. rozd�lení) 

21 << β  období stárnutí 	(t) ... konkávní, rostoucí funkce 
2=β  období stárnutí 	(t) ... lineárn� rostoucí funkce 
2>β  období stárnutí 	(t) ... konvexní, rostoucí funkce 

  

 

 
CD-ROM 

 
Na p�iloženém CD-ROMu si m�žete prohlédnout animace zobrazující vliv 
parametru tvaru Weibullova rozd�lení na charakteristiky tohoto rozd�lení. 
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2.3 Logaritmicko-normální rozd�lení 
 
Jestliže má náhodná veli�ina Y, Y = ln X, normální rozd�lení s parametry � a 
2, pak náhodná 
veli�ina X má logaritmicko-normální rozd�lení se stejnými parametry, což zapisujeme: 
 

( )2;σµLNX →  
 
Z definice je z�ejmé, že náhodná veli�ina s logaritmicko-normálním rozd�lením m�že nabývat 
pouze kladných hodnot (defini�ní obor ln x). Proto nachází uplatn�ní p�i popisu náhodných 
veli�in nabývajících pouze kladných hodnot a to zejména v p�ípadech, kdy hustota 
pravd�podobnosti je asymetrická (šikmost není nulová) s jedním vrcholem. Zna�ný 
význam tohoto rozd�lení tedy nacházíme v teorii spolehlivosti (r�zné parametry sou�ástek 
nabývají pouze kladných hodnot – životnost, rozm�ry, tažnost, …) a v ekonomii p�i popisu 
p�íjm� (p�íjmová rozd�lení). 
 
Hustota pravd�podobnosti: 
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Distribu�ní funkce: 
 
Distribu�ní funkci log.-normálního rozd�lení nalezneme prost�ednictvím distribu�ní funkce 
normovaného normálního rozd�lení.  
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St�ední hodnota: 2

2σµ+
= eEX  

 

Rozptyl:  ( )1
2

22
−=

+ σσµ
eeDX  

100p%-ní kvantil: pz
p ex ⋅+= σµ ,   

kde zp je 100p%-ní kvantil normovaného normálního rozd�lení 
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Grafické znázorn�ní hustoty pravd�podobnosti a distribu�ní funkce: 
 

X … p�íjem zam�stnanc� jisté firmy 
 

( )2000.4;000.12LNX →  
 

P�i praktickém používání tohoto rozd�lení postupujeme tak, že náhodnou veli�inu X nejd�íve 
p�evedeme na Y = ln X a potom již postupujeme stejn� jako u normálního rozd�lení. 

 

 
Pr�vodce studiem 

 A op�t zde máme pasáž pro zájemce: 
 
• Odvození distribu�ní funkce logaritmicko-normálního rozd�lení: 
 
Nech�: 

( ) ( )22 ;;
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=

 

  
FX(x) (resp. FY(y)) je distribu�ní funkce náhodné veli�iny X (resp. Y) 
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• Odvození hustoty pravd�podobnosti logaritmicko-normálního rozd�lení: 
 

fX (x) … hustota pravd�podobnosti náhodné veli�iny X 
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0)(:0 =≤∀ xfx X  
 
• Odvození vztahu pro výpo�et 100p%-ního kvantilu: 
 

 
( )

( )( )pzz
x

p
x

pxF

pXP

pp
p

p

p

=Φ=
−

=��
�

�
��
�

� −
Φ

=

=<

σ
µ

σ
µ

ln

ln

)(

x p

 

                                     ( )pz
p

pp

ex

zx
⋅+=

+⋅=
σµ

µσln
 

 

 

 

ešený p�íklad 

 Nech� X je náhodná veli�ina s logaritmicko-normálním rozd�lením 
s parametry: �=2; 
2=9. Ur�ete: 
 
a) pravd�podobnost, že náhodná veli�ina X je z intervalu (0;30) 
b) medián daného rozd�lení 
c) st�ední hodnotu a rozptyl náhodné veli�iny X 
 
 

( )9;2LNX →  
 
ada) Pravd�podobnost, že náhodná veli�ina X je z intervalu (0;30), m�žeme ur�ovat 

rovn�ž jako pravd�podobnost, že náhodná veli�ina X je menší než 30, nebo� 
log.-normální náhodná veli�ina m�že nabývat pouze kladných hodnot. 
 
P�ipome�me si postup p�i ur�ování distribu�ní funkce log.-normální náhodné 
veli�iny: 
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A nyní již p�ejd�me k ur�ení hledané pravd�podobnosti: 
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( ) ( ) ( ) 681,047,00
9

230ln
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nebo 
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adb) Pro ur�ení mediánu m�žeme použít vztah pro 100p%-ní kvantil, který byl 

odvozen v Pr�vodci studiem: 
 

pz
p ex ⋅+= σµ  

 
05,0 =z  4,72092
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adc) St�ední hodnotu a rozptyl ur�íme na základ� výše uvedených vztah�: 
 

1,6652
13

2
9

2
2

2

≅==�=
++

eeEXeEX
σµ
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2.4 Vícerozm�rné normální rozd�lení  
 
Uvažujme náhodný vektor X. ( )( )T

nXXXX ,,, 21 �= . Vektor X má n-rozm�rné normální 
rozd�lení pravd�podobnosti s parametry � a �, jestliže jeho hustota pravd�podobnosti je: 
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kde:  ( )T
nµµµ ,,1 �=  je vektor n reálných �ísel 
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11211

 je kovarian�ní matice ( )( )jiij XX ,cov=σ  

(symetrická pozitivn� definitní matice typu (n;n)) 
 
 Σ  je determinant kovarian�ní matice Σ , 0≠Σ  
 
 1−Σ  je inverzní matici k matici Σ   
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(protože matice Σ  je pozitivn� definitní, je 0>Σ a inverzní matice 1−Σ  existuje) 
 
Má-li náhodná veli�ina n-rozm�rné normální rozd�lení pravd�podobnosti s parametry � a �, 
zna�íme to takto: 

( )Σ→ ,µnNX  
 

� Dvourozm�rné normální rozd�lení 
 
Speciálním p�ípadem n-rozm�rného normálního rozd�lení je dvourozm�rné normální 
rozd�lení. Kovarian�ní matice Σ  má v tomto p�ípad� tvar: 
 

�
�
�

�
�
�
�

�
=Σ

2
221

21
2
1

σσρσ
σρσσ

 

 
Všimn�te si, že podmínka nenulového determinantu kovarian�ní matice ( 0≠Σ ) je spln�na 

pro 1<ρ .  
 
Hustota pravd�podobnosti náhodného vektoru X (X=(X1,X2)T s dvourozm�rným normálním 
rozd�lením je dána vztahem: 
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V�ta:  
Nech� f(x1, x2) je hustota náhodného vektoru X=(X1,X2)T s dvourozm�rným normálním 
rozd�lením ( )Σ,2 µN , kde � = (�1, �2) je vektor st�edních hodnot a Σ je kovarian�ní matice 

náhodného vektoru X. Pak náhodné veli�iny X1 a X2 mají normální rozd�lení ( )2
11 ,σµN   a 

( )2
22 ,σµN . Hustoty 

21
, XX ff  nezávisí na korela�ním koeficientu ρ . 

 

 

 
Pr�vodce studiem 

 Pro zájemce o hlubší pochopení studované látky uvádíme d�kaz p�edcházející v�ty: 
 
Hustota pravd�podobnosti náhodného vektoru X (X=(X1,X2)T s dvourozm�rným 
normálním rozd�lením je dána vztahem: 
 

( ) ( ) 	
	




�

�
�




�

��
�

�
��
�

� −
+��
�

�
��
�

� −
��
�

�
��
�

� −
−��

�

�
��
�

� −
−

−

⋅
−

=

2

2

22

2

22

1

11
2

1

11
2

2
12

1

2
21

21
12

1
,

σ
µ

σ
µ

σ
µρ

σ
µ

ρ

ρσπσ

xxxx

exxf  

 
Marginální hustoty nalezneme takto: 
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Zavedeme si substituci: ��
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Nyní zavedeme substituci: ��
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A nakonec zavedeme ješt� jednu substituci:  zt
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Vidíme, že jde o hustotu náhodné veli�iny s normálním rozd�lením ( )2

11 ,σµN . 
Obdobn� bychom ukázali, že marginální hustota 

2Xf  náhodné veli�iny X2 

odpovídá normálnímu rozd�lení ( )2
22 ,σµN . 

 
Je-li 0=ρ , pak: 
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a náhodné veli�iny X1, X2 jsou tedy nezávislé. 

 

 

ešený p�íklad 

 Nech� náhodný vektor X=(X1,X2)T  má dvourozm�rné normální rozd�lení 
s parametry: ( )8,0,16,4),1(,2 2

2
2
121 −===−== ρσσµµ . Stanovte 

pravd�podobnosti: 
a)  ( )41 1 << XP  
b)  ( )63 2 << XP  
 
Již výše jsme si ukázali, že náhodné veli�iny X1 a X2 mají normální rozd�lení 

( )2
11 ,σµN   a ( )2

22 ,σµN . 
 

( )4;21 NX →   ( )61;12 −→ NX  
 
ada)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ((

532,0)691,01(841,0

5,0115,01
4

21

4

24
14F41 1

=−−=

Φ−−Φ=−Φ−Φ=�
�

�
�
�

� −Φ−�
�

�
�
�

� −Φ=−=<< FXP

 
 
adb)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

119,0

841,0960,0175,1
16

13

16

16
36F63 2

=

−=Φ−Φ=��
�

�
��
�

� −−Φ−��
�

�
��
�

� −−Φ=−=<< FXP
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Otázky 2. 

 
 
1. Popište náhodnou veli�inu mající Erlangovo rozd�lení 
 
2. Popište náhodnou veli�inu mající Weibulovo rozd�lení 
 
3. V �em spo�ívá flexibilita Weibullova rozd�lení? (užití pro r�zná období intenzity poruch) 
 
4. Popište náhodnou veli�inu mající Logaritmicko – normální rozd�lení 
 
5. Popište náhodný vektor mající Vícerozm�rné normální rozd�lení 
 


