TEORIE ODHADU

Vlastnosti ,,dobreho“ bodového odhadu
Dobry* (vérohodny) odhad musi smvat ugité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
vérohodnych odhadpati:

* nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)

» efektivita (vydatnost,eficience), nestranny odhathoferozptyl je nejmensi mezi
vSemi nestrannymi odhadyiplusného parametru, se nazywvdjlepSi nestranny
odhad

e konzistence



Postatujici statistika pro parametr ®

Diikaz toho, zda je dity odhad efektivni (nejlepSi nestranny), neni vaelynjoduchy.
Abychom nasli odhad, ktery ma nejmensi rozptyl, jedrté nahrazeni celého wh
jednou statistikou, a to takovou, ktera bude obsahgva$Skerou“ informaci o
parametro.

Pokud je mozné pomocgjaké statistiky (mze se jednat o vicerozZzmmou statistiku)
odhadnout neznamé parametry souvisejicinho &emndl hovdime o postatujici
statistice NejjednodusSsSi positajici statistikou je podle definice samotny vektor
nahodného vylru X = (X1, ..., %), takova postajici statistika vSak neniriis
uzitecna. Smysl ma hledat takove pdstgci statistiky, které maji rozén mensi nez n.

Definice:

Realnou funkciTa(X) nazvemepostatujici statistikou pro parametr 0, jestlize
sdruzené rozieni nahodného vyou X = (X1, ..., %) podmirgné jevemT (X)=t neni
pro zadné zavislé nav.

Jestlize pro parametrickou funkt(@) existuji nestranné odhady, pak nejlepsi z nich

(ve smyslu minimalniho rozptylu) je funkci pa&ifcich statistik a je wen
jednozn@né.



Jednoduchy postupriphledani postéujicich statistik nabizi &a o faktorizaci. Tato
véta zarové umozuje rychle rozhodnout o tom, zda j€itéa statistika postaujici.

Véta o faktorizaci:

Necht X = (X1, ..., %) je nahodny vy&r zrozdtleni f(x0). T(X) je postéujici
statistikou pro parame® praw tehdy, jestlize sdruzené rageni nahodného vydou
je sowinem dvou faktat:

f(x,0) = gfT(x),0} th(x)
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Reseny fFiklad

Necht X = (X1, ..., X1) je nahodny vylegr z Poissonova rozdleni. Dokazme, Zz

T(X)=;Xi je postaujici statistikou pro parametr ® Poissonova rozdleni
(@=x),

G)X

f(x0)= v & ° x=012...,0>0

Sdruzeneé rozieni vyl@ru ma tvar:

_ _ _ _ e TR W O [P
f(g,@)—P(Xl—xl,Xz—xz,...,Xn—xn)—DP(Xi—xi)—ll__ll—Xi!@ -
>
@i:l

_ (
=" [




kdex| :O111"°1 i:l,z,...,

Sdruzené rozdeni vylru mizeme faktorizovat, tj. dieme jej zapsat jako son
dvou faktoii:

f(x,0)=g(t,®)th(x)

f(x,©)=e"® @ I

— n

T(X)= ;Xi je tedy postéujici statistikou pro paramet.



Sdruzena pravdpodobnostni funkce u rekterych rozdéleni:

Poissonovo rozdeni : P(X;4)= exp(ln/IZ x— ol _Z In(x 1),
a postaujici statistikou pro parametﬂ je vybirovy l’JhrnZXi :

e 1
Exponenciélniho rozdeni jef %) = exp[—n InJ—EZ )ﬁ}
a Ot post&ujici statistikou pro parameﬁs je vykérovy uhrnZ X
Normalniho rozdleniN(0,07), které méa hustotu

1 1 X’
f(x:0:0°)=exg —=In21—-=Ino* -
%577 F{ 2 2 202J

O 2\ — N _n 2 1 &
a sdruzena hustota[(x’o’a)'exr{ 5'”2” 5'”‘7 252 ZXJ

post&ujici statistikou pro paramet ’ je tedyz X’



Konstrukce efektivnich odhadi

Prakticky vyznam postajicich statistik pro vypéet efektivnich (nejlepSich nestrannych)
odhadh ukazuje nasledujicieta:

Rao-Blackwellova \Wta

Nech' X = (X4, ..., %) je nahodny vyr z rozaleni f(x©). Nech’ existuje postéujici
statistikaT(X) pro paramet®. Nech' 7(©) je realna funkce paramet@® a T'(X) je
nestranny odhad této charakteristiky. Potom plati:

1. Pro funkci 7(©) existuje nestranny odhadx)=T(T(X)), ktery je funkci postasjici
statistiky T(X).

2. Nestranny odhad (l) ma rozptyl mensi nebo roven rozptylu odhadix):

~

D(T(x))<D(T" (X)) provsechna®

3.D(T(x)=D("(x) = PF(X)=T"(x))=1 provsechn®



Pomocné tvrzeni

Je-li (X, Y)spojity nahodny vektor se sdruzenou hustotou f(>dgjinujeme podmimou stedni hodnott
takto:

00

E(XIY =y)= [xTF ({y)dx

DuleZitou vlastnosti podmémé stedni hodnoty je, Ze:

E,[E(x]Y)] = TE(X V), (y)dy = j fu(y) TX f () dxdy=

jf _[XE—IXi;S)dxdy jfo x)dx = E(X)’

kde E/ je stedni hodnota vzhledem k nahodné &iak Y.




Dukaz Rao-Blackwellovy \éty:

adl)

Nech’ T (X) je libovolny nestranny odhad parametrické funkd@) a T(X) je postéujici
statistika pro paramefx.
Polozme:

ProtozeT (X) je postéujici statistikou, funked (t) neni funkci, tedyf(T(l)) je statistika.

Dokazeme, Zéi: (T(l)) je nestranny odhad parametricke funl(c(@).
Pro kazd@® plati:

E (T)= E{E[T (X)|T(X) =t} = § T(N)=7(0)

(viz pomocne tvrzeni)



ad2)
D, (" (x))=E.{7 (x)- £ (x)['}= . {7 (x) - 0)] } =
=4[ (x)-To]+[Fo) -1 ]]}
=E\T"(X) T(t)] }+2E {[T T(t)][ﬁf(t)—r(e)]}+ ET{l'F(t)—r(@)]Z}

Stredni hodnotu sdiinu mMiZzeme vyjadit jako:

T (X)-Tw]dr e -7(e)

EAT (X)-To|dr 0 - 7)) = e{g[[r (x) )(T(t) o) It]=
—ET{(Ta) ). € (x)-To) \t]}
=) - (@)) [0)} =0

protozeE{ ()T (x)= t}:f(t)

Tedy
{[T (X) T(t)] }+ 2E {[T T(t)]EﬁT(t) -7 (9)]}+ ET{[f(t) ‘T(@)H =
=g (x)-TOf }+0+D Tw)

~

EAT (x)-Toff20 = b (x)20,f®) cba.



ad3)
p,(T"(x)zD,(f)) = ET{[T*(A)—'I?(t)]Z}:O - P (x)=Twm}=

Z Rao-Blackwellovy ¥ty vyplyva, ze p hledani nejlepSich nestrannych odihesk nfizeme
omezit na odhady, které jsou funkcemi posjich statistik. Tato &a nam ukazuje, jak
v piipac€, ze zname libovolny nestranny odhadgitumestranny odhad, ktery je funkci
post&ujici statistiky.

Re3eny (Fiklad
Necht’ X = (X, ..., X) je nahodny vylér z Poissonova rozdleni:

@l [&° x=012,...,0>0
X

f(x,©)=

ste nejlepsi ' 6 kel (@) = €7°
Naleznéte nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce
tj. pravdEpodobnosti toho, ze nahodna ¢&la X s Poissonovym roztenim nabude hodnoty 0.



— A0
Hledame nejlepsi nestranny odhad parametricke ﬁm:nd@) —-€

Vzhledem k tomu, Zé(@) je pravapodobnost toho, ze nahodna vela X sPoissonovyr
rozcklenim nabude hodnoty O, nabizi se jako vhodny arasjr odhad funkcé’(@) relativni

cetnost nulovych hodnot ¥e vylaru, tj.

T*(g):T(xl,...,xn):%iYi |

kde:

pro X. =0, 1=212,...,n

Uz vime, Ze pro paramegrje T(X) =>_X; postaiujici statistikou.
i=1

Nejlepsi nestranny (efektivni) odhadl () funkce 7(®©) budeme hledat

Zpisobem:

nasledujic



1. Najdeme sedni hodnotu TX) podmignou jevemT(l) = Z Xi =t

i=1

()= fr (x)T(x) =} = E{%ZY

; X, :t} = P{x1 :o(iz;xi :t}

2. Postaiujici statistikuT (X) = 21: Xi mizeme zapsat ve tvaru:

:lznlp{xi =0

N=

T(L):X1+anxi =X, +Z

i=2
kde X a Z jsou nezavislé ndhodné vely s Poissonovym rozignim:

Eo(X,)=0 Eo(z)=(n-1ie



Pak:

R =Rz =1 (1
T(t)_ P@(X1+Z:t) t e "o n‘g;t _( 1)

~ n-1)%"
— -0 - =1
Efektivnim odhadem parametrické funkIt-:é@) - € je odhadT (t) ( n j :



Fisherova mira informace

Dulezitym ukazatelem kvality odhadu je jeho rozppigomaime, ze kazdy odhad je nahodnou
velicinou). Vyhovuje-li rozdleni, jehoz parametr odhadujeme, jistym obecnyeadpokladm,

|lze ukazat, Ze neni mozné zkonstruovat odhad g$ylemp menSim nez jistd hodnota, tzv.
Raova-Cramerova hranice. Mezi odhady s pozadovalasinosti se tedy vzdy snazime nalézt
odhad, jehoz rozptyl je roven této hodhoPokud se to podia hovaime o odhadu s
minimalnim rozptylem. Ve statistické literaii@ secasto operujes nestrannym odhadem s
minimalnim rozptylem.

K libovolnému rozdleni f(x,0) a k libovolné parametrické funke{®) budeme hledat takovou

funkci C(@®), aby libovolny nestranny odhati(X), ktery sphuje podminky regularity, h
rozptyl wtSi nez C@). Funkce CP) tedy bude dolni mezi rozptylpro vSechny nestranné
odhady parametrické funkeéo).

Existuji nestranné odhady, jejichz rozptyl je rov@e®). V rekterych gipadech je vSak tato
hranice dosazitelna pouze asymptoticky (pre «).

Diive nez se pustime do hledani funkc®)C@efinujeme si éktere pojmy.



Definice:
Predpokladejme, z® je jednorozmirny parametrRikame, zesystém hustot

{f(x,0), Ou O}
je regularni praw kdyz:

1. ® je neprazdna otégna mnozina
2. Mnozina M={x f(x,0)>0} neni funkci®
3. Pro kazd&uM existuje konéna parcialni derivace:

(x,0) = of (x,0)
90
4. Pro kazdé®u O,
Z(X )= on fa(ex © plati: EZ=0
J on gg"@) 1 (x0) ox= | (( ,é)) ((x0) e[ 1(50) deo



5. 0<DZ < (koneny, kladny rozptyl)

DZ=1( J[amf jz f(x0) dx= J[am ;éx’@))z f( x@) o
[ ] f (x,0) dx= j[ '((;(,S))T f( x@) dx

ZjednoduSe# ¢asto misto o regularnosti systému hustot mluvimegularnosti rozdéleni
f(x@).



Re3eny (Fiklad

DokaZte, Ze hustota normalniho rozéleni N(©2) je regularni.

Hustota normalniho rozteni N(@,l):

1 _ (x-0)°
f (X, @) — ? (& 2

N

adl) © UR, @ je neprazdna ote'end mnozina
ad2) M=R, Mnozina M={: f(x,0)>0} neni funkci®
(x-0)°

I 1 -
ad3) DXDR:f(X,@):ﬁ@ 2 EQX—G))

dln f(X,0)

proO@ LR

proOLR

ad4) Pro kazdé&u 6, Z(X,0)= 50 plati: EZ =0



1 (9% -t r 1 1
= — e 2 dt+|e 2 dt |=—0l, +I,)=——[1-1+1
mtﬁfm f j Jor V)= g Y

=0
kde:
o -t u Z—E 2 0
.= [e 2 Mdt= 2 |=-[e'du=- im )[e“]v =-(1-0)=-1
- du=-tdff *
0 1 J _t? o
,=[e 2 ddt=|" "2 :Je‘“du:—lir(n)[e‘“];:—(o— )=1
0 du=tdf ° :
dln f(X,0)

ad5) Pro kazd®u @, Z(X.0)= plati: (0<DZ < )



DZ =1(0)= I( 1;'((;((;9)))2 f(x,©)dx= _]i(x—@)Z [ (x,0)dx =

= T(x— EX)* OF (x, ©)dx= DX =1

Hustota normalniho rozdeni N (@ ’1) je tedy regularni.



Definice:
Nech’ ndhodna vetina X ma regularni roztleni f(x,0). Integral 1®) definovany v podmince 5
v definici regularniho systemu hustot nazyvdfsherovou mirou informace

(©)= j(a'” ‘;éx’@)f f (x,0) dx:M[[ :((;S))j (xO) dx

M

Fischerova mira informace je tedyesini hodnota nahodné ey definované jako:




Nasledujici vlastnost Fisherovy miry informace yaiZitelna gedevSim §i vypoctu informace

v praktickych gikladech.

Véta:
Necht f(x,0) je regularni hustota. Netlpro vSechna x a pro vSech@®aexistuje druha derivace

f(x,0):
0°f (x,0)

00°

f"(x,0)=

Necht pro kazdédu0 plati:
_[ f"(x,0) dx=0

M
Potom:
9%In f (x,©
1(©)=-] (X9) ¢ (.0)dx
TS
> 3’ ] ) " @).f(x, O)
3 In f(x, &) - 11 4’-;_,'!_] a° |I'I_,|'1_l. H:!: (i 1-,._{.'.””.1. "n:'..]:l— f(_[j.l’. Ll LE, _
L) ~ fix, ©) d flx, ©)

ix; &) (X, FH\}"
T f(x,®) \f(x,®))

[' |r'lfl'. E}}) ‘ N .’r"f.'l'_:_'&:'] :3 In _”.'l." E]}
Lflx, ®))  flx, @) 3e°




Reseny pFiklad

, L s , . - 2 2 _ y ]
Necht’ ndhodna veltina X ma normalni rozdéleni N(,U,U ) kde 0° zname. Urete miru
informace o parametrup.

f(x,,u):\/ZlTwBa_(XZ_Oﬁ)2 pro X F
In f(X,ﬂ)zln\/;—ﬂHni+|ne_(xz_;)z :—%In(Zﬂ)—lna—%
olin f(x.4) _ (x-1
ou o
(4)=E (am éﬁx’”)jz}‘ E{(x;ff}: L el )= Lox = L=



Re3eny (Fiklad

Nech nahodna veltina X ma Poissonovo rozéleni PO(/]). Uréete miru informace o
parametru A.

Kk
f(k,/]):/] & k=041,...,

— A>0
K!

EX=DX=A1
Je zejmé, zef (k,A) je regularni hustota.

In f(k,A)=In(A)" —Inki+ine™ =kn(4)-Inki- A

o(In f(k,A))
0/

K-A
A

L)I):E{(aln ;}(Ik,A)jZ}:E{(k;;l)z}:Alz [E{(k_j)z}:/}imx :A_lzm _

:E—]_:
A




Rao — Cramerova nerovnost

Popisuje vztah mezi Fisherovou mirou informace midmezi rozptylu Q9) nestrannych odh&ddané
parametrické funkce.

Definice:
Neclt X = (Xi, ..., %) je nahodnym vyérem, ktery ma regularni rozieéni f(x,0), jenz je funkci jednoho
realného parametru. Nett:iif(G)) je dana parametricka funkce takova, ze jeji
T'(@) _ GT(G))
00

existuje pro kazdé@®u ©. Nestranny odhad T(X) (E(T)= 7T (@)) parametrické funkcer (G)) nazveme
regularnim praw kdyz pro kazd®u O plati:

[TO0 (x0) ax=2 RELIED L i C) I

tzn. kdyz jeho sedni hodnotL{E(T(l)) = IT(X) ¥ (x, @)dxj mizeme derivovat podi®.
M



jT(x)Df (x©) dx ij}HDf( Q) d

_[T(x) g f((a O) f(x©) dx=71'(©)

Nasledujici ¥ta pak udava dolni mez rozptylu nestranného odiuzthé parametrické funkce
(o).

Rao — Cramerova ¥ta
Nech X = (X, ..., %) je nahodnym vyérem, ktery ma regularni rozieni f(x,©0). Nech’ T(@)

je dana parametricka funkce. Potom pro kazdy reguldestranny odhadi(X) funkce Z'(G))
plati:

{r'()
D(T(X))=z+—-~ =C|O®
(r(x)=" gy =cte)
OdhadT(X), jehoz rozptyl je roven Rao — Crame¥adolni mezi rozptylu @J), je efektivnhim
odhadem.
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Redeny [Fiklad
Necht X = (X1, ..., %) je ndhodnym vybsrem z Poissonova rozdleni Po(1). Uréete podle Rao —
Cramerovy nerovnosti dolni mez rozptylu odhadu paranetru A.

Z predchazejicihgeSeneho pkladu vime, ze Fisherova mira informace paramgieu

1(1)=2

Podle Rao — Cramerovyty ma kazdy regularni nestranny odhad parametftii) = 1) dolni mez rozptylu
c(1) = @) _ 1 _/

n0(A) :nE!}: n

S 1 n _ < | _
Rozptyl nestranného odhaa-tfl) =X = n D; X je D(T(l)) - D(X) -

Pro parametri tedy existuje nestranny odhad s rozptylem rovimajge Rao — Cramergwolni mezi.



Redeny [Fiklad

Nech® X = (X4, ..., %) je ndhodnym vybérem z normalniho rozdéleni N(u,02), kde O zname. Urete
pomoci Rao — Cramerovy nerovnosti dolni mez rozptylodhadu parametru .
( ) 1 _(X_,u)z
f Xa/J = @ o’ 2 z
JB/ZT . kdeo“ zname




Vime, Ze nejlepdim nestrannym (efektivnim) odhati@muni hodnoty: je primer (r(x)=x). Mél by tedy mi
rozptyl roven Rao — Cramerédolni mezi rozptylu.

0_2

Podle centralni limitni &ty miZzeme pémer aproximovat normalnim roztenim N(ﬂ’?j, zc¢ehoz je rejmé,
. o’
ze D(T(l)):T

rozcéleni.

=C(y). Cimz jsme dokazalie primer je efektivnim odhademistini hodnoty normalnit



Rayleighovo rozdleni — parametr 62
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6.1. Exponencialni tiida rozdéleni pravdépodobnosti. Nejlepsi nestranné od-
hady — pokud vibec pro danou parametrickou funkci néjaky nestranny odhad
existuje — lze nejlépe konstruovat, kdyZz pozorovana veli¢ina X ma rozd€leni pa-
tfici do urdité specialni tfidy, totiz do tzv. exponencialni tfidy rozdéleni.

Rikame, e veli¢ina X mé rozdéleni z exponencidlni tiidy (nebo rozdéleni expo-
nencidlniho typu), jestlize jeji hustota pravdépodobnosti f(x) [ ptipadné pravdépo-
dobnostni funkce p(x) = P(X = x) jde-li o rozdéleni diskrétniho typu] ma tvar

(6.1.1) flx;0) = exp [ Z Q(0) U{x) + R(6) + V(x)]
a spliiuje podminky
(6.1.2) {x] f(x;0) > 0} nezavisina@ ;

(6.1.3) parametricky prostor 2 obsahuje k-rozmérny interval,

VétSina rozdéleni uzitecnych pro aplikace pafi do exponencialni Eidy!



Jednorozmérna hustota z exponencialnitidy:

flx; 0) = exp [é:lQ {0) Ujx) + R(6) + V(x)]

Sdruzena (simultanni) hustota z exponencialnitdy:
X=X, ..., %) Je nahodny vy&r

s Gufly po 506 2 ey Tl

. A
][[ﬁ,@) = @kfszd @[@,)5;./@ e ik @@) ~ V/_)J)J

e M

5: 3 e Vx) = %;//’G')

,,¢4¢;4,/m/;/gy7*,(c/{ W%U{ (>1ig wek o fafcfﬁww\q)
f(x,0)=9{T(x),6}h(x)




6.2. Priklady

6.2.1. Poissonovo rozdéleni patii do exponencialni tfidy, nebot jeho pravdé-
podobnostni funkci (zde misto 6 oznat¢ime parametr rozdéleni symbolem 4, jak
jsme to &inili v [24])

X

plx;4) = P(X = x) = —exp(—4), x=0,1,...,
x!

Ize zapsat ve tvaru
plx;4) = exp(xIni — 4 — Inx!),

tj. ve tvaru (6.1.1), kde k = 1, Q,(4) = 4, U,(x) = x; {x|p(x;4) >0} = {0, 1, ...},
tedy nezavisi na 4, a Q = (0, o), tedy 2 obsahuje jednorozmérny interval.

fixi0) = exp [ 3. 0(6) U + R(6) + V(4]



6.2.2. Logaritmicko-normalni rozdéleni patii do exponencialni tfidy, nebot
jeho hustotu

I 1

fx;1,0%) =mem[—?(lnx - u)z], x>0,

~ Ize zapsat ve tvaru

1 %5 4
flx;p0%) = exp[—z;z—(lnx)2 +§lnx ——2%3~—5an2 —Inx - ln\/(Zn):|,

x>0,
tj. ve tvaru (6.1.1) s

1
k=2 0=(n0d’) 0,0)= T Q0,(0) =’fi’ U, =(nxf, U, =lnx,
2

R(0) = — %(E'z" + In 02) —In/(2n), V(x) = — Inx.

g

Parametricky prostor Q = {(u, 62)‘ —00 < u < oo, 6 >0} je polorovina,
mnozina {x| f(x;u, %) > 0} = (0, ), tedy nezavisi na (4, 6?).

fixi0) = exp [ 3. 0(6) U + R(6) + V(4]



6.2.3. Rovnomérné rozdé€leni na intervalu (0, #) nepatfi do exponencialni

tfidy; jeho nustota totiz je

———

1
f(x;6)=—é, 0<% <P

takze mnozina {x| f(x;0) > 0} zavisi na 6, a nesplituje tedy podminku (6.1.2).

6.2.4. Cauchyovo rozd€leni nepatfi do exponencialni tfidy, nebot jeho hustota

—
e ———

fe:0) = - [1+ (x = 0P = exp {—Inr — In[1 + (x — O]}

Nema tvar nize

s = exp [ 3 0/0) U + R(O) + V(3]



Vlastnosti ML odhadi (2 vlastnosti)

6.11. Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadii. Maximélné vérohodné odhady
maji dvé dilezité vlastnosti, pro které se jich pouziva tak Casto, pfestoze jejich vypocet
je numericky naro¢ny. Prvni z téchto vlastnosti se tyka vybéri jakéhokoliv roz-
sahu n a zni:



6.11.1. Véta. Jestlize rozdéleni pozorované veli¢iny X patFi do exponencidini
tFidy (6.1.1), pak maximdlné vérohodné odhady 0,, ..., 0, parametrii 0,, ..., 0, jsou
funkcemi minimdlnich postacujicich statistik (6.3.2).

Dikaz. Ma-li X hustotu (pravdépodobnostni funkci) tvaru (6.1.1), pak sdru-
7ena hustota nahodného vybéru X = (X, ..., X, ) je typu (6.3.1), logaritmus funkce
vérohodnosti ma pak tvar

k
(6.11.1) InL(6) = Y Q,(0)S,(x) + nR(0) + V(x),
; I=1
vérohodnostni rovnice jsou
(6.11.2)
L d0(0)] RO
! + n Fe 03 | = ls ’ ka
=Zl ( ) 69 0=0 aej 0=0 ¥

a jejich feSeni zavisi na x jen prosttednictvim hodnot S,(x), ..., S,(x) minimalnich
postacujicich statistik.

Z vety odst 64a véty odst. 6 14.1 pak ptimo plyne dulezity disledek.
Ly -

‘-.( ' ) 'a‘r' J,L“"\\i.



Dusledek 1. vlastnosti

6.11.2. Jestlize pozorovand ndhodnd velicina X md rozdéleni z exponencidlni
tiidy (6.1.1) a jestlize pro néjakou funkci T(0,, ..., 0,) maximdlné vérohodnych odhadi
parametrii 0,, ..., 0, plati

(6.11.3) E[T(@,,...0,)] =1(0) provsechna 0€Q,

pak T(D,, ..., 0,) je nejlepsim nestrannym odhadem funkce t(6) vektoru parametri .

Druha vlastnost nasleduje:



6.11.5. Véta. Necht X = (X, ..., X,) je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou

- (pravdépodobnostni funkci) f(x; 0) zdvislou na parametru 6 € Q < E' sphiujici pod-

% minky odst. 6.11.3. Necht skutecnd hodnota 0, parametru 0 je vnitinim bodem Q a necht
v okoli bodu 0, plati

6110) g
2 n Fix, In X, -
_J:“ 6££ )f(x, 0)dx = J‘M ) 1;(9 )] f(x, 8)dx = J(0),
resp. E .
- T 0 = 5| LT 116, 0) = g0,

Pak ndhodna velicina
(6.11.11) n'(0 - 6,),
kde O je koFen vérohodnostni rovnice, konverguje v distribuci (viz [24], odst. 26.2)
k normdlnimu rozdéleni N[0, 1/J(0,)].

Je-li 1(0) diferencovatelnd funkce na Q, pak ndhodna velicina

(6.11.12) n'?[(0) — ©(6,)]

konverguje v distribuci k normdlnimu rozdéleni N{0, [7'(6,)]?/J(6,)}.



Dusledek druhé vlastnosti

Prakticky to znamena, Ze pfi velkych hodnotach n Ize aproximovat rozdé€leni
odhadu @ parametru 6 rozdélenim N{0, 1/[n J(0)]} a rozd&leni odhadu t(f) pro
funkci ©(6) parametru 6 rozd&lenim N{z(0), [t'(6)]*/[n J(0)]}. Struén& fikame, Ze
maximalng vérohodny odhad 0 je asymptoticky nestranny a jeho asymptotické roz-
déleni je normdlni s rozptylem 1/[nJ(0)]. ProtoZe Zadny nestranny odhad para-
metru 6 nemiZe mit (za podminek odst. 6.11.3) rozptyl mensi nez 1/[n J(60)] (viz
[1,27]), fika se, Ze maximaln& vé€rohodny odhad je asymptoticky eficientni._




Aplikace 1

/(szé'ey% /-:573. Heon d,
{etbygle 7(@3 |

Ie) = /(?_) 7[(‘7”X’/@a(,< _

/( O) e 50/)( _ 4 )/( | /;L
][’ N g e @
[a')-—— e X— O —

—_—
=

£ = & /\ Z)ﬁ e /mféu,]
— tedy je efektlvnl

/{/Mﬁa MLE 3 é = ,;42_ ol ;Z— = T{X)



Tedy aplikace druhé vlastnosti:

- N 1 A Xi
«/ﬁ.(@—@)~N(O, j e @-iz:l:

J(©) n
a tudiz

(:)zN(G), 1 ij(@,G—z)
n.J(O) n

Tj. zndme rozéleni odhadu, rizveme poitat intervalové odhady a dalSi nejistoty
okolo parametr®!!



Aplikace 2 - Rayleighovo rozdleni — parametr ©? (nantt na projekt?)

| Pesbrighors il

———— - _’i X‘Z
-4 X T2 B
fW-1-e28 Ja-te =0
MLE: .9/@ f/;)4 0 o
ﬂ@q— '@7, L3 Z@/#”Z’)(" = O
’ 3
— A2 At
M

Tedy: —

a tudiz



Priklad 3

flx;6) =

—[1 +(x—9)] '=exp{—Inm —In[1 + (x — 6]}
Ale je regularni !

Spaitéte J(O)

J(@) 4(X—@)2

S - dln f(x,0) _ 2(x-0)
00 1+(x-0©)?

Je-li © MLE odhad— potom \/ﬁ-(@* -Q)= N(O’Z)
O = N(@,E

neboli nj a zase fireme poitat intervalové odhady!!

ol f 47" 2
_E{( n j} .[[1+(X_®)2]2'f(x’@):;_[o []-:(ﬂgdxz_.:

IN =



ZAKLADY BAYESOVY INDUKCE

Cil:
e Metodu maximalni #rohodnosti — opakovani
« Zaklady Bayesovy indukce
e Apriorni a aposteriorni rozteni
« Bayesiv bodovy a intervalovy odhad



Metoda maximalni vrohodnosti - opakovani
Nech’ Xi, X2, ..., % je nahodny vy& z rozdleni s distribdni funkci r(xe), kde tvar
distribweni funkce je znam aje neznamy parametr. Obécmuze distribéni funkce
obsahovat vice neznamych parametkteré niizeme oznéit vektorow jako ©
Problém bodového odhadu nyni 8@ v nalezeni statistikg(x), jakozto funkceX;,
X2, ..., %, ktera by mohla byt pouzita jako odh&l Tato statistika byv&asto
oznaovana jakcestimator a jeji realizacefeknime é(x), jako odhad. Nechf(x9) je
hustota pravébodobnosti nebo pragdodobnostni funkce nahodného egip X (X,
0 %)

Definice:
Pokud je hustota pra¥dodobnosti nebo pra¥dodobnostni funkce(xe) vySetovana

jako funkce®, nazveme jivérohodnostni funkci zalozenou na x = (X ..., X) a
oznaime ji jako L(&;x).

Jestlize X1, X2, ..., X% je mnozina nezavislych nahodnych pozorovani zdend
s hustotami (x:e), 1 = 1, ..., n pak ¥rohodnostni funkce fize byt ziskana jako:

L(©;x,,...,x,) = f,(x;0)L...[ f (x,:0)



Definice:

Necht’ L(@;X) je wrohodnostni funkce zaloZzena na nahodnénemylX = (X1, X, ...,
Xn) z rozkleni F(x©), kde ® je vektor neznamych paramégtiktery nabyva hodnot
z néjakého parametrického prosto®. Pokud ©=06(X) je nahodny vektor, ktery

maximalizuje L(©;X) vzhledem k&0o, potom ©(X)budeme nazyvamaximalné
vérohodny estimator ©.

Pro konkrétni realizaci nahodného b x = (X, ..., %) budemes(x) nazyvat jako
maximalné vérohodny odhad ®. Pro tento odhad budeme pouzivat zkratku MVO.

Re3eny Fiklad
MVO pro parametr exponencialniho rozcleni

Nech X = (X1, X2, ..., X1) je nahodny vybér z exponencialniho rozéleni
pravdépodobnosti.



Vime, Ze hustota pragolodobnosti exponencialni nahodné siely ma tvar:

f(x)=A@™, x>0
kdeA>0 je neznamy parametr.

Verohodnostni funkce:

L(A;x)= Ij f(>§):;|ne_AE)q

Logaritmicka ¥rohodnostni funkce:

L' (A;x) = |n[/1“ejzly“ } = (1) + |n£e)'zly“ ] =n0nA-A3x

Nalezeni maximéa (A ! X) :



dL (4 L N Ny = j-_n _1
( X):E—ZX- 1Y% =0 = d==o

d/ PR =1 D X

1
MVO a’ekavanée hodnoty exponencialniho idedi EX, oznéeny jako#=—, mize

byt odvozen pomoci vlastnostivariance maximal@ vérohodnych odhad. Tato
vlastnostika [Nguyen H. T., Rogers G. S., 1989], ze:

Pokud © je MVO parametru@, pak g(é) je MVO funkce parametrlg(e) za
predpokladu, 269(-) je prosta funkce.

Nyni je jasné, ze MVQiekavané hodnoty exponencialniho rdedi je i = x.



PN netusil, Ze jeho teorém najde uphath v -
37 moderni matematice 21. stoleti
: VETA BAYESOVA

P{B,|A} =

Uvod do Bayesovy indukce

Reverend Thomas Bayes v roce 1761¢|

P{A|B,} P{B,}
n P{B, NA}
P{A|B.} P{B. P{B, Al = K

0.07

0.06 -

D05

0.04 -

0.03

0.02

001




Tedy srovney:

P{B,JA} = :D{A‘Bk} P{B,} ersus 7'[(@|l() _ f (Z(|G)) DT(@)

2. PAlB} P(E) |  xe)or(e)do

)

prooLQ

V tomto @istupu se provadi statisticka indukce o neznaméem pémampedmigné
vzhledem k pozorovanym dah. Aby to bylo mozné provést, je nezbytnéglitd
parametru® status nahodné velny. Klicova charakteristika v Bayeséwristupu
spaiva v tom, ze je nezbytné specifikovat prgpadobnostni roztdeni © jeSE pred
pozorovanim nahodného Wi. Toto rozdleni se nazyvaapriorni rozdéleni
pravdépodobnosti

Tedy parametr®, ktery je pednttem naSeho zajmu, je v Bayesowpristupu
vySetovan jako ndhodna veéina. Jde-li o parametr nahodné vely X s distribuni
funkci F(x;0), pak vzdy, kdyz pracujeme s touto funkci, musimg na mysli
podmirénou distribeni funkci F(X©).



Apriorni rozd éleni

Uvazujme paramet® nahodné vetiny X s distribuini funkci F(Xl@). Nech’ doposud
neni k dispozici zadné pozorovani této ndhodn&iwgli Necht' je k dispozici jakasi
predlEzna zkusenosti apriorni znalost o této populaci nebo jina infoomaktera
umozni zkonstruovat subjektivni praypmdobnostni rozideni pro paramet®. Takové
rozckleni, které reflektuje nejistotu o hodagbarametru z hlediska experimentatora
jeSe pred pozorovanim aktualniho Wi, se nazyvapriorni rozd éleni parametr®.

Déle jej budeme oziavat 7(0).

Uloha najit apriorni rozdeni pro zkoumany parametr je vSeokeselmi obtiZna.

V n¢kterych Fipadech byva dokonce velmi vyhodné zvolit jako @i hustotu
takovou funkci, kterd& nemusi byt ani integrovatel@a,gesto po implementaci
Bayesovych metod dava rozumné vysledkyk@y vSak také vede k nesmysinym
vysledkim). Takova hustota byva ozitwvana jako tzvnevlastni apriorni hustota
Bayesovy metody lze pouzit i ¥ipac, ze neni dostupna zadna informace o
vySefovaném parametru. Takova apriorni ré@edi, oznagovana jakoneurdcita, byla
velmi intenzivié studovana [Jeffreys, 1961] a jsou zakladem Bayesovyetodn
vyvinutych autory [Box and Tiao, 1973].



Neexistuje zadny obecny navod, jak bylanbyt specifikovana neéita apriorni
hustota. Jelikoz jsou pod tihotiznych argumeriit pouzity izné definice neuitych
apriornich rozdleni, setkame seasto stiznymi nevlastnimi apriornimi roztknimi
[Zellner, 1977]. Pro Eely nalezeni nediteho apriorniho roztleni pouzijeme jednu
z nejpopulargsich metod, navrzenou v [Jeffreys, 1961].

Necht f(Xl@) je hustota pravbodobnosti nebo pra¥dodobnostni funkce pozorované
nahodné vediny X, kde vektor® je vektor neznamych paramitZa neuéité apriorni

rozckleni® lze vazit:
ne)=[ @)}* = Jaet (6]

Kde 1(9) je Fisherova informi matice (regularni rozteni pro vektorovy parametr).

'(@)=-E£a®‘?;@' In f(x|@)j: E[a'n f(x[o), aim f(x|@)j: E(z,xz,)

00, 00




Reseny fFiklad
Uvazujme exponencialni rozdleni s hustotou f(X\/l)=/\ ™, x>0, kde 41>0 je

parametr, pro ktery je nutno zkonstruovat apriorni hustotu. Ukolem je nalézi
neur¢itou apriorni hustotu pro parametr A a pro jeho prevracenou hodnotup

#=5)

1(4)= ‘5[60722'” (A E@”X)j = —E£:722[In (/l)—/lx]j = —E( L j _1

xX)r

Odtud vyplyva, ze nedita (Jeffreysova) apriorni hustota pragmbdobnosti prot

12
1( (1
je nevlastni apriorni hustota, @ma [‘ (/1—2) J:

)=



Pokud nas bude zajimat apriorni r@kehi pro prevracenou hodnotd, tj. x, pak
Fischerova matice bude:

el i)

9 11 o( 1 1 1 1
=-E| — —,u—+—Xj =-E —(——+_xj]:—|5( -2 xj:
(aﬂ( peoow j (QU How peoopwr

1,25y 1,2, 1

7 s 7

Tedy neufita apriorni hustota pro éekdvanou hodnotu exponencialniho rdedi

wJe: .,
mp) = (iz] =

)7 U




Aposteriorni rozdéleni

Neclt X je nahodny vektor se sdruzenou hustotou pi@edobnosti nebo

pravdpodobnostni funkcif(l\@). Necht 77(©) je apriorni rozdleni nahodného
vektoru®. Potom sdruzene ro&eéni X a®@ maze byt nalezeno jako:

h(x©) = f(Xe)(e)

Za predpokladu, zed je spojity nahodny vektor, marginalni ré@gehi X mize byt
nalezeno jako:

g(x) = i h(x@) d@

A kon&n¢ podmiréné rozaéleni ® pri realizaci X =X je:

el ="20) proeno

g(x)



Toto prav@podobnostni rozideni ® se nazyvaaposteriorni rozdéleni ®. Toto
podmiréné rozaleni parametruip danych datech x je takto nazvano zejmeéna preto, z
odrazi pedstavu experimentatora o0 zkoumanem parametru potdyl pozorovan
nahodny vybr z @islusné populace. Tedy aposteriorni &edi kombinuje
predl@znou informaci obsazenou v apriornim réleai s informaci 0® (obsazenou

v datech — $rohodnostni funkce). Pokud budeme ignorovat konstamtirnosti, pak
aposteriorni rozgleni mize byt zapsano nasleda@n

mex)0 f(¥e)m(e) proenQ

kde konstanta u#énnosti k mize byt nalezena tak, aby byla spia normovaci
podminka aposteriorni hustoty.

Pozn.: LI oznauje primou arérnost, tzn.ﬂ(e\x) U f(X‘G) 71©) je zkracenym zapisem
rovnice: 77(@\ X) =k [f (X\G)) (@), kOR

Tedy:
aposteriorni rozéleni U (vérohodnostni funkce x apriorni rageni)



Pokud aposteriorni rozteni prav@podobnosti pdt do téze itidy rozcleni jako
apriorni rozdleni, potom tuto rfidu rozdleni nazyvameprirozeny konjugovany
system rozdleni pro rozdleni X. To znamenda, ze pokud apriorni réledi je
konjugované vzhledem k apriornimu reélhi, pak pro nalezeni aposteriorniho
rozckleni potebujeme aktualizovat pouze parametry apriornindéteni.

Re3eny Fiklad

Necht’ Xy, ..., X Je nahodny vykér z exponencialniho rozéleni sparametrem
L. Ukolem je nalézt aposteriorni rozéleni pro A za predpokladu, ze apriorni
rozdéleni je:

a) A -~ Gammda;b), tj.

mA)= (rkl’(z) PRy

kder (a) = Txa‘le‘xdx, EA=ab p 71(A) :%



Poznamka — opakovani Gamma rozéleni: Ga(k,A)

« Nahodnou veliinu sGamma rozédlenim si nizeme pedstavit jakc
soutet k nezavislych exponencialnich ndhodnych dameli... pomicka
pro vypaet E(X) aD(X).

T = doba do vyskytu 4.udalosti

I
|
R EEEEEEPEPEPREE * - *- - R R R EEEEEEEES

Cas vyskytu

0 1 2 3 4 5

T m& Gamma rozdeni
Distribuweni funkce:F(t) = P(Tk< t) =

K k-1 i k-1 j
F{Z X; <tJ =1-P(N, <k)=1-) e* EA e”t[z(’ﬁw

i=1

DerivaciF(t) dostaneme funkci hustoty prasgbdobnosti:



k-

f(t) = Ae‘ﬁ{z (/‘_t)j } _e_mr‘l/l(./n)i-l}

= !

= Me | t>0
(k—2)

=

T = X, + X, + X+ ...+ X,
X, - E(A)

) 1 1k ) .
BT =BX 4o 4B =242 =2 sfedni (@ekavana) hodnota

K
DT =...= =5 ... rozptylIT,
Pokudk je cel@iselné, toto roztleni miva ozné&ni jako Erlangovo.
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/\\ k=3
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0064+ | \
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0054 | \ k=5
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Hustota pravé&podobnosti pro Gamma roddni, Ga(k).).



Intenzita poruch (hazardni funkce):

f(x) A

"= F(x) = 1

k-1)! |
( )Z (k=1- j){Ax)’

j=0

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Intenzita poruch Gamma raeni,A=1, Ga(k,1).



(k) € A2 reparametrizace: 1

je rozdleni — Ga(a,b) allR

A parametix bude v pozici nahodné vélny, tedy jeho apriorni rozteni bude:

(1Ja

b A A

f(1)= Alebnlebd A>0
r(a)

A
b

=
A budeme ho ozriavat neastji jako: nA)0 A e A>0



Re3eny piklad

Necht’ X1, ..., X, je ndhodny vykér z exponencialniho rozdleni sparametrem
L. Ukolem je nalézt aposteriorni rozdleni pro A za predpokladu, Ze apriorni
rozdéleni je:

a) A -~ Gammda;b), tj

1 a
( j -1 -1 1
n(A) = ()Daa e . kder(a jxandx, EA=ab p {}) = 7
kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkrkkkkkk *kkkkkkkkkkkkk

Vime, ze hustota prasgodobnosti exponencialni ndhodné siely ma tvar:

f(x)=A@™, x>0
kdeA>0 je neznamy parametr.

Zkonstruujeme nejtlve \erohodnostni funkci:



n

n —/]in -
L(A;x) = ” f(x)=A"e = =e?™™
1= ’
kde X je vylsrovy primer.
ada) Pokud ignorujeme konstantu amosti, apriorni rozdleni
A

aA) DA e P
aposteriorni rozdleni u(apriorni rozctleni x verohodnostni funkce):
A

]T(/]) D Aa—l IE_B Dane—/]n)_( . ﬂ(ﬂ‘X)DAm—a_l Ga_)l(b”&j

Lze snadno rozeznat, ze se jedna o0 Gammalevid

(/]\x)—)Gammén+a; b j
nbx +1




Protoze apriorni i aposteriorni rozteni pati do téze /fidy rozdleni, je
evidentni, ze tatoida (Gamma rozéeni) slouzi jako firozeny konjugovar
system pro parametr exponencialniho @edi.

1
adb)  nevlastni apriorni rozéleni: ﬂ(/]) )

[] %m“e‘ﬁn* _ n(A\x) A @‘W’

aposteriorni rozdeni

takze:

NnXx

(Alx) - Gamm{n;l)

a skuténost, ze apriorni rozdeni je nevlastni, zde nehraje vyznamnou roli.



Reseny (Fiklad, projekt

Necht nahodna veltina X ma Poissonovo rozé8leni PO(/])

k
f(k,A)= %@" k=01.., A>0
EX=DX =/

L/]):E{(aln;/(]k,/l)jz}:%(k:]ZA)Z}:/]lz Efk-17)=Lox=La-

Jeffreysova apriorni hustota:

2 1 -%
77(/] H ] ﬂ‘A

Ga(n,— 1 )

: . o 1
Aplikuji v &rohodnostni funkci a dostanu aposteriorni hustotu: in +—

1
Namét na projekt: Pokud apriorni je Gamma, jaka je apostriorni hustota?

Tvori Gamma rozckleni pirirozeny konjugovany systém?



Konjugované apriorni hustoty vybranych jednoparametrickych

modelu:

Neznamy parametr: 6, ostatni parametry jsou zname

Model Rozdéleni x | Konjug. rozdéleni ¢
Normalni N(0,c?) N (11, €2)
Normalni N (i, 7) G(a. B)
Poissonovo P(6) G(a, 3)

Gama G(v,0) G(a, 3)
Binomické Bi(n, o) Be(a, )




