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Metoda maximalni vrohodnosti - opakovani
Nech’ Xi, X2, ..., % je nahodny vy& z rozdleni s distribdni funkci r(xe), kde tvar
distribweni funkce je znam aje neznamy parametr. Obécmuze distribéni funkce
obsahovat vice neznamych parametkteré niizeme oznét vektorow jako ©
Problém bodového odhadu nyni 8@ v nalezeni statistikg(x), jakozto funkceX;,
X2, ..., %, ktera by mohla byt pouzita jako odh&l Tato statistika byv&asto
oznaovana jakcestimator a jeji realizacefeknime é(x), jako odhad. Nechf(x9) je
hustota pravébodobnosti nebo pragdodobnostni funkce nahodného egip X (X,
0 %)

Definice:
Pokud je hustota pra¥dodobnosti nebo pra¥dodobnostni funkce(xe) vySetovana

jako funkce®, nazveme jivérohodnostni funkci zalozenou na x = (X ..., X) a
oznaime ji jako L(&;x).

Jestlize X1, X2, ..., X% je mnozina nezavislych nahodnych pozorovani zdend
s hustotami (x:e), 1 = 1, ..., n pak ¥rohodnostni funkce fize byt ziskana jako:

L(©;x,,...,x,) = f,(x;0)L...[ f (x,:0)
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Definice:

Necht’ L(@;X) je wrohodnostni funkce zaloZzena na nahodnénemylX = (X1, X, ...,
Xn) z rozkleni F(x©), kde ® je vektor neznamych paramégtiktery nabyva hodnot
z néjakého parametrického prosto®. Pokud ©=06(X) je nahodny vektor, ktery

maximalizuje L(©;X) vzhledem k&0o, potom ©(X)budeme nazyvamaximalné
vérohodny estimator ©.

Pro konkrétni realizaci nahodného b x = (X, ..., %) budemes(x) nazyvat jako
maximalné vérohodny odhad ®. Pro tento odhad budeme pouzivat zkratdLEV

Re3eny Fiklad
MLE pro parametr exponencialniho rozdéleni

Nech X = (X1, X2, ..., X1) je nahodny vybér z exponencialniho rozéleni
pravdépodobnosti.
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Vime, Ze hustota pragolodobnosti exponencialni nahodné siely ma tvar:

f(x)=A@™, x>0
kdeA>0 je neznamy parametr.

Verohodnostni funkce:

L(hix) = |_j ()= re &

Logaritmicka ¥rohodnostni funkce:

. —/lixi —/lixi
L'(4;x)=InL(A;x)=In| A" = :In( r‘)+In e = :n[l]nA—/]ixi
i=1
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Nalezeni maximé (4;X):

L (A: N_Ny -p j=_n _1
CS )___Z p ZXI = n X

1
MLE acekavane hodnoty exponencialniho idedi EX, oznéeny jako# =~ , mize by

odvozen pomoci vlastnosivariance maximal@ vérohodnych odhad. Tato vlastnos
rika [Nguyen H. T., Rogers G. S., 1989], ze:

Pokud © je MLE parametru®, pak g( ) je MLE funkce parametrug( ) za
predpokladu, 269(-) je prosta funkce.

Nyni je jasné, Zze ME acekavané hodnoty exponencialniho réedi je 2 = x.



Reverend Thomas Bayes v roce 1761¢j] |

P{B,|A} =

A netudil, Ze jeho teorém najde upkain v =
¥ moderni matematice 21. stoleti
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Uvod do Bayesovy indukce
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VETA BAYESOVA

P{A[B,} P{B,}

\ _ P{B,NA}
;P{A\Bi}P{Bi} P{B.|A} = 7
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Tedy srovney:

P{B(A} = f{A‘Bk} "B versus ﬂ(6|1<): f(Z<|G))D7(G)) proO0Q
Y P{AB} P(B) jf@@)ur(e)de

)

V tomto @istupu se provadi statisticka indukce o neznaméem pémampedmigné
vzhledem k pozorovanym dah. Aby to bylo mozné provést, je nezbytnéglitd
parametru® status nahodné velny. Klicova charakteristika v Bayeséwpristupu
spaiva v tom, ze je nezbytné specifikovat prgpadobnostni roztdeni © jeSE pred
pozorovanim nahodného Wi. Toto rozdleni se nazyvaapriorni rozdéleni
pravdépodobnosti

Tedy parametr®, ktery je pednttem naSeho zajmu, je v Bayesowpristupu
vySetovan jako ndhodna veéina. Jde-li o parametr nahodné vely X s distribuni
funkci F(x;0), pak vzdy, kdyz pracujeme s touto funkci, musimg na mysli
podmirénou distribeni funkci F(X©).
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Apriorni rozd éleni

Uvazujme paramet® nahodné vetiny X s distribuini funkci F(Xl@). Nech’ doposud
neni k dispozici zadné pozorovani této ndhodn&iwgli Necht' je k dispozici jakasi
predlEzna zkusenosti apriorni znalost o této populaci nebo jina infoomaktera
umozni zkonstruovat subjektivni praypmdobnostni rozideni pro paramet®. Takové
rozckleni, které reflektuje nejistotu o hodagbarametru z hlediska experimentatora
jeSe pred pozorovanim aktualniho Wi, se nazyvapriorni rozd éleni parametr®.

Déle jej budeme oziavat 7(0).

Uloha najit apriorni rozdeni pro zkoumany parametr je vSeokeselmi obtiZna.

V n¢kterych Fipadech byva dokonce velmi vyhodné zvolit jako @i hustotu
takovou funkci, kterd& nemusi byt ani integrovatel@,gesto po implementaci
Bayesovych metod dava rozumné vysledkyk@y vSak také vede k nesmysinym
vysledkim). Takova hustota byva ozitwvana jako tzvnevlastni apriorni hustota
Bayesovy metody lze pouzit i ¥ipac, ze neni dostupna zadna informace o
vySefovaném parametru. Takova apriorni ré@edi, oznaovana jakoneurdcita, byla
velmi intenzivié studovana [Jeffreys, 1961] a jsou zakladem Bayesovyetodn
vyvinutych autory [Box and Tiao, 1973].
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Neexistuje zadny obecny navod, jak bylanbyt specifikovana neéita apriorni
hustota. Jelikoz jsou pod tihotiznych argumeriit pouzity izné definice neuitych
apriornich rozdleni, setkame seasto stiznymi nevlastnimi apriornimi roztknimi
[Zellner, 1977]. Pro Eely nalezeni nediteho apriorniho roztleni pouzijeme jednu
z nejpopulargsich metod, navrzenou v [Jeffreys, 1961].

Necht f(Xl@) je hustota pravbodobnosti nebo pra¥dodobnostni funkce pozorované
nahodné vediny X, kde vektor® je vektor neznamych paramitZa neuéité apriorni

rozckleni® lze vazit:
ne)=[ @)}* = Jaet (6]

Kde 1(9) je Fisherova informi matice (regularni rozteni pro vektorovy parametr).

(@)= —E{a@é;@_ In f(X|G))] = E(aln f(x[o), air f(>_<|@)J= E(z,xz,)

00, 00

| | | , aIn f(x|o)
Vime, Ze pro jednoparametrické rekhi je: | (@)= E(Z ) kde 4=""73g
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Reseny fFiklad
Uvazujme exponencialni rozdleni s hustotou f(X\/l)=/\ ™, x>0, kde 41>0 je

parametr, pro ktery je nutno zkonstruovat apriorni hustotu. Ukolem je nalézi
neuréitou apriorni hustotu pro parametr A a pro jeho prevracenou hodnotup

#=5)

1(4)= ‘5[60722'” (A E@”X)j = —E£:722[In (/l)—/lx]j = —E( L j _1

) r
Odtud vyplyva, ze nedita (Jeffreysova) apriorni hustota pragmbdobnosti prot

12
1( (1
je nevlastni apriorni hustota, @ma [‘ (/1—2) J:

)=
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Pokud nas bude zajimat apriorni r@kehi pro prevracenou hodnotd, tj. x, pak
Fischerova matice bude:

el i)

9 11 o( 1 1 1 1
=-E| — —,u—+—Xj =-E —(——+_xj]:—|5( -2 xj:
(aﬂ( peoow j (QU How peoopwr

1,25y 1,2, 1

peoopr peoopr U

Tedy neufita apriorni hustota pro éekdvanou hodnotu exponencialniho rdedi

pJe: N
mu) = (iz] =

)7 U
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Aposteriorni rozdéleni

Neclt X je nahodny vektor se sdruzenou hustotou pi@edobnosti nebo

pravdpodobnostni funkcif(l\@). Necht 77(©) je apriorni rozdleni nahodného
vektoru®. Potom sdruzene ro&eéni X a®@ maze byt nalezeno jako:

h(x©) = f(Xe)(e)

Za predpokladu, zed je spojity nahodny vektor, marginalni ré@gehi X mize byt
nalezeno jako:

g(x) = i h(x@) d@

A kon&n¢ podmiréné rozaéleni ® pri realizaci X =X je:

el ="20) proeno

g(x)
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Toto prav@podobnostni rozideni ® se nazyvaaposteriorni rozdéleni ®. Toto
podmiréné rozaleni parametruip danych datech x je takto nazvano zejmeéna preto, z
odrazi pedstavu experimentatora o0 zkoumanem parametru potdyl pozorovan
nahodny vybr z @islusné populace. Tedy aposteriorni &edi kombinuje
predl@znou informaci obsazenou v apriornim réleai s informaci 0® (obsazenou

v datech — $rohodnostni funkce). Pokud budeme ignorovat konstamtirnosti, pak
aposteriorni rozgleni mize byt zapsano nasledavn

mex)0 f(¥e)m(e) proenQ

kde konstanta u#énnosti k mize byt nalezena tak, aby byla spia normovaci
podminka aposteriorni hustoty.

Pozn.: LI oznauje primou arérnost, tzn.ﬂ(e\x) U f(X‘G) 71©) je zkracenym zapisem
rovnice: 77(@\ X) =k [f (X\G)) (@), kOR

Tedy:
aposteriorni rozéleni U (vérohodnostni funkce x apriorni rageni)
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Pokud aposteriorni rozteni prav@podobnosti pdt do téze itidy rozcleni jako
apriorni rozdleni, potom tuto rfidu rozdleni nazyvameprirozeny konjugovany
system rozdleni pro rozdleni X. To znamenda, ze pokud apriorni réledi je
konjugované vzhledem k apriornimu reélhi, pak pro nalezeni aposteriorniho
rozckleni potebujeme aktualizovat pouze parametry apriornindéteni.

Re3eny Fiklad

Necht’ Xy, ..., X Je nahodny vykér z exponencialniho rozéleni sparametrem
L. Ukolem je nalézt aposteriorni rozéleni pro A za predpokladu, ze apriorni
rozdéleni je:

a) A -~ Gammda;b), tj.

-2

A
b

A% e

panat  e-fevn ume y -

1
y
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Poznamka — opakovani Gamma rozéleni: Ga(k,A)

« Nahodnou veliinu sGamma rozédlenim si nizeme pedstavit jakc
soutet k nezavislych exponencialnich ndhodnych dameli... pomicka
pro vypaet E(X) aD(X).

T = doba do vyskytu 4.udalosti

I
|
R EEEEEEPEPEPREE * - *- - R R R EEEEEEEES

Cas vyskytu

0 1 2 3 4 5

T m& Gamma rozdeni
Distribuweni funkce:F(t) = P(Tk< t) =

K k-1 i k-1 j
F{Z X; <tJ =1-P(N, <k)=1-) e* EA e”t[z(’ﬁw

i=1

DerivaciF(t) dostaneme funkci hustoty prasgbdobnosti:
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k-

f(t) = Ae‘ﬁ{z (/‘_t)j } _e_mr‘l/l(./n)i-l}

= !

= Me | t>0
(k—2)

=

T, = X+ X, + X, + ...+ X,

X, - E(A)
ET, = EX,+. +EX, ==+ + 2= X i avans
k= EATTEACT T L stedni (@ekavana) hodnota
_ _Kk
DT =...= =5 ... rozptylIT,

Pokudk je cel@iselné, toto roztleni miva ozné&ni jako Erlangovo.
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0.1+
0.09 4
/\\ k=3
008+ | \/
/ \
0.07 1+ :
0064+ | \
| \
0.05+ | \ k=5
0.041 ,’ \ /
0.03--/ \\
0.02--I I,’\_ -\\ /k:7
001-7I ,'/’ \\ \\\ &
7’ ~ -
0Lt = e

Hustota pravé&podobnosti pro Gamma roddni, Ga(k).).



Intenzita poruch (hazardni funkce):

f(x) _ Y
1-F(x) = 1

h(x) =

k-1)! |
( )Z (k=1- j){Ax)’

j=0

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Intenzita poruch Gamma raeni,A=1, Ga(k,1).
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“ 1
f(x) =2 e, 450  a=k b==
(k) reparametrizace: A
1 a
[Ej S
f(x) = Xx*'e P, A1>0

(3 e rozdleni — Ga(a,h) aOR

A parametix bude v pozici nahodné vélny, tedy jeho apriorni rozteni bude:

(1Ja

b A A

f(1)= Alebnlebd A>0
r(a)

A
b

=
A budeme ho ozriavat neastji jako: nA)0 A e A>0
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Re3eny piklad

Necht’ X1, ..., X, je ndhodny vykér z exponencialniho rozdleni sparametrem
L. Ukolem je nalézt aposteriorni rozdleni pro & za predpokladu, Ze apriorni
rozdéleni je:

a) A -~ Gammda;b), tj

1 a
( j -1 -1 1
n(A) = ()Daa e . kder(a jxandx, EA=ab p {}) = 7
kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkrkkkkkk *kkkkkkkkkkkkk

Vime, ze hustota prasgodobnosti exponencialni ndhodné siely ma tvar:

f(x)=A@™, x>0
kdeA>0 je neznamy parametr.

Zkonstruujeme nejtlve \erohodnostni funkci:
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n

n —/]in -
L(A;x) = ” f(x)=A"e = =e?™™
1= ’
kde X je vylsrovy primer.
ada) Pokud ignorujeme konstantu amosti, apriorni rozdleni
A

aA) DA e P
aposteriorni rozdleni u(apriorni rozctleni x verohodnostni funkce):
A

]T(/]) D Aa—l IE_B Dane—/]n)_( . ﬂ(ﬂ‘X)DAm—a_l Ga_)l(b”&j

Lze snadno rozeznat, ze se jedna o0 Gammalevid

(/]\x)—)Gammén+a; b j
nbx +1
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Protoze apriorni i aposteriorni rozteni pati do téze /fidy rozdleni, je
evidentni, ze tatoida (Gamma rozéleni) slouzi jako firozeny kojugovany
system pro parametr exponencialniho @edi.

1
adb)  nevlastni apriorni rozéleni: ﬂ(/]) )

(] %D’I”e‘“& B n(/l\x) O A @‘””{

aposteriorni rozdeni

takze:

NnXx

(Alx) - Gamm{n;l)

a skuténost, ze apriorni rozdeni je nevlastni, zde nehraje vyznamnou roli.



ZAKLADY BAYESOVY INDUKCE

ReSeny Fiklad, namét na projekt
Necht’ ndhodna veltina X ma Poissonovo rozéleni PO(/]).

f(k’/‘)=f<—,fe‘” k=01.. A>0
EX =DX =/ '
LA)Z E{(am;(]k,/\)jz}:E{(k;;])z}:j_z [E{(k_/])z}:A_lZDDX :A_lzm :11

Jeffreysova apriorni hustota je:

Pro rgjaky nahodny vytr Xi, ..., % aplikuji znamou ¥rohodnostni funkci pro

Poissonovo rozfleni:



a aposteriorni hustota tedy bude:

ixi 1 —l+n . n .+1—1 —i
fxA)xm{d)=e™ A x) 2 0e™ ) 2 BT

I_llxi!
11

coz je Gamma rozteni: a(Zx, 3 _)
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Nameét na projekt: Pokud apriorni je Gamma, jaka je aposeriorni hustota?
Tvori Gamma rozcleni prirozeny konjugovany system? Porovnejte ab

aposteriorni hustoty. Vypcditéte stredni hodnoty a rozptyly.
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Konjugované apriorni hustoty vybranych jednoparametrickych
model:

Neznamy parametr: 6, ostatni parametry jsou zname

Model Rozdéleni x | Konjug. rozdéleni ¢
Normalni N(0,c?) N (11, €2)
Normalni N (i, 7) G(a. B)
Poissonovo P(6) G(a, 3)

Gama G(v,0) G(a, 3)
Binomické Bi(n, o) Be(a, )
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Bayesovy estimatory

Nech’ n(e\x) je aposteriorni rozteni pro paramet®, zalozeno na pozorovanich
nahodného vektor, ktery ma distribtni funkci F(¥e). Cilem bude ziskat bodové a
intervalové odhady pr®. Nejdiive uvazujme problém bodového odhadu.

Bayediv bodovy odhad

Aposteriorni rozdleni v Bayeso¥ pristupu hraje podobnou roli jakainohodnostni
funkce — vyraz &eho, im prichazi veSkera informace o parame®uNa rozdil od
vérohodnostni funkce vSak aposteriorni r@edi obsahuje informaci jak v pod®b
apriornino rozdleni, tak i ve vybru samotném. Bodovy odhad parametrizen byt
ziskan obdobnjako v definici maximala vérohodného estimatoru. Jestlize K pro
parametr® byl dan nalezenim moduémhodnostni funkce, pak obdabmizeme
definovat zobecrény maximalné vérohodny estimator jako modus aposteriorniho

rozckleni 77(@‘ X).
Odhad® ziskany toutanetodou bude posuzovan jaidhad aposteriornim modem
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Poznamka: aposteriorni rozfleni je pravdpodobnostnim rozdenim, zatimco
vérohodnostni funkce, jako funkc®, nemusi nuté byt pravépodobnostnim
rozcklenim. Modus aposteriorniho ra#eni je specialni mirou polohy tohoto
rozckleni. Lze zavést i dalSi miry polohy aposteriornilozdéleni, které mohou
odhadnou® stejre dolxe.

Tyto odhady budou posuzovany jakamdhad aposteriorni @ekavanou hodnotoy
resp. odhad aposteriornim medianem Z teoretického hlediska mohou byt tyto
alternativni odhady v jistem smyslu optimalni, pokeizadana jistatratova funkce
odhadu. Nagiklad aposteriorni ¢éekdvana hodnota, resp. aposteriorni median jsou
Bayesovy odhady paramet@uza pgedpokladikvadraticke ztratove funkce

e:8)=le-6f

resp. ztratoveé funkce ve tvarh.(@ @) = ‘Q -0

: kde@ je odhad parameti®.
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Abychom kratce popsali mysSlenku Bayesovych estinfatarvazujme obecnou
ztratovou funkci
Lle:6),

pro niz existuje éekavana hodnota vzhledem k aposteriornimudiend

CH

Definice:

Potom estimator® nazvemeBayesovym estimatorem@® pii uvazovane ztratove
funkci L@i@), pokud® minimalizujeaposteriorni ofekavanou ztratu

E[L(@;@)\x] :£ L(e:0)0r(ex)do

- ~\2
Napr. nech’ kvadraticka ztratova funkce jé:(@? @) = (@ - @)
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Pro kvadratickou ztratovou funkci vyjéthe aposteriornig@@kavanou ztratu jako:

el (e:8) =] [o- & x |- €] (o - Elets)+ (Elep)-&)fx -
(efx)+ [E(e))-6f = (el

Z posledni nerovnosti dale plyne, Ze pokdd E(@‘X), coz je aposteriornicekavana hodnota
0, pak aposteriorni @kavana ztrata je rovn@(@\x). Nyni je jasne, ze aposteriornieavana
hodnota, jakozto odha@é, minimalizuje aposteriornicekavanou ztratu.

Jinymi slovy — aposteriorni ofekavanad hodnota je Bayebv estimator pii uvazované
kvadratické ztratove funkci.



ZAKLADY BAYESOVY INDUKCE

Reseny fFiklad

b
Uvazujme aposteriorni rozcleni dané (/‘\X) - Gamm%“ai nb§+1j pro parametr A

exponencialniho rozéleni. Z vlastnosti Gamma rozaleni bezpros¥edné plyne, ze

b(n+a)

A= %
1+ nbx

je odhademi pomod aposteriorni atekavané hodnoty. VSim#&me si obzvlask, ze
pokud a - 0 ab - o tedy pfi nevlastnim apriornim rozdéleni, Bayesiv esimator
(p¥i uvazované kvadratické ztratove funkci) se redukujena

"~

A== o7 je totéZ jako MLE pro A.

X || =

Naleznréte zobecrény maximalné vérohodny odhad A (zobecrény MLE), zalozeny
na vybéru X, ..., X, a pri predpokladu apriorniho rozdéleni Gamma G(a;b).
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Je samozjmé, ze modus aposteriornino raemi bude ve stejném hbddako
maximum logaritmu aposteriorniho razeni

AL+ nbx)

g(4)=(n+a-1)0n(1)- b

Protoze az na konstantu nezavislouing g@) totéz jako logaritmus aposteriornil
rozckleni. Derivovanim dostaneme:

dg _n+a-1_1+nbx d’g _ n+a-1

dA A b a g N2

Jelikoz druha derivace je zaporna pro vSechna n+a > a&ximum g{) mize by
nalezeno z 1. rovnice, kterou polozime rovnu 0. Odthdcreny MLE parametrul je

- b(n+a)
" CcOz porovname s*@dchozim v'sledkem'/] = "
1+ nbx P y - 1+ nbx
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Bayediv intervalovy odhad

Predpokladejme, ze pr® je nyni pozadovana konfidém mnozina. Bpomaime, ze
na rozdil od klasickéhof{stupu, ® je nyni nahodny vektor. Proto, na rozdil od
klasickeho pistupu, ktery vydava praggodobnostni vypadd o podmnozia
zakladniho prostoru scilem nalezeni konfién oblasti, zde provedeme
pravéEpodobnostni vypaddi tykajici se pimo podmnozin parametrického prostoru.
Konfidertni mnoziny, které ziskAme pomoci Bayesowvastppu, maji fimou
pravdpodobnostni interpretaci. Bayes analog wc¢i konfidertnimu intervalu je
piisuzovan Bayeso¥ konfidenénim intervalu nebo také pravbodobnostnimu
intervalu.

Definice:
Necht’ C(x) je podmnozina parametrického prostrtakova, ze

Plon C(x) X) = J(-;T(@‘ x)do = a

Potom C(x) se nazyvalOOu % ni pravdivostni mnozina pro ©, kde ﬂ(@\x) je
aposteriorni rozgleni pro®.
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Nameét na projekt:

Necht ¢%=1.

X1, ..., % je ndhodny vy& z N(u,1). Zvolte apriorni hustotu projako f(x)=N(0100 .
Vypoctéte aposteriorni hustotu pro(bez normovaci konstanty), jejiatini hodnotu a
rozptyl, formulujte 10Q % Bayesiv konfidertni interval C(1) s minimalnim
objemem, tj. najéte HPD().

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk kkkkkkkkkkkkk

2 Shrnuti

Parametmo, ktery je fednétem nasSeho zajmu, je v Bayesaxistupu vysdbvan jako
nahodna vetina. Jde-li o parametr ndhodné vely X s distribini funkci F(X; o),
pak vzdy, kdyz pracujeme s touto funkci, musimenaimysli podmiénou distrib@ni
funkci r(xoe).
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RozcEleni, které reflektuje nejistotu o hodagtarametru z hlediska experimentatora
jeSt pred pozorovanim aktualniho Wioi, se nazyvapriorni rozd éleni parametro.
Oznaujeme jej ().

Nech’ t(xe) je hustota prawipodobnosti nebo pragdodobnostni funkce pozorované

nahodné vediny X, kde vektor® je vektor neznamych paramitZa neuéité apriorni
rozckleni® lze vazit:

r(e)=[1e)",

kde 1(©) je Fischerova informasni matice (definovana pomoci druhé derivace
logaritmické ¥rohodnostni funkce).

I(@):—E[ 0> f(X|G))J: E{am f(x|@) aln f(X|G))j: clrx2,)

00,00, 00, 00

Sdruzené rozileni X a® muaze byt nalezeno jako:
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h(x,0) = f(X©)m(e)

Za predpokladu, zed je absolutd spojity nahodny vektor, marginalni ra@teni X
muze byt nalezeno jako:
g(x)= [ h(x,©)de
]
A kone&né podmirgné rozaleni ® pri realizaci X = x je:

pro©LQ

rfop) ="

g(x)

Toto prav@podobnostni rozideni ® se nazyvaaposteriorni rozdéleni ®. Toto
podmiréné rozaleni parametruip danych datech x je takto nazvano zejmeéna preto, z
odrazi pedstavu experimentatora o0 zkoumanem parametru potdyl pozorovan
nahodny vybr z prislusné populace.

aposteriorni roz&leni U (apriorni rozdleni x wrohodnostni funkce)
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Pokud aposteriorni rozkbni prav@podobnosti pdt do téze fidy rozdleni jako
apriorni rozdleni, potom tuto rfidu rozdleni nazyvameprirozeny konjugovany
system rozdleni pro rozaleni X.

Abychom kratce popsali mysSlenku Bayesovych estinfatarvazujme obecnou
ztratovou funkciL(@;8), pro niz existuje @ekavana hodnota vzhledem k aposteriornimu
rozasleni 779]x).

Potom estimator® nazvemeBayesovym estimatorem® pii uvaZované ztratové
funkci L(@;®), pokudé minimalizujeaposteriorni otekavanou ztratu

cl o8] [tlo) oo

©
Konfidertni mnoziny, které ziskAme pomoci Bayesowvastppu, maji fimou
pravéEpodobnostni interpretaci. Bayss analog wéi konfidertnimu intervalu je
piisuzovan Bayeso¥ konfidenénimu intervalu nebo také pravgbodobnostnimu
intervalu.
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Definice:
Necht’ C(x) je podmnozina parametrického prostrtakova,ze

Ple@DC(x)x)= n@&d@:a
Clx

Potom C(x) se nazyva 1806 ni pravdivostni mnozina pf®, kde ﬂ(G)\X e
aposteriorni rozgleni pro®.
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Nahodné procesy

Definice:

Nahodny procege systém nahodnych veéin {Xcher | které jsou definovany na stejné mna@zin
elementarnich jevQ (zakladni prostor)MnozinaT se nazyv#&asova mnozina.

MnozinaT mize byt libovolnaCasto mar vyznamc¢asu; potom je todaka podmnozina
redlnycheiselR neboT =(0,%) neboT =(a,b) neboT =N . Ma-li T vyznam¢asu, nazyvame
nekdy {XJr misto nahodnym procesatasovouiradou.

Priklady:

1. Nahodna veliina X; popisuje poet impulgi (hovorit) registrovanych na telefonni estire

(operatorem) zaasovy intervakOt) . Pak{X},; je ndhodny proces B=(0,+x)

2. {Xiher , T=(0+) je fluktuasni sloZka nagti na vystupu rezistoru v elektrickém obvodsase
t20. Fluktuace nastava visledku ndhodneého pohybu elektiofiento nahodny proces se
nazyvatermicky sum

3. Uvazujme gjakou populaci (hmyzu, zkat, lidi). Jeji velikost kolisa nahoglmzhledem
k ndhodnosti narozeni, Gmrti, emigragiémigrace.{X.}, oznauje velikost populace
v ¢asetOT

Definice:
Prvky zakladniho prostor@Q, tj. hodnoty, kterych iize NP nabyt, nazyvanstavy tohoto NP.
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Nahodné procesy ...budeme uZivat ziani bud’to {Xi}r nebo {X(t):t0T}

Nahodnym (stochastickym) procesemmazveme zobrazeni, které kazdé ho&lidi T priradi
nahodnou vetinu X(t). Pronénndt ma ve wtSing piipadi vyznam ¢asu (odtuddasova
mnozina).

Realizaci nahodného procesuwozumime konkrétni pozorovani nahodného procgsujzt
nen&hodnou funkci, a zeiane ji X(t). Tuto funkci nazyvameajektorii NP {X(t):tOT}.

Dle povahy mnoziny rozliSujeme:
* nahodné procesy se spojityndasem(nahodné funkce) F je realny interval,

* nahodné procesy s diskréetniméasem (nahodné posloupnosti) F je realna diskretni
mnozina.

Prvky zakladniho prosto, tj. hodnoty, kterych iize NP nabyt, jsme nazvaliavy tohoto NP.
HodnotaX(t) tedy vyjaduje nahodny stav pozorovaného procegaset.
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Dle povahy zakladniho prostofu(stavi X(t)) rozliSujeme:

* nahodné procesy s diskrétnimi stavyX(t) — mnozinaQ je sp@etna, tj. proces ixe
nabyvat jen kon&a¢ nebo spéetné mnoha hodnot.
» nahodné procesy se spojitymi stavi{(t) - Q je rgjaky interval vR

Nahodny proce$X(t):t=0} se spojitymtasem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle nazyvame
¢itaci proces protoze zaznamenava ded ngjakych udalosti wase. HodnotaX(t) pak
ptedstavuje p&et danych udalosti v interval@t) a vzdalenosti jednotlivych okamzikudalosti

od paatkut = 0 jsou nahodné vélny.

Priklademcitaciho procesu jBoissomiv proces.

Nez ho zadefinujemefipomeneme znalosti ze Statistiky I:
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Poissonova NV

Priklady:
« podet student vstupujicich do budovy VSB TUO od 8:00 do 9:0@ ho
» pocet pacieni oSetenych khem dopolednich ordidgaich hodin
» pocet mikrodefeki v zadaném vzorku materialu, atd.

Udélosti #1 ~ -~-#=-=n=mommmees **-ooos AR R REREEEEEE
Udalosti #2 7777~ oo Wo-ooes Moo o
Udalosti #3 A -A-------- AA----A-------- A-------- A-A-A---A-A----

Casy vyskyti

k A—At
P(X:k):(/]t)kle ; 0sk<o

HX)=At DY=At



NV s exponencialnim rozélenim

X - E(J)

X = doba mezi udalostmi

| |
R R EEEEEEEE - .

Cas vyskytu udéalosti

T ma exponencialni rozéeni

F=1-e"*

f(x)=de™™;x=0
0 At g - L

E(X)= j/}te dt=—

t=0

DX = EX? - (EX)? = =t

/]2
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Poissoniv proces

Priblizme si nyniPoissoriv procesjako @iklad ¢itaciho procesu, ktery se velgasto vyskytuje
v aplikacich (nafiklad v teorii hromadné obsluhy).

Necht {X(t):t=0} je ¢itaci proces. Ne¢havic plati:

x(0)=0,
delky intervah mezi vyskyty sledované wudalosti jsou nezavislé odak veltiny
s exponencialnim roztenim s hustotou

Ae™  prox>0,

f(x)=

0 pro x< 0,

kde 1 >0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissomouaesu).

Pak tento proces nazverhnemogennim Poissonovym proceserpiicemz X(t) ma& Poissonovo
rozckleni s parametrervﬂt , tedy

Px()=k) =ML Zgq
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Stredni pdet vyskyfi udalosti v intervalu<0,t> je roven At . Parametr. tedy udava sedni
pocet vyskyti sledované udalosti za jednotéasu.

Protoze intervaly mezi jednotlivymi vyskyty udalosiou nezavisle, znalost okamiigrvnichn
vyskyti neovliviiuje predpovd doby ¢ekani na dalSi vyskyt udalosti. Také skutst, ze
sledovana udalost uz po ¢iiou dobu nenastala, néni prav@&podobnost jejiho vyskytu
v dalSim intervalu.

Piikladem Poissonova procesu by mohl byt propék):t=0}, kde X(t) udava poet poruch
n&jakého z#izeni véasovém intervalgot).

= Reseny f¥iklad
Zdroj zareni vysila vpraméru 1 impuls za 2 sekundy, picemz impulsy tvadri
Poissoriv proces. Jaka je pravé&podobnost, ze v kazdém zédti intervalu o délce £
sekund

(O0s, 59), (5s, 10s),..., (20s, 25s)

budou registrovany nejméré 4 impulsy?
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ProtoZze EX(t)=At, spateme z rovnicd=A[2 parametrA=05. Pro t= 5 pak ziskam
EX(5)=0503=25. Pro pravdpodobnost, ze dnem jednoho intervalu dojderégistraci
alespa 4 impuls:, plati

00 k
P(X(5)=4)= Z’T?e‘%
k=4 .

a hledana pravépodobnost pro vSeclepinterval: je tak rovna hodnét

0 2 5k °
|:Z y e— 25 j|
k! :

k=4
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Markov av proces
Nebude-li uvedeno jinak{X(t)itZO}, pPo[. {X,t=0}, bude ozneovat nahodny proces se

spojitym ¢asem a diskrétni mnozinou stav={012,..} (stavy jsou pro jednoduchost ozray
celymi nezapornymtisly).

Proces{X(t):t=0} nazvemeviarkovovym procesem sphuje-li tzv. markovskou vlastnost:
pro libovolnd0<t <t, <..<t <t<T7T gi,..j,i,j0! plati:

P(X(r)= 1X(0) =1, X(,) =i X(8) =1) = PIX() = X (0)=1).

Pravdpodobnost na pravé stkanvedené rovnosti nazyvameavdépodobnost grechodu

Je-li tedyt pritomny okamzik, potom chovani Markova procesu w\ifinem budoucim
okamzikur =t zavisi pouze nafffomném stavu a nikoli na stavede@chozich.
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Markoviv proces se nazyvahomogennj pokud pravépodobnost fechodu z fedchoziho
vykladu nezavisi na hodnotathrz, ale pouze na jejich rozdilu. Pouzivame palkéena

ozn

B (T—t)= P(X(T)z j‘X(’[)=i).

Tedy v homogennim procesu zaviseji pipatobnosti pechodu pouze na rozdidasovych
okamziki a jsou navic invariantniiwi posunuti wWase. Pral =1 pak dostaneme

0O proi#j,

p.j(o): o
1 proi=j.

Pro popis rozéleni Markovova procesudaset budeme v dalSim textu uzivat

ozn

p(t)=P(x(t)=i),i=0,1,2,....

Pri pravcépodobnostechp.(o), I = 0,1,2,..., se mluvi goéatecnim rozdéleni Markovova
procesu.
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Pri velkemt je obvykle Markoviv proces stabilizovany &di sestacionarnim rozdélenim se
stacionarnimi pravibodobnostmi

n=limp(t) izo12.

t- o

Jednoduchym fiikladem homogenniho Markovova procesu by mohl lwyhdgenni Poissdiv
proces z fedchoziho fikladu. P@atesni rozcatleni by nelo tvar p,(0)=1, p,(0)=0 pron=1,2,...

j i
proi, jONO{0}, j =i

—-Ah

Ah
a pro pravépodobnosti pechodu by platiloP; (h)zme

V homogennim Markovayprocesu plati

. (t +1 ) me( )pkj(tz), t,t,=20, 1,)=012,...,

. p)=p,0p,) t20 i=012..

j=0

Prvni rovnice se nazyv@hapmanova-Kolmogorovova rovnice



