8 ODHADY PARAMETRU ZAKLADNIHO SOUBORU

O

o

Cas ke studiu kapitoly: 90 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

e rozumét pojmum: bodovy odhad, intervalovy odhad
® 7znét vlastnosti bodového odhadu

e umét zkonstruovat intervalové odhady pro vybrané parametry
normalniho rozdéleni: stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku,
relativni Cetnost (podil), rozdil dvou stfednich hodnot a rozdil
relativnich Cetnosti (podili)
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Vyklad:

Nahodnou veli¢inu X, jejiz hodnoty pii realizaci ndhodného pokusu pozorujeme, mizZeme
popsat pomoci riiznych ¢iselnych charakteristik (v souvislosti s ndhodnou veli¢inou hovoiime
Castéji o parametrech zakladniho souboru (populace), popt. o parametrech rozdéleni
ndhodné veli¢iny). K parametrim zdkladniho souboru patii: sttedni hodnota p, rozptyl o’
smérodatnd odchylka o, relativni cetnost m, atd... Parametry populace jsou konstantni
hodnoty (pro urcitou ndhodnou veli¢inu).

Ve vybérovém souboru (vybéru ze zdkladniho souboru (populace)) lze najit pfislusné
prot¢jsky parametru populace. Rika se jim vybérové charakteristiky a jejich hodnoty se
méni podle aktudlniho vybéru.

Prehled nejpouZzivanéjSich parametri populace a pfislusnych vybérovych charakteristik,
véetné jejich znacCeni je uveden v nasledujici tabulce:

Z:akladni soubor | stfedni hodnota | rozptyl | smérodatnd odchylka podil
(populace) u (EX) o’ o (relativni Cetnost)
T
Vybérovy soubor pramer vybérovy vybérova vybérova
(vybér) X rozgtyl smérodatnd odchylka | relativni ¢etnost
S S p

Z pravdépodobnostniho hlediska maji vybérové charakteristiky charakter ndhodnych velic¢in
(na zdklad¢é riznosti jednotlivych vybérd, nelze hodnoty vybérovych charakteristik urcit
predem). Kazda vybérova charakteristika ma tedy svoje rozdé€leni pravdépodobnosti, které se
nazyva vybérové rozdéleni. Zname-li vyberové rozdéleni, dokiZeme odhadnout piislusny
parametr zdkladniho souboru.

? Pruvodce studiem

Nyni se pokusime vySe uvedenou terminologii propojit s praxi. Na ndsledujicim konkrétnim
ptikladu se pokusime ukazat rozdil mezi vybérem (parametry vybéru) a populaci (parametry
populace). Dédle bychom si na tomto piikladu méli ujasnit, pro¢ potifebujeme parametry
populace odhadovat:

M¢jme napt. denni produkci ty¢i (o daném priméru) ocelaiské firmy - 600 ocelovych ty¢i.
Nasim cilem je urcit stfedni hodnotu taZnosti téchto tyci.

Populace je vtomto pifipad¢ tvofena vSemi tyCemi z denni produkce a stiedni hodnota

taznosti je jeden z parametrti této populace. Je zfejmé, Ze pozadovany tukol je nefeSitelny —
k jeho splnéni bychom museli urcit taznost vSech ty¢i (destruktivni zkouska) a z naméfenych
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hodnot urcit primér. To je v praxi neproveditelné. Jediné moZné feSeni je — pokusit se o
odhad tohoto parametru.

Jestlize vybereme ndhodné napiiklad 10 ty¢i (10 ty¢i miZeme ,,obctovat™) a uréime jejich
primérnou taznost, urCujeme pramér a je ziejmé, Ze jeho hodnota zavisi na konkrétnim
vybéru (vybereme-li jinych 10 ty¢i, jejich primérnd taznost bude jind nez v predchdzejicim
ptipad¢). Primér je vybérovou charakteristiku denni produkce ty¢i a je tedy nahodnou
veli¢inou. Proto mu muzZzeme p¥Fifadit néjaké rozdéleni (viz. Limitni véty). Zname-li
rozdéleni priméru, mizeme vytvaret rizné usudky o stfedni hodnoté. Napt. dokdZeme urcit
jaka je pravdépodobnost, Ze stfedni hodnota leZ{ v ndmi zvoleném intervalu.

Vyklad:

V této podkapitole se dozvite, jak na zdklad€ znalosti vybérového souboru (a jeho
charakteristik) najit co nejlepsi odhad parametrii zdkladniho souboru.

Nejdiive si musime ujasnit, co si pod pojmem ,,nejleps$i odhad* predstavujeme.
Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhadl parametrii:
bodovy odhad, kdy parametr zakladniho souboru aproximujeme jedinym ¢islem

e intervalovy odhad, kdy tento parametr aproximujeme intervalem, v némZ s velkou
pravdépodobnosti dany parametr leZi

O tom, ktery z vySe uvedenych odhadd pouZijeme, rozhoduje konkrétni situace, v niZ se
nachdzime. Pokud potfebujeme hledany parametr vyjadiit jedinou hodnotou (vétSinou
v ptipadech, kdy jej budeme pouZivat v dalSich vypoctech), pouZijeme bodovy odhad.
Potiebujeme-li presnéjsi odhad, pouZijeme intervalovy odhad, tzn., Ze najdeme tzv. interval
spolehlivosti.

Interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) je interval, v némZ hledany parametr lezi
s danou pravdépodobnosti. Této pravdépodobnosti se fika spolehlivost odhadu.

Piiklad:

90%-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu je interval, v nemZ stredni hodnota leZi
s pravdepodobnosti 90%.

Je zfejmé, Ze ¢im vyssi spolehlivost odhadu poZadujeme, tim $irs{ interval spolehlivosti bude
(hledana hodnota se v ném musi nachézet s vyS$$i pravdépodobnosti). BohuZel to vSak ubird na
jeho vypovidaci schopnosti, jeho vyznamnost klesd. (Uvédomte si jakd je vypovidaci
schopnost informace, Ze primérny veék vsSech lidi na zemi lezi se 100%-ni spolehlivosti
v intervalu (0; 142) let.) Proto v praxi vZdy hleddme kompromis mezi spolehlivosti a
vyznamnosti.
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Oznacime-li spolehlivost odhadu (1-a), pak a se nazyva hladinou vyznamnosti. S rostouci
spolehlivosti odhadu klesd hladina vyznamnosti. V technické praxi se spolehlivost odhadu se
voli nejcastéji 95% nebo 99% (hladina vyznamnosti tedy byva 5% nebo 1%).

Pfi konstrukci bodovych a intervalovych odhadii budeme pouZzivat nasledujici pojmy:

Necht mame ndhodny vybér (X, ..., X,) z rozdé€leni s distribu¢ni funkei F(x,6) s neznamym
parametrem @ . Mnozinu vSech uvazovanych hodnot parametru 6 nazyvame parametricky
prostor. Statistiku ézT(X 5, .. , Xu), kterd bude slouZit pro tucely odhadu neznamého

parametru ¢, budeme nazyvat odhadem parametru 6, jeji pozorovanou hodnotu pak bodovym
odhadem 6.

,Dobry* (vérohodny) odhad musi spliiovat urcité vlastnosti. Mezi zdkladni vlastnosti
vérohodnych odhadt patii:

nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
vydatnost (eficience)

konzistence

dostate¢nost

8.3.1 Nestranny odhad

Rekneme, 7e odhad je nestranny, jestlize se jeho stfedni hodnota rovna hledanému parametru

(E 6= 0). Znamen4d to, Ze tento odhad systematicky nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje
odhadovany parametr.

Slabsi formou nestrannosti je asymptoticka nestrannost. Rikdme, Ze odhad je asymptoticky
nestranny pokud: lim EO=0

n—oo

Priklady nestrannych odhadii:

e X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty (limitni véty)

® Vybérova relativni Cetnost p je nestrannym odhadem relativni ¢etnosti (podilu) ©

e V piipad¢ ndhodného vybéru z normalniho rozdéleni je vybérovy rozptyl s? nestrannym
odhadem rozptylu o

Je tfeba fici, Ze existuje mnoho dobrych odhadd, které nejsou nestranné.

8.3.2 Vydatny (eficientni) odhad

Nestrannost sama o sob€ nezarucuje, Ze je odhad ,,dobry“. Radi bychom dosahli také toho,
aby bodové odhady byly rozloZeny co nejtésnéji kolem odhadovaného parametru. Pokud

budeme mit dva nestranné odhady él a 92, vybereme si ten, ktery bude mit mensi rozptyl.
Tato vlastnost se nazyva vydatnost (eficience).
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Jestlize pro dva nestranné odhady él a éz plati Dél > Déz, potom je relativni eficience
odhadu él vzhledem k odhadu éz dana podilem Dél / Dé2 ,cozje CislomeziOa 1.

Nestranny odhad, jehoZ rozptyl je nejmensi mezi vSemi nestrannymi odhady pfislusného
parametru, se nazyva nejlepsi nestranny (eficientni) odhad.

Piiklady nejlepSich nestrannych odhadu:

X je nejlep$im nestrannym odhadem stfedni hodnoty (limitni véty)

e Vybérova relativni Cetnost p je nejlepSim nestrannym odhadem rel. etnosti (podilu) «

e V piipad€¢ ndhodného vybéru z normélniho rozdéleni je vybérovy rozptyl s? nejlepSim
nestrannym odhadem rozptylu ¢

8.3.3 Konzistentni odhad

Dalsi zadouci vlastnosti dobrého odhadu je konzistence. Odhad je konzistentni pokud se
s rostoucim rozsahem vybéru (n) zpfeshuje, k ¢emuz dochazi pokud:

a) 0 je asymptoticky nestranny, tj. E 00
b) limDé=0

n—oo

Vlastnost b) tikd, Ze se s rostoucim n (rozsahem vybéru) rozdéleni 0 zuzuje kolem hledaného
parametru.

Piiklady konzistentnich odhadu:

2
- . . . . =
® X je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty, protoze DX =— — 0 pro n — oo
n
e Vybérova relativni Cetnost p je konzistentnim odhadem rel. Cetnosti (podilu) m, protoze

_x(l-7x)

Dp = — 0 pron— oo

8.3.4 Dostatecny (postacujici) odhad

Odhad parametru je dostateény, jestlize obsahuje veskerou informaci o sledovaném
parametru, kterou mizZe vybérovy soubor poskytnout. Znamend to, Ze Zadny jiny parametr
neobsahuje v&ts§i mnozstvi informace o vybérovém souboru.

Piiklady dostate¢nych odhadi:
e X je dostate¢nym odhadem stfedni hodnoty, protoZe pro jeho vypocet jsou pouZity
vSechny hodnoty vybérového souboru (nese nejvétsi informaci, srovnejte napiiklad

s medidnem)

e Vybérova relativni Cetnost p je konzistentnim odhadem rel. Cetnosti (podilu) m, protoZe
pro jeji vypocet jsou pouZity vS§echny hodnoty vybérového souboru
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8.3.5 Chyba bodového odhadu

Bodovy odhad je ndhodné veli¢ina. I v pfipadé, kdy bude bodovy odhad spliiovat vSechny
vySe uvedené pozadavky je zfejmé, Ze jeho hodnota, vypoctena na zdklad€ jednoho vybéru,
bude odlisnd od skutecné hodnoty parametru populace. Disledkem této odliSnosti je tzv.

vibérova chyba (6L 6), ktera urcuje velikost chyby pfi odhadu na zékladé jednoho
vybérového souboru. Je-li bodovy odhad 6 nezkreslenym odhadem parametru 0, pak

méfitkem presnosti odhadu je jeho smérodatnd odchylka \D#, pro niZ se Casto pouZiva
nazev stiedni chyba. Stfedni chyba udava ,,primérnou* chybu odhadt ur¢enych z riznych
vyberovych souboru daného rozsahu.

V praktickych aplikacich ¢astéji ur€ujeme odhad pfislu$ného parametru pomoci intervalového
odhadu. Tento odhad je reprezentovan intervalem (Tp; Ty), v némZ hledany parametr lezi
s pfedem urcenou pravdépodobnosti (spolehlivosti), kterou ozna¢ujeme (1-a.).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jako jednostranné (dulezitd je pouze jedna mez,
odhadujeme-li napiiklad délku Zivota néjakého zatizeni, je pro nas dileZita pouze dolni mez.)
nebo dvoustranné.

8.4.1 Jednostranné intervaly spolehlivosti

U jednostrannych intervalit se udiava pouze dolni mez (Tp) nebo pouze horni mez (Ty)
odhadu.

Je-li ddna pouze dolni mez odhadu Tp (Ty = o), mluvime o levostranném intervalu
spolehlivosti a plati pro ng;j:
Pe>T,)=1-«

Interval (TD;oo) se pak nazyvd 100.(1-a)%-ni levostranny interval spolehlivosti pro
parametr 0.

Je-li dana pouze horni mez odhadu Ty (Tp = -®), mluvime o pravostranném intervalu
spolehlivosti a plati pro né&;j:
P(O<T,)=1-«a

Interval (—oo;T' H) se pak nazyva 100.(1-a)%-ni pravostranny interval spolehlivosti pro
parametr 0.

8.4.2 Oboustranny interval spolehlivosti

Zajimaji-li nds obé meze odhadu (dolni i horni), konstruujeme oboustranny interval
spolehlivosti. VE&tSinou tyto meze urcujeme tak, aby platilo, Ze pravdépodobnost, Ze parametr
populace lezi pod dolni mezi byla stejnd jako pravdépodobnost, Ze leZi nad horni mezi a byla
rovna o/2:

P(O<T,)=PO=T,)=

N | R
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Tyto dvé podminky zarucuji, Ze:
PT,<0<T,)=1-«

Interval (T},,T,,) se pak nazyva 100.(1- &) %-ni interval spolehlivosti pro parametr 0.

Obecné metody konstrukce intervalti spolehlivosti jsou znacné narocné. Pro nase tucely se
omezime na intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni, které jsou dobie
prozkoumané (i proto se tak Casto setkdme s poZadavkem na normalitu zpracovdvanych dat).
V ptipad€, Ze zdkladni soubor nemd normélni rozd€leni, musime pfistoupit k tzv.
neparametrickym metodam odhadu (ty v§ak nejsou obsahem téchto materidla).

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostate¢nym) bodovym odhadem stfedni
hodnoty p je pramér x. Nynf si ukdZeme jak najit intervalovy odhad sttedni hodnoty.

8.5.1 Odhad stiedni hodnoty p, zname-li smérodatnou odchylku o

Predpokladejme, Ze sledovand ndahodnd veli¢ina X ma normélni rozdéleni, jehoZ rozptyl o’
zndme. Zvolme vybérovy soubor z dané populace. Necht’ ma tento vybérovy soubor rozsah n

a pramér x.

VyuZijeme poznatku o asymptotickém rozdéleni priméru (viz. Lindebergova-Lévyho véta
(kap. 7.4.1)). Vime, 7e pro dostateénd velky rozsah vybéru (n— oo) je rozdéleni priméru
asymptoticky normdlni se stfedni hodnotou p a rozptylem o’/n:

_ 2
X —>N(,u;O-—J

n
Definujeme-li ndhodnou veli€inu Z jako:

Z:X_ﬂ:X_'u.\/;,
o’ o

n
vime, ze Z ma normované normalni rozdéleni: Z — N (0;1)

Necht z, a z , jsou 100. (%) %-ni a 100.1—(%) %-ni kvantily normovaného normalniho
— 11—

2 2
rozdéleni. Pak miZeme tvrdit, Ze:
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Upravou tohoto vztahu, pii vyuZiti vlastnosti symetrie normovaného normdlniho rozdéleni

(za =—z aJ pak dostaneme poZadovany oboustranny interval:
had 1-=
2 2

- O - O
PPX-——z ,<pu<X+—-z =l-o
St Fs)

Obdobn¢ bychom mohli ukdzat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

- O
PIX-——z7 ,<M|=1-
(¥ Fpraee s

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

-~ O
Plu<X+—-z,,|=1-«
( Vi J

Vsimnéte si, Ze s rostoucim rozsahem nahodného vybéru (n) Sitka intervalu kles4, takze se
odhad zpresiiuje (pti konstantni spolehlivosti). Naopak, pti konstantnim rozsahu vybéru se

7 M rv

s rostouci spolehlivosti $itka intervalu zvétsuje.

Vyse uvedené intervalové odhady pouzivame nejen v piipadech, kdy zname smérodatnou
odchylku o, ale i v pfipadech, kdy mame dostate¢né velky vybér (n>30) a smérodatnou
odchylku ¢ nezname. V téchto piipadech lze ve vySe uvedenych vzorcich nahradit

smérodatnou odchylku ¢ vybérovou smérodatnou odchylkou s, aniZ by tim vznikla vyznamna
chyba. (viz. 8.5.2)

{ Pruvodce studiem:

Vtomto privodci studiem najdete podrobné odvozeni oboustranného intervalu
spolehlivosti pro stifedni hodnotu (zname-li ¢):

z=X"H1 [n. 7 N(0)

o
PZaSZ<Z aJ:F(Z aj_F[ZaJ:(l—zj—(gjzl—a
2 =3 -5 5 2 2
Pl-z ,<Z<z aj =l-«a
-2 -2
P| - a<X_lu'\/;<Z aj =l-a
1—5 ol 1_5
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P _Y_i.z <_,U<_Y+i'z " =1l-
Nnoo Ty n =
— o —— o
PPX+——z ,>Uu>X-—-2z , =l-a
vn 1_5 n 1—5
- (o} —— o
PPX——z ,<u<X+—=-z, =l-a
vno 7y n =5

Vyklad:

8.5.2 Odhad stiedni hodnoty p, nezname-li smérodatnou odchylku o

V praxi se vétSinou setkdvame s tim, Ze smérodatnou odchylku ¢ nezndme. Pokud nemame
ani dostate¢ny rozsah vybéru (n>30), nemiZeme pouZit vy$e odvozené intervaly
spolehlivosti pro stfedni hodnotu. Je i v takovém ptipadé¢ mozné najit intervalovy odhad
sttedni hodnoty?

S ohledem na zadani vezmeme opét vhodné vybérové rozdéleni — ted’ to bude takové, které
neobsahuje ¢ a pfitom z né¢j miZzeme ziskat interval spolehlivosti pro u: z kapitoly 6.10. vime,
7e nahodna veli¢ina definovana jako.

T, =2"H

n—1
S

ma Studentovo t rozdéleni s (n-1) stupni volnosti.

T ,—t,

n—1 n—
Z toho plyne, Ze miiZzeme zapsat ndsledujici pravdépodobnost:

Pt, <T, <t , =l-«
n—1 1-—, n—1
2

© |

P(t <X_'u‘\/Z<t ., )=l-a,

—, n—1 Ky 1—5, n—1

kdet, ;t ,
—, n—1 l—z, n—

2

jsou piislusné kvantily Studentova rozdéleni s n-1 stupni volnosti.
1

Upravou tohoto vztahu, pii vyuZiti vlastnosti symetrie Studentova rozdéleni

(ta = —tl " IJ pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:
2’ n— —5, n—
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Obdobn¢ bychom mohli ukdzat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

e S
P[X—ﬁ-tl%n_1 <yJ_l—a

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

- S
P(ﬂ< X+ﬁ'tl~[;,n—lj_l_a

Vime, Ze pro n—c (vysoky pocet stupnti volnosti, v praxi pro n>30) se Studentovo t
rozdéleni blizi normovanému normdlnimu rozdé€leni. Pro n>30 tedy muzeme kvantily
Studentova rozdéleni nahradit kvantily normovaného normalniho rozdéleni a pak vztahy pro
urCeni intervalti spolehlivosti stfedni hodnoty v pifipadé nezndmé smeérodatné odchylky
prechdzeji ve vztahy pro urceni intervalli spolehlivosti stiedni hodnoty v piipadé zndmé
smérodatné odchylky, v nichZ smérodatnou odchylku aproximujeme vybérovou smérodatnou

odchylkou.

s

Reseny piiklad:

Utvar kontroly podniku Edison testoval Zivotnost Zarovek. Kontrolofi vybrali z produkce
podniku ndhodné 50 Zarovek a dosli k zavéru, Ze primérnd doba Zivota téchto 50-ti Zarovek je
950 hodin a piislusna vybérova smérodatna odchylka doby Zivota je 100 hodin. Urcete 95%-
ni interval spolehlivosti Zivotnosti Zarovek firmy Edison.

ReSeni:

Chceme najit 95%-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu Zivotnosti Zarovek firmy
Edison, pficemz nezndme smérodatnou odchylku Zivotnosti téchto Zarovek. Mame k dispozici
informace pochézejici z vybéru o rozsahu 50 Zarovek, tj. rozsah vybéru je vyssi nez 30 a proto
k nalezeni pfislusného intervalového odhadu mulzZzeme pouzit nésledujici vztah (jde o
intervalovy odhad stfedni hodnoty pro znimé o, kde jsme polozili 6=s) :

P(?—i-z a<,u<§+i-z aj =l-a

Jn = Jn =

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

=  Z_005 1-%-0975
2 2
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= Zp.07s =1,96  (viz. Tabulka 1)

Vybérovy soubor:  x =950 hodin

s =100 hodin
n=50
Dosadime: P(950 - ﬂ 1,96 < £ <950 + ﬂ . 1,96) =0,95
J50 J50
Po tipravé dostdvame: P(9223<u<977,7) =095

Tzn., Ze s 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze Zivotnost Zarovek firmy Edison se pohybuje
v rozmezi 922 hodin 18 minut az 977 hodin 42 minut.

s

Reseny piiklad:

Obchodni tetézec TETO si v dubnu 2006 zadal studii tykajici se poctu zdkazniku v prodejné
TETO Poruba v patek odpoledne (od 12:00 do 18:00) hodin. Po jednom mésici sledovani
prodejny jsme ziskali tyto udaje:

Datum Pocet zakazniku v TETO Poruba
(12:00-18:00) hodin
2.5.2006 3756
9.5.2006 29087
16.5.2006 3042
23.5.2006 4206
30.5.2006 3597

a) Objasnéte, pro¢ jsme neziskali vybérovy soubor o rozsahu alesponi 30 hodnot a jaké jsou
dasledky volby vybéru o malém rozsahu.

b) Urcete pro managment fetézce TETO 95%-ni interval spolehlivosti po¢tu zdkazniku v
prodejné TETO Poruba v patek odpoledne.

ResSeni:

ada) Pro ziskdni vybéru o rozsahu minimdln€¢ 30 hodnot bychom museli danou prodejnu
sledovat minimalné 30 patku (tj. déle nez pul roku), coz by vedlo jednak k zvySeni
finan¢ni narocnosti studie, jednak bychom museli dlouho cekat na vysledky. Z téchto
divodu jsme zvolili mensi rozsah vybéru (n=5) odpovidajici mésicnimu sledovani
prodejny. Nevyhodou malého rozsahu vybéru je nizkd presnost odhadu (pomérné
Siroky interval).

adb) Urcujeme intervalovy odhad stfedni hodnoty s nezndmou smérodatnou odchylkou a
malym rozsahem vybéru, proto pro jeho vypocet pouZijeme nasledujici vztah:
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P(Y—i‘t L <u<X 4t j =l-«a
1-——, n—1

\/; 1—5, n—1 \/;

Spolehlivost intervalového odhadu: 1-a=0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05
= Z-o0s 1-2-0975

2 2

= too7s.4 = 2,78 (viz. Tabulka 2)

Vybérovy soubor:
5

- Zl " 3756+ 2987 + 3042 + 4206 + 3597
5 5

e =f

s = =

=3517,6

=

3756 —3517,6)° +...+ (3597 - 3517,6)°

=2611913 = s=5111

n—1 4
n=>5
Dosadime: P(3517,6 _3ILL 2,78 < 1 <3517,6 + SiLL 2,78} =0,95
J5 J5
Po tipravé dostdvame: P(28822< 11 <41530) =095

Tzn., Ze s 95%-ni spolehlivosti miZzeme tvrdit, Ze navstévnost TETO Poruba se v libovolny
patek v odpolednich hodinach bude pohybovat v rozmezi 2882 az 4153 zakaznik.

Vyklad:

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostatenym) bodovym odhadem
rozptylu o je vybérovy rozptyl s”.

Intervalovy odhad rozptylu 6” se hleda jinak v pfipad€ Ze zndme stfedni hodnotu populace
(zdkladniho souboru) a jinak, kdyZ tuto stfedni hodnotu nezndme. ProtoZe znalost stfedni

hodnoty p pfi neznalosti rozptylu 6 nenf piilis redlnd, omezime se pouze na druhy piipad.

Predpokladejme, Ze sledovand ndhodnd veli¢ina X m4 normélni rozdé€leni. Zvolme vybérovy
soubor z dané populace. Necht’ ma tento vybérovy soubor rozsah n a vybérovy rozptyl s%.
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Z vlastnosti rozdéleni Chi-kvadrit (kap. 6.9) vime, Ze definujeme-li si ndhodnou velic¢inu ¥
jako:

—1)s?
gl
o

pak m4 tato ndhodn4 veli¢ina rozdéleni Chi-kvadrét s (n-1) stupni volnosti: y — ¥,
Z toho plyne, Ze miZzeme zapsat nasledujici pravdépodobnost:

<xy<x , )=l-«a
n—1 1-—, n—1

kde x 3X

, n—1 1-—, n—

jsou piislusné kvantily X2 rozdé€leni s n-1 stupni volnosti.
1

NIR

Upravou tohoto vztahu (pozor, rozd&leni Xz neni symetrické) pak dostaneme poZadovany
oboustranny interval:

P _(n—l) st <o’ <—(n_1)-s2 =1-

X X
1-% 2
2 2

Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P(M-s2<o—2j:1—a

X, n-1

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostatenym) bodovym odhadem
smérodatné odchylky o je vybérova smérodatna odchylka s.

Intervalovy odhad smérodatné odchylky ¢ najdeme snadno uvédomime-li si, Ze smérodatna
odchylka je odmocninou z rozptylu. Staci tedy upravit intervalové odhady pro rozptyl.
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Opét predpokladejme, Ze sledovana ndhodna velicina X ma normdlni rozdé€leni. Zvolme
vybérovy soubor z dané populace. Necht’ ma tento vybérovy soubor rozsah n a vybérovou
smérodatnou odchylku s.

Oboustranny interval spolehlivosti ur¢ime jako:

Obdobné¢ je levostranny interval spolehlivosti vymezen vztahem:

P[ M-s<0'J:1—05

xl—a, n—1

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

P{0'< u-stl—O{

X

o, n—1

L

Reseny piiklad:

Automat vyrabi pistové krouzky o daném priaméru. Pfi kontrole kvality bylo ndhodn¢ vybrano
80 krouzkli a vypoctena smérodatnd odchylka jejich praméru 0,04mm. Odhadnéte 95%-ni
levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl a smérodatnou odchylku priméru pistovych
krouZzk.
ReSeni:
Nejdrive najdeme 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl. Pro jeho nalezeni

pouZije nasledujici vztah:
P(M-s2 <0'2J:1—0:

xl—a, n—1

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= X05:70 = 60,4 (viz. Tabulka 3)

Vybérovy soubor: 52 =(0,04)* =0,0016 mm*
n =80
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Po dosazeni: P £-0,0016 <o’ =095
60,4

]

P(0,0021< 6%)=0,95
Jednoduchou dpravou pak ziskdme 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro smérodatnou
odchylku:

P(/0.0021 < 5)=0.95
P(0,046 < 5)=0,95
S 95%-ni spolehlivosti tedy miZeme tvrdit, Ze rozptyl primeéru pistovych krouzki je veétsi nez

2,2.10° mm? (resp., Ze s 95%-ni spolehlivosti je smérodatnd odchylka priméru pistovych
krouzkd v&tsi neZ 4,6.10% mm).

Vyklad:

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostatenym) bodovym odhadem
relativni Cetnosti © je vybérova relativni ¢etnost p.

Jsou-li splnény podminky Moivreovy-Laplaceovy véty (n>30, popt. n-p-(1- p)>9), pak
zname rozdéleni relativni Cetnosti (podilu) (viz. kap. 7.5.1):

Je-li ndhodna veli¢ina X definovéna jako:

__p-7 _ P | n
h \/7[(1—71’) \/71'(1—7:)\/_

n

pak md ndhodna veli¢ina X normované normdlni rozdéleni: P, — N (0;1)

Necht z, a z , jsou 100. (%j %-ni a 100.1—(%} %-ni kvantily normovaného normalniho
— 1-—

2 2
rozdéleni. Pak miZeme tvrdit, Ze:
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Upravou tohoto vztahu, pfi vyuZiti vlastnosti symetrie normovaného normdlniho rozdéleni

(z,, =—z ,,J pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:
hadt 1-=
2

2
P(p_ (3 B C 2 (i I j Clea
n = n =

Uvazime-li, Ze pro dostatecné velké vybéry miZeme relativni Cetnost aproximovat vybérovou
relativni Cetnosti (viz. Bernoulliho véta), mizeme tvrdit, Ze:

P(p_ [p-(-p) <m<p+ [p-(1-p) ”j g
n 17 n 17

Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

n

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

P(ﬂ'<p+ m-zl_aj =l-a

n

L

Reseny priklad:

Pii kontrole data spotfeby urcitého druhu masové konzervy ve skladech produkti masného
prumyslu bylo ndhodné¢ vybrano 320 konzerv a zjisténo, Ze 59 z nich md proslou zarucni
Ihatu. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro odhad procenta konzerv s proslou zarucni
lhitou.

ReSeni:

Pro nalezeni 95%-niho intervalu spolehlivosti pro relativni ¢etnost pouZijeme ndsledujici

vztah:
P[p_ =) . o, [p=0) j ew
n 1—5 n 1—5

Spolehlivost intervalového odhadu: 1-—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

=  Z_00s5 1-%-0975
2 2

= Zyys =196 (viz. Tabulka 1)
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59
Vybérovy soubor: =——=0,18
y y p 320

n=320

Po dosazeni:

P 0,18—,/w-1,96<ﬂ<0,18+,/w-1,96 =0,95
320 320

P(0,138<7<0,222) =095

S 95%-ni spolehlivosti miZzeme tvrdit, Ze mezi masovymi konzervami se v daném skladu
nachdzi mezi 13,8% a 22,2% konzerv s proslou zaru¢ni Thitou.

Vyklad:

Jesté pted zahijenim vybérového Setfeni musime stanovit velikost vybérového souboru.
Ukézali jsme si, Ze velikost vybéru ma pifimy vliv na pfesnost odhadu parametra zdkladniho
vénovaném studii pro obchodni fet¢zec TETO jsme si vSak také ukdzali, Ze ekonomické a
casové duvody nds mnohdy nuti volit rozsah vybéru co nejmensi. V praxi proto hledime
kompromis, ktery pro poZadovanou ptesnost vypoctu povede k co nejmensimu rozsahu
vybéru.

Pozadovanou pfesnost vypoctu vyjadiujeme pomoci tzv. maximdlni pFipustné chyby

odhadu A. Jde o hodnotu, o kterou jsme ochotni se zmylit oproti skute¢né hodnoté
odhadovaného parametru pii dané spolehlivosti odhadu (hladin€é vyznamnosti). Piipustnd

N o

chyba odhadu je rovna polovin¢ Sitky oboustranného intervalu spolehlivosti.

8.9.1 Rozsah vybéru pri odhadu stiedni hodnoty

Obdobné jako pfi hleddni intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu, musime i zde rozliSit
dva piipady: situaci kdy zndme smérodatnou odchylku populace a situaci, kdy tuto
smérodatnou odchylku nezndme.

a) Zname ¢

Oboustranny intervalovy odhad je ddn vztahem:

P(E—i-z -

o
Nno 7y \n 1‘2j
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Prislusny intervalovy odhad tedy miiZeme vyjadfit ve tvaru:

—— o —— o —— o
X—— 7 1 X+—-z ,|=|X+t"2¢
SR G i

Polovina $itky oboustranného intervalu spolehlivosti a tedy pfipustnd chyba odhadu A je:

Pozadujeme-li, aby piipustnd chyba odhadu A dosahovala pii dané spolehlivosti odhadu
maximdlné urcité ptipustné hodnoty, pak rozsah vybéru urc¢ime jako funkci té€to chyby:

b) Nezname ¢
Obdobn¢ jako v predchédzejicim piipadé bychom mohli ukazat, Ze piipustna chyba odhadu je:

AZL'I

a
1—, n—1
vn 2

Piipustnd chyba odhadu je vtomto piipad€ nejen funkci hladiny vyznamnosti a rozsahu
vybéru, ale zdvisi také na vybérové smérodatné odchylce, kterou v piipadé, Ze jes$t€ nemame
stanoveny vybér, nezname. Jeji hodnotu tedy musime odhadnout. Obvykle se za timto
ucelem provadi tzv. predvybér, tj. vybér o malém rozsahu n;, z néhoz vypocteme vybérovou
odchylku s;, kterou povazujeme za odhad vybérové smérodatné odchylky s. Pak urc¢ime
minimalni rozsah vybéru tpravou piislusného vztahu:

Po zjisténi poZzadovaného rozsahu n pak staci doplnit pfedvybér o chybéjicich (n-n;) prvki a
intervalovy odhad pak provést z vybéru o rozsahu n.
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8.9.2 Rozsah vybéru pii odhadu relativni ¢etnosti (podilu)

Oboustranny interval spolehlivosti je dan jako:

Polovina §itky oboustranného intervalu spolehlivosti a tedy piipustnd chyba odhadu A je:

A |P=p) )
n 2

Vidime, Ze pfipustnd chyba odhadu zdvisi tentokrdt na vybérové relativni Cetnosti, kterou
nezndme. Nemdme-li Zddné informace o vybérové relativni ¢etnosti, miizeme dile postupovat
dvéma zplsoby:

a) Provedeme predvybér, znéhoZz vypolteme vybérovou relativni Cetnost p;, kterou

povaZzujeme za odhad vybérové relativni Cetnosti p. Pak ur¢ime minimalni rozsah vybéru
upravou piislu§ného vztahu:

Po zjisténi pozadovaného rozsahu n pak staci doplnit pfedvybér o chybéjicich (n-n;)
prvku a intervalovy odhad pak provést z vybéru o rozsahu n.

b) Druhou moznosti je odhadnout vybé&rovou relativni ¢etnost nejhor$i moznou variantou, tj.
maximdlni hodnotou rozptylu p.(1-p), které je dosazeno pro p = 0,5.

Reseny piiklad:

Vybérovym Setfenim bychom chtéli odhadnout primérnou mzdu pracovnikd urcitého
vyrobniho odvétvi. Z vyCerpévajiciho Setfeni, které probihalo pfed nékolika mésici, vime, Ze
smérodatna odchylka mezd byla 750,-K¢. Odhad chceme provést s 95% spolehlivosti a jsme
ochotni pfipustit maximalni chybu ve vysi 50,-K¢. Jak velky musime provést vybér, abychom
zajistili pozadovanou pfesnost a spolehlivost?

ReSeni:
Chceme odhadnou rozsah vybéru pro intervalovy odhad stfedni hodnoty zndme-li

smérodatnou odchylku o (vyCerpavajici Setfeni = zkoumadni celého zakladniho souboru
(populace)).
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l—a:0,95:>a:0,05:>1—%:0,975

20975 = 1,96 (Tabulka 1)
o =750 K¢
A <50 K¢

Rozsah vybéru odhadneme v tomto ptipad¢ podle vztahu:

Po dosazeni:
2
n (EO . 1,96}
50
n>864,4
Chceme-li dosdhnout pfipustné chyby ve vysi maximalné 50,- K¢, musime pro nalezeni 95%-

niho intervalového odhadu provést vybérové Setfeni na souboru o rozsahu minimdlné 865
pracovnikd.

Vyklad:

Na zavér této kapitoly si jeSt¢ ukdZeme jak najit intervalové odhady pro rozdil stfednich
hodnot dvou populaci a pro rozdil relativnich €etnosti dvou populaci.

Obdobné jako u odhadu stfedni hodnoty jedné populace musime i v tomto piipadé rozliSit
situace, kdy zndme a kdy nezname smérodatné odchylky.

8.10.1 Intervalovy odhad pro rozdil stfednich hodnot dvou populaci, zname-li jejich
smérodatné odchylky o; a o,

Predpokladejme, Ze sledované ndhodné veli¢iny X; a X, maji normélni rozdéleni, jejichz
rozptyly 61° a o, zndme. Zvolme vybérové soubory z danych populaci. Necht' maji tyto
vybérové soubory rozsahy n; an; a priméry X a Xo2.

Definujeme-li si ndhodnou veli¢inu Z, jako:

(X_l_X_z)_(lul _ﬂZ)
O'l2 0'22

Z, =

n, n,
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Pak Z, m4 normované normdlni rozdéleni (Z, — N (0;1)) a mizeme tvrdit, Ze:

Upravou tohoto vztahu pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:

2 2 [ 2 2
— o o — o o
P(XI_X2)_ ——+—1z a<(:u1_:u2)<(X1_X2)+ ——t—z , |=l-a
n, n, - n, n, '3

Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:
2 2

— — (o2 (o2
P{(Xl _Xz)_ _1+_2'Zl—a<(lu1 _:uz)le_a

n, n,

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

2 2
P[('ul_:uz)<(X1_X2)+] s +O-_2 'Zl_a]:1_a
n n,

8.10.2 Intervalovy odhad pro rozdil stfednich hodnot dvou populaci, nezname-li jejich

smérodatné odchylky o, a o,

Obdobn¢ jako v piipadé odhadu stfedni hodnoty pro jednu populaci i zde se v praxi

setkdvame prakticky pouze s pifipady, kdy nezndmé smérodatné odchylky o, a 6.

Predpokladejme, Ze sledované ndhodné veli¢iny X; a X, maji normélni rozdéleni, jejichz

rozptyly 61> a 6,° zndme. Zvolme V}’Ibérové_ soubgry z danych populaci. Necht' maji tyto

vybérové soubory rozsahy n; a n, , priméry X: a X2 a vybérové smérodatné odchylky s; a

So.

V tomto piipadé volime jako vhodnou vybérovou statistiku ndhodnou veli¢inu T,, kterd ma

Studentovo t rozdé€leni s (n;+n,-2) stupni volnosti (T2 Ly n ) T, je definovéna jako:

o K X)) [ = s 1)
? fl 1 ’ ’ n, +n,—2
Sp. 7+7
n, n,
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Pak muZeme tvrdit, Ze:

Plt, <T,<t, =l-«o
> m+n,—2 I—E, m+n,—2

Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

— = 1 1
P((Xl_Xz)_sp' n_+n_'t1—a,nl+n2—2<(/11_1u2)j:1_0{
1 2

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

1 1
P((/ll_ﬂz)<(X1_X2)+sp' _+_'tlﬁ’n+m_2j:1_a

Predpoklddejme, Ze sledované ndhodné veli¢iny X; a X, maji normélni rozd¢leni. Zvolme
vybérové soubory z danych populaci. Necht’ maji tyto vybérové soubory rozsahy n; a n; a
pocty prvki se sledovanou vlastnosti x; a x, Pak vybérové relativni ¢etnosti ur¢ime jako:

X X

_ 1. "2
pl_ ’ pz_

n, n,

Definujeme-li si ndhodnou veli¢inu P, jako:

P, =(p1 _pz)_(ﬂl _ﬂz)’ kde

1 1 n, + n,
n,  n,

Pak P, ma normované normdlni rozdéleni (P, - N (0;1)) a muzeme tvrdit, Ze:

_X X,
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a<(p1_p2)_(7[1_7[2)<z -«

3 11 -3
n.n,

Upravou tohoto vztahu pak dostaneme poZadovany oboustranny interval:

P[(pl —pz)—\/p(l—p)(nil+%j-zl_g <(z, -7,)<(p, —p2)+\/p(l—p)(nil+%J-zl_ZJ:

=l-o

Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P{(pl —pz)—\/p(l—p)u+’ij~zl_j <(z, —7:2)}1—0:

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

f{(n]—n2><<p1—p2)+Jp<1—p{%+iJ-zl_g}l_a

Reseny piiklad:

Diskety dvou velkych vyrobct - Sonik a SM byly podrobeny zkousSce kvality. Diskety obou
vyrobcl jsou baleny po 20-ti kusech. Ve 40-ti baliccich fy Sonik bylo nalezeno 24 vadnych

disket, ve 30-ti baliccich SM bylo nalezeno 14 vadnych disket. Uréete 95%-ni interval
spolehlivosti pro rozdil v procentu vadnych disket v celkové produkci firem Sonik a SM.

ResSeni:

Oznacme si procento vadnych disket v produkci fy Sonik m; a procento vadnych disket
v produkci fy SM .

Pro urceni poZadovaného intervalu pouZijeme vztah:
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=l-a
Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

=  Z_0025 1-%-0975
2 2
= Zp.07s =1,96  (viz. Tabulka 1)

Vybérové soubory:

Sonik:
x, =24
n, =40-20=800
24 P o :
D= 300 =0,030 (vybérovy podil vadnych disket fy Sonik)
SM:
x, =14
n, =30-20=600
p = % =0,023 (vybérovy podil vadnych disket fy SM)
p= M =0,027
800 + 600

Po dosazeni:
P((0,007)-0,017 < (z, = z,) < (0,007)+0,017) = 0,95
P(-0,010< (7, - 7,) < 0,024)= 0,95
P(-1,0% < (7, —7m,)< 2,4 %)=095
S 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a
podilem vadnych disket firmy 5M je v rozmezi —1,0 % a 2,4%. Tzn., Ze nemlzeme fici, které

diskety jsou kvalitné&jsi.

V ptipadég, Ze by rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket
firmy 5SM byl zaporny (7[1 -7, < 0), znamenalo by to, Ze diskety firmy Sonik jsou kvalitn&jii
(obsahuji mensi podil vadnych) nez diskety firmy SM (7[1 < 7[2). Obdobné v ptfipadé€, Ze by
rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket firmy SM byl
kladny (7[1 -7, > 0), znamenalo by to, Ze diskety firmy Sonik maji horsi kvalitu (obsahuji
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vétsi podil vadnych) nez diskety firmy SM (7[l >, ). V nagem piipadé vime, Ze rozdil mezi
podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket firmy 5M muize byt jak
kladny, tak i zdporny a proto nemizeme fici, které diskety jsou kvalitngjsi. Ale to uz jsme se
dostali k testovani hypotéz, jimZ se budeme zabyvat v nésledujici kapitole.

2 Shrnuti:

V praktickych piipadech vétSinou nedokdZzeme piesné urit parametry zakladniho souboru
(populace). K jejich odhadu pouZivdme charakteristiky piislusnych vybérovych souboru —
vybérové charakteristiky.

Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhadi parametrt:
® bodovy odhad, kdy parametr zdkladniho souboru aproximujeme jedinym ¢islem

e intervalovy odhad (konfiden¢ni interval), kdy tento parametr aproximujeme intervalem,
vnémZz parametr lezi sdanou pravdépodobnosti. Této pravdépodobnosti fikdme
spolehlivost odhadu a oznacujeme ji (1-a), o nazyvame hladinou vyznamnosti.

,Dobry* (vérohodny) odhad musi spliiovat ur¢ité vlastnosti. Mezi zdkladni vlastnosti
vérohodnych odhadt patii:

nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
vydatnost (eficience)

konzistence

dostatecnost

V praktickych aplikacich, ¢astéji nez bodovy odhad, urcujeme intervalovy odhad ptislusného
parametru. Tento odhad je reprezentovén intervalem (Tp; Ty), v némz hledany parametr lezi
s pfedem urc¢enou pravdépodobnosti (spolehlivosti), kterou oznacujeme (1-a).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jako jednostranné nebo dvoustranné. V nasledujici

tabulce najdete prehled intervalovych odhadli pro parametry normdlniho rozdéleni vcetné
pouzitych vybérovych charakteristik.
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Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

Odhadovany Vhodna Rozdéleni | Meze oboustranného intervalu Dolni mez Horni mez
parametr vybérova vybérové spolehlivosti levostranného | pravostranného
charakteristika char. intervalu intervalu
spolehlivosti spolehlivosti
Tp Tu Tp Th
M, Znime ¢ _X-u X_-9 . X+2 .. X_-2 .. X+ ..
Z= pn N N(0;1) Jn 17% Jn ]7% Jn - In I-a
", _X-u x-Sy X+ X-— X+t
nezname ¢ T, = s */; to1 \/; |—%, -1 \/; 1—%:1—1 \/; 1-a,n-1 \/; 1-a,n-1
(n—1)s? P (n-1) . (n-1) . (-1 (n=1)
= _ —_—s B - s .S
¢ x o’ -t L X - Xi—a, n-1 et n-1
2
intervalovy odhad je odvozen (-1 (n-1) (n-1) (n—1)
. P 2 -8 S ) -8
c z intervalového odhadu ¢ X X, X X,
=
p—x p-(1-p) p-(1-p) (1-p) \/ (1-p)
P = Jn - .z .z _|P p). P P,
- 1 71'(1—71') n N(O,l) 14 . ]7% P+ . ]7% p ; p+ - 2

Velikost vybéru ma piimy vliv na piesnost odhadu parametrii zdkladniho souboru: ¢im vétsi
rozsah vybéru, tim ptesnéjsi je intervalovy odhad. Ekonomické a ¢asové diivody nds vSak
mnohdy nuti volit rozsah vybéru co nejmensi. V praxi proto hleddme kompromis, ktery pro

pozadovanou piesnost vypoctu (pFipustnou chybu odhadu A) povede k co nejmensimu
rozsahu vybéru.

Odhadovany parametr Rozsah vybéru
U, zndme © 2
o
nz2—-z ,
A 5
U, nezndme G P 2
n>| L.t
1-—, n-1
V4 (1=
n> P ( P ) 72
A’ -

Intervalové odhady miZeme pouZzit také ke srovnavani stfednich hodnot, resp. relativnich
¢etnosti dvou populaci:

Odhadovany Vhodna Rozdélen | Meze oboustranného intervalu Dolni mez Horni mez
vztah mezi vybérova i spolehlivosti levostranného | pravostranného
parametry | charakteristika | vybérové intervalu intervalu

char. spolehlivosti spolehlivosti
Tp
Hi- i — S A N e ! .
zname 6,3 o, | z.- x, - ij)—(ll, - 4,) N(0;1) noon, g 3
o' o
n n,
- - [0 IR R o T L
M1 Pl’ , _(Z—X:)—W. —u) tn 2 (Xi‘ X:) s, o +”2 ‘,,g s (=% )+s, ot
nezniame T 1+ :
G1; G2 " n
(= p)=fpl-pf L+t EP [T o TS AL
=My p o) oz | NO; )[ w ] : &)
pli- p)[i + L]
noon,
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10.

?

* | Otazky

Objasnéte rozdil mezi zdkladnim souborem (populaci) a vybérovym souborem.

Jaké znate zpisoby odhadu parametrti zdkladniho souboru ?

13

Vysvétlete co je to ,,dobry* odhad (vysvétlete pojmy: nestrannost, konzistence, vydatnost,
dostateCnost).

Popiste obecné oboustranny (levostranny, pravostranny) 100.(1-& )%-ni interval
spolehlivosti pro né¢jaky parametr 6.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu u pfi zvolené hlading
vyznamnosti o, pro zadany ndhodny vybér znormalniho rozdéleni, jehoZ rozptyl

o’ zndme (resp. neznime).

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl 6’ pfi zvolené hladin€ vyznamnosti
a, pro zadany ndhodny vybér z normdlniho rozdéleni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku o pfi zvolené
hladin€ vyznamnosti a, pro zadany ndhodny vybér z normélniho rozdéleni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro relativni Cetnost (podil) m ptfi zvolené
hladiné vyznamnosti a, pro zadany ndhodny vybér z normdlniho rozdéleni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot (p;-p1,) pii zvolené
hladiné¢ vyznamnosti o, pro zadané ndhodné vybéry z normdlnich rozdé€leni, jejichz

rozptyly 1%, 6,” zndme (resp. nezndme).

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil relativnich Cetnosti (m;-m) pii
zvolené hladiné vyznamnosti a, pro zadané ndhodné vybéry z normdlnich rozdéleni.
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Ulohy k FeSeni

Nahodny vybér péti stath USA ma nasledujici rozlohy (v 1000 ¢tverecnich mil):
147, 84, 24, 85, 159
Vypoctéte 95% interval spolehlivosti pro stiedni rozlohu kazdého z 50-ti stati USA.

Z jedné paralelni skupiny byli ndhodné vybrani 4 studenti. Jejich vysledky u zkousky
byly: 64, 66, 89 a 77 bodl. Z druhé paralelni skupiny byli vybrdni 3 studenti a jejich
vysledky byly: 56, 71 a 53 bodt. Vypocitejte 95% interval spolehlivosti pro rozdil mezi
sttednimi hodnotami vysledkli obou skupin u zkousky.

V ndhodném vybeéru Cipti vyrdbénych velkou svétovou spolecnosti 10% Cipti nevyhovuje
novym pozadavkim na kvalitu. Sestrojte 95% interval spolehlivosti pro podil ¢ipi (v celé
produkci spolecnosti), které nevyhovuji dané normé, jestliZze rozsah vybéru je:

a) n=10

b) n=25
¢) n=50
d) n=200

Firma Sunoil se na vdas obratila s prosbou, zda byste nemohl(a) odhadnout, ktery z jeho
benzinti dava lepsi vykon (ujetd vzdalenost v km), zda A nebo B. Vybral(a) jste tedy
ndhodné 4 vozy a jel jste s kazdym 2x po téZe trase, jednou se 41 benzinu A v nédrZi a
podruhé se 41 benzinu B. Pocet ujetych km je v nasledujici tabulce

Benzin A | Benzin B
23 20
17 16
16 14
20 18

Vypocitejte 95% interval spolehlivosti pro sttedni rozdil vykonu.

V roce 1954 byla provadéna fada pokust pro odzkouseni ucinnosti nové vakciny proti
détské obrné€. Ze 740 000 déti z celych USA 400 000 souhlasilo s pokusem. Polovina
téchto dobrovolnikd byla ndhodné vybrdna jako pokusnd pro ockovani skutecnou
vakcinou, kontrolni polovina byla naockovana pouze fyziologickym roztokem. Vysledky
byly nésledujici:

Skupina Pocet déti Pocet vyskytu obrny
Oc¢kovan{ 200 000 58
Kontrolni 200 000 142
Odmitli se pokusu zic€astnit 340 000 152
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10.

11.

12.

a) Pro kaZzdou ze tif skupin vypocitejte miru onemocnéni obrnou (pocet ptipadii na
100.000 déti).

b) Odhadnéte sniZeni vyskytu obrny vlivem ockovani, vcetné 95% intervalu
spolehlivosti. (ndvod: urcete konfidencni interval pro rozdil relativnich pocta vyskytu
obrny mezi ockovanou a kontrolni skupinou a meze intervalu pak pfepoctéte na
absolutni hodnoty)

Pro realizaci rozsdhlého Setieni o diferenciaci mezd ve velkém prumyslovém podniku
musime velmi rychle ziskat urcitou predstavu o primémé odchylce mezd. Z celkového
poctu 5.000 zaméstnancii jsme jich ndhodné vybrali 30 a urcili prumérnou mzdu 9.450,-
K¢ a smérodatnou odchylku ve vysi 1.200,-K¢. V jakém intervalu lze s 95%
pravdépodobnosti  ocekdvat smérodatnou odchylku mezd vcelém podniku?
Predpokladdme, Ze rozdéleni mezd v zdkladnim souboru vSech pracovnikd podniku je
normdlni.

Jaky minimalni rozsah vybéru pro odhad podilu chybné ziactovanych poloZek musime
navrhnout, chceme-li pti 90% spolehlivosti zajistit pfipustnou chybu £3 %. O moZném
podilu chybnych poloZek nemdme pti provddéném auditu Zadnou informaci

Hypermarket Hyper chce pro zkvalitnéni sluzeb poskytovanych zdkazniktim zkratit dobu

jejich cekani u pokladen. Ndahodné bylo vybrano 10 zdkaznikl a byla zmétena doba jejich

cekani u pokladny (ptedpoklddame normalitu rozdé€leni dob cekani). Vysledky Setfeni (v

sekundach): 310, 225, 390, 265, 358, 255, 170, 265, 150, 240.

a) Vjakych mezich lze s pravdépodobnosti 0,95 ocekdvat primérnou dobu cekdni
zékaznika na obsluhu (v minutiach)?

b) Jaka je horni hranice doby ¢ekani, kterd nebude s pravdépodobnosti 0,95 piekroc¢ena?

Agentura provadéjici prizkum vetejného minéni planuje Setfeni, na zdkladé kterého chce
odhadnout, kolik procent voli¢li podporuje soucasnou vladni koalici. Pfedpokladejme (v
praxi tomu tak ovSem neni), Ze jsou dotazovani vybirdni zcela nahodné. Kolik
dotazovanych by mélo byt do vybéru zatazeno, jestlize si vedeni agentury pieje, aby se
odhad z vybéru nelisil od skute¢ného podilu piiznivcl koalice o vice nez 3%? (Volte
hladinu vyznamnosti 0,05.)

Z 90 zkousek meze kluzu konstrukéni oceli z produkce urcité ocelarny byl vypocten
vybérovy prumér 251,34 MPa a vybérovy rozptyl 319,48 MPa’. Najdéte 80% intervaly
spolehlivosti pro stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku meze kluzu. (za ptfedpokladu
normality dat)

Tabédkova firma TAB prohlasuje, Ze jejich cigarety maji niZ§i obsah nikotinu nez cigarety
NIK. Pro ovéteni tohoto prohldseni bylo ndhodné vybrano z produkce TAB 20 krabicek
cigaret (po 20-ti kusech) a v nich bylo zjisténo (42,6 *3,7) mg nikotinu (v jediné
cigaret€). Ve 25-ti krabickach cigaret NIK (po 20-ti kusech) bylo zji§téno (48,9 +4,3) mg
nikotinu na cigaretu. Naleznéte 95% interval spolehlivosti pro obsah nikotinu v cigaretdch
TAB.

Agentura STAT uddv4, Ze v lednu 1999 byla v populaci Ceské republiky 30%-n{ podpora
CSSD (1000 respondentii) a pii prizkumu v kvétnu 1999 (1600 respondenttl) zjistili
pouze 25%-ni podporu této strany. Na zdkladé¢ kvétnového pruzkumu ucinte 90%
intervalovy odhad ohledné procentuélniho zastoupeni voliéti CSSD v celé populaci.
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10.

11.

12.

P(31,9< 1 <167,7)=0,95

P(—7,2 <p—M, < 35,2) =0,95 , tzn. Ze s95%-ni spolehlivosti miZeme tvrdit, Ze
studenti z obou skupin dosahli rovnocennych vysledku

a) P(—0,086 < 7 <0,286)=0,95
b) P(-0,018<7<0,218)=0,95
¢) P(0,017<7<0,183)=0,95

(

d) P(0,058 <7 <0,142)=0,95
Vsimnéte si, Ze rostouci rozsah vybéru vede k zptesiiovani konfiden¢niho intervalu

P(-3,0< M=, < 7,0)=0,95, tzn. 7e s 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze benziny
A a B jsou z daného hlediska rovnocenné

a)
Skupina Vyskyt obrny na 100.000 déti
Ockovani 29
Kontrolni 71
Odmitli se zacastnit 45

b) P(-0,00056 < 7, — 7, < —0,00028)=0,95 = P(-559<x,—x, <-281)=0,95,
tzn. Ze s 95%-ni spolehlivosti miZzeme tvrdit, Ze ockovani vedlo ke sniZeni vyskytu
obrny

P(955,70K¢ < 6 <1613,2K¢)=0,95

n=>7517=n=752

a) P(209,1 < 1 <316,5)=0,95
b) P(301,9 < 1)=0,95

n>1067,1 = n=1068
P(24891 < 1 <253,77)=0,80, P(16,34 <0 <19,81)=0,80

P(—6,83 <, — 1, <=577)=0,95, tzn. Ze s95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze

------

P(0,23 < 7 <0,25)=0,95
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