5 DISKRETNI ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu kapitoly: 50 minut

'TE Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:
e charakterizovat hypergeometrické rozdélent

e charakterizovat Bernoulliho pokusy a z nich odvozené jednotlivé typy
diskrétnich rozd¢leni: binomické, geometrické, negativné binomické

e charakterizovat Poissoniiv proces a zn¢j vychdzejici Poissonovo
rozdéleni

e popsat vzdjemnou souvislost mezi diskrétnimi rozdélenimi

Vyklad:

Rozdéleni nahodné veli¢iny X je piedpis, kterym definujeme pravdépodobnost jevil, jez 1ze
touto ndhodnou veli¢inou popsat. U diskrétni ndhodné veliCiny je timto predpisem
(rozdélenim) vétSinou pravdépodobnostni funkce, rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny je dano
distribucni funkci, popt. hustotou pravdépodobnosti.

Existuje mnoho typa diskrétnich ndhodnych veli¢in. My si nyni shrneme zakladni poznatky o

téch nejbéznéjsich.

Hypergeometrické rozdéleni je zdkladnim pravdépodobnostnim rozdélenim pii vybéru bez
vraceni., ktery spo¢ivd v tom, Ze ndhodné vybrané prvky nevracime zpét do zdkladniho
souboru. Jednotlivé pokusy jsou pak zdvislé (pravdépodobnost vyskytu jevu A v ur€itém
pokusu zavisi na vysledcich v pfedchézejicich pokusech).

Predpokladejme, Ze v souboru N prvkll je M prvki s danou vlastnosti a zbylych (N-M) prvka
tuto vlastnost nemd. Postupné vybereme ze souboru n prvki, z nichZ zZadny nevracime zpét.
Nadefinujeme-li ndhodnou veli¢inu X jako:

X ... pocet prvki se sledovanou vlastnosti ve vybéru n prvki,

Pak ma tato ndhodna veli¢ina hypergeometrické rozdéleni s parametry N, M, n, coZ znac¢ime:

X — H(N:M:n)
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Pravdépodobnostni funkce:

k
P(X =k) =—; pro max(n-N+m;0) < k £ min(M;n)

M
Stiedni hodnota: EX = nﬁ

M M -
Rozptyl: DX =n—|1-— N=n
N N ) N-1

Hypergeometrické rozdéleni hraje vyznamnou roli pfi statistické kontrole jakosti v piipadech,
kdy zkoumdme jakost malého poctu vyrobku nebo kdyZ kontrola mé rdz destrukéni zkousky
(tj. vyrobek je pfi zkousce znicen).

z Pruvodce studiem:

¢ Odvozeni pravdépodobnostni funkce:

Definice pravdépodobnostni funkce hypergeometrického rozdéleni vychazi z klasické
definice pravdépodobnosti: pocet piiznivych moznosti ku poctu vS§ech moZnosti.

N (celkovy pocet prvkit)

M (pocet prvkl s danou vlastnosti) (N-M) (pocet prvki bez dané vlastnosti)

Pocet vSech moznosti: vybirdme n prvki z N prvkové mnoziny, bez ohledu na poradi , tj. jde
o kombinace bez opakovani n-té€ho fadu z N prvka

N
o)

Pocet piiznivych moznosti: vybirame k prvki z M bez ohledu na potadi (k prvki ma mit
danou vlastnost) a zaroven vybirdme (n-k) prvkll z (N-M) bez ohledu na potadi (zbylé prvky
z vybirané n-tice (tj, (n-k) prvkll) danou vlastnost mit nemaji). Na zaklad¢ kombinatorického
pravidla o souc¢inu miZeme tvrdit, Ze pocet pfiznivych moZnosti je:

M\YN-M
N G
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A proto na zdkladé klasické definice pravdépodobnosti miZeme nadefinovat
pravdépodobnostni funkci hypergeometrické nahodné veliCiny:

L)

P(X =k) =—; pro max(n-N+m;0) < k < min(M;n)

)

Reseny piiklad:

L

Mezi 200 vajicky urCenymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejné je 50 vajicek prasklych.
Jaka je pravdépodobnost, Ze vybereme-li si nahodn¢ 20 vajec, bude 8 z nich prasklych?

ReSeni:
Jde o vybér bez vraceni (vybrané vajicko nevracime zpét), jednotlivé pokusy jsou zavislé.
Nadefinujeme-li si ndhodnou veli¢inu X jako:
X ... pocet prasklych vajicek mezi 20-ti vybranymi
pak ma tato ndhodné veli¢ina hypergeometrické rozdéleni s parametry: N=200; M=50; n=20

X — H(200;50;20)

200 (celkovy pocet vajec)

50 (pocet prasklych vajec) 150 (pocet dobrych vajec)

Vzorec pro pravdépodobnostni funkci hypergeometrického rozdéleni si nemusime pamatovat,
hledanou pravdépodobnost uréime z klasické definice pravdépodobnosti.

Pocet vSech moznosti: vybirdime 20 vajec z 200 vajec (bez ohledu na potadi)

200
C,,(200) = { 20 j

Pocet piiznivych moZnosti: mezi vybranymi 20-ti vejci ma byt 8 prasklych, tj. vybirdme 8
prasklych vajec z 50-ti prasklych a zaroveii 12 (20-8) dobrych vajec ze 150-ti :

503150
C8(50) ’ C12(150) = ( 8 j( 12 j
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A proto:

50) (150
8 12
P(X = 8) = 2—00: 0,057 = 5,7%
=

Pravdépodobnost, Ze mezi 20-ti vybranymi vejci bude 8 prasklych je 0,057.

Vyklad:

Déile se zminime o diskrétnich ndhodnych veli¢inich, jejichZ rozd€leni je definovdno za
predpokladu, Ze jde o veli€iny souvisejici s Bernoulliho pokusy.

Bernoulliho pokusy:
e posloupnost nezavislych pokusti majicich pouze 2 mozné vysledky (udalost nastane-
nenastane; Uspéch-nedspéch; popiipadé 1-0)
e pravdépodobnost vyskytu udélosti (tispéchu) p je konstantni v kazdém pokuse

Binomicka ndhodnd veli¢ina X je definovdna jako pocet vyskytu udalosti (ispéchli) v n
Bernoulliho pokusech.

Proto aby byla binomickd ndhodna veli¢ina definovdna, musime znat dva jeji parametry:
celkovy pocet Bernoulliho pokusi — n a pravdépodobnost vyskytu uddlosti (dspéchu)
v kazdém z pokust — p. Pak to, Ze ma ndhodna veli¢ina binomické rozdéleni zapisujeme:

X — Bi(n,p)

Pravdépodobnostni funkce binomické nahodné veli¢iny stanovuje jakd je
pravdépodobnost, Ze v n Bernoulliho pokusech dojde ke k uspéchiim.

P T n—k
(X—k)—(kjp AI-p)"";0<k<n

Stiredni hodnota: EX =n.p

Rozptyl: DX =n.p.(1- p)

5.2.1 Vztah hypergeometrického a binomického rozdéleni:

Jestlize rozsah N je velky a n a M/N se neméni, bliZi se hypergeometrické rozdéleni

binomickému. To znamend, Ze pro velkd N miZeme zanedbat rozdil mezi vybérem bez
vraceni a s vracenim. V praxi se rozhodujeme podle hodnoty tzv. vybérového poméru (n/N).

-132 -



Je-li tento pomér mensi neZ 0,05, lze hypergeometrické rozd€leni nahradit binomickym

s parametry n a (M/N).
n . M
(— < 0,0SJ = |H(N;M;n) —> B{n;—J
N N

{ Pruvodce studiem:

Tento pruvodce studiem je urcen pro zdjemce o hlubsi pochopeni studované latky.

e Odvozeni vztahu pro vypocet stifedni hodnoty a rozptylu:

k1 nk _ N\ n.(n—1)! k=1) (1 _ ik —
EX = zk P(X =k) = ;k k)'k'p.(l ») —;k.(n_k)!'(k'(k_l)!).(p.p )a-p)

— ”(n;l)! k1 ,1,( k—1 o
_np; (n‘k)!(k—l)!.p Z (1-p) _2

k=

Zk2 P(X = k>—2k2 P(X =k)= Z(kz—k+k> W ptel—py =
— _ n —k _ n—k —
—Z (k=)o Z o P
Sy D=t H}EX:
P C= D o=k~ PP =P
2y (n=2)! p"—z-(l—p)”'k}Ex:n.(n—l).p2+EX:

=lnmn-).p.y ———.
_n(n )-p 2 oMk -2)!

=n(n-1).p> +n.p=mp)’ —np* +np

DX = EX* ~(EX )’ = |(p)? = np? + np|—(np)* = =np® + np = np(=p + 1) = n.p1 - p)

e 7/ definice lokdlnich extrémil funkce lze jednoduse odvodit Ze rozptyl nabyva svého
maxima pro p=0,5. To Ize rovné€Z ukdzat grafickym zndzornénim funkce DX = f(p). (Jde o
kvadratickou funkci, ktera nabyva nulovych hodnot prop=0ap=1)
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np(1-p) Maximum
0.25 +

02+
0.15 +
0.1+

0.05 +

e Nckteré piiklady demonstrace pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni pro n =
10 pokust jsou zndzornény na nasledujicim obrazku. VSimnéme si, Ze pokud p roste,
rozdé¢leni se posouvd k vy$§im hodnotdm na x-ové ose.

Rozdileni bimomické NV
U P e n=10; p=0,1
(e 1 e n=10; p=0,5
03[ ] n=10; p=0,8
L [ ] 1
) i ]
5 0,2: ° . ¢ |
0’1 } ® [ ] {
i . ® . ]
Ol . 8 . e o o o 8 of
0 2 4 6 8 10
k
Reseny piiklad:

Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost, Ze
v rodiné s 8 détmi jsou:

a) prave 3 divky

b) vice nez 2 divky

c) méné nez 3 divky

ReSeni:

Povazujeme-li narozeni ditéte za ndhodny pokus, pak studovanou ndhodnou veli¢inou X je

pocet divek v roding s 8 détmi.

Predpoklddejme, Ze ndhodné pokusy jsou nezdvislé, tj. Ze znalost pohlavi prvniho narozeného
ditéte neovlivni pravdépodobnost narozeni ditéte urcitého pohlavi pii dalsim ,,pokusu‘, a maji
pouze 2 mozné vysledky (divka, chlapec). Pak miZeme ndhodnou veli¢inu X povazovat za

134 -



binomickou (urCuje pocet uspéchii (narozeni divky) vn (8) pokusech, pficemz
pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu konstantni (0,49).

X ... pocet divek v roding s 8 détmi
X — Bi(n,p)-U- X — Bi(8;0,49)
Rozdé€leni binomické ndhodné veli¢iny: P(X =k)= (Zj pra-py*

Parametry binomického rozdéleni z tohoto prikladu:

nahodny aspéch nedspéch pocet pravdépodobnost pocet

pokus pokusti uspéchu uspéchu

n p k

narozeni divka chlapec 8 0,49

ditéte

ada) k=3
8 !
P(X=3)= @(0,49)3 (=049 = 2-(0.49) (O51)° =023 =23%

adb) k>2;1.k=3;4;5;6;7;8

P(X >2)=PX=3)+PX=4)+P(X=5)+PX=6)+P(X=T)+P(X=8)=
- §(8J0,49k (0,51)%*
k=3 k

Vzhledem k tomu, Ze tento vypocet je ponckud zdlouhavy, pokusime se hledanou
pravdépodobnost najit pomoci pravdépodobnosti doplitku.

2 (8
P(X>2)=1-P(X <2)=1-[PX=0)+ P(X=1)+ P(X = 2)]:1—2(]()0,49%0,51)8-"
- k=0
=1-0,16=0,84 =84%
ade) k<3; t.k=0;1;2

2
P(X <3)=[PX=0)+ PX=1)+P(X=2)]= Z(ijo,w 0,51)** =0,16=16%
A=) Z 0= 0%
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Vyklad:

Alternativni ndhodnd veli¢ina X je specidlni typem binomické ndhodné veliiny pro jeden
pokus (n = 1). Kondme ndhodny pokus, pfi némzZ k vyskytu uddlosti (dspéchu) dojde
s pravdépodobnosti p. Tento ndhodny pokus mtize mit pouze dva mozné vysledky (dspéch,
neudspéch).

Proto aby byla alternativni ndhodnd veli¢ina definovana, musime znat pouze pravdépodobnost

vyskytu uddlosti (dspéchu) v kazdém zpokust — p. Pak to, Ze md ndhodnd veli¢ina
alternativni rozdéleni zapisujeme:

X = A(p)

Pravdépodobnostni funkce alternativni nahodné veli¢iny stanovuje jakd je
pravdépodobnost, Ze pii pokusu dojde k dspéchu ¢i nedspéchu.

P(X=D=p
P(X=0)=1-p

Stiedni hodnota: EX =p
Rozptyl: DX = p.(1—p)

e Odvozeni vztahu pro vypocet stiredni hodnoty a rozptylu:

Xj 1 0
P(X=x;) D Ip

2
EX =) x.P(X=x)=1p+0.(0-p)=p

i=1

2

EX’ =Y x'P(X =x)=".p+0°.(1-p)=p
i=1

DX =EX?>—(EX)?

DX =p—(p)’=p(-p)

Geometrickd ndhodnd veli¢ina X je definovana jako pocet Bernoulliho pokusi do prvniho
vyskytu udalosti (ispéchu), véetné néj. Zaroven se na ni muzeme divat jako na specidlni
piipad negativné binomické ndhodné veli¢iny (pro k = 1), kterou si nadefinujeme
v nésledujicim odstavci.
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POZOR!!!!

Definice geometrické ndhodné veliciny neni jednoznacnd. V nékterych publikacich
(statistickych softwarech) se miiZeme setkat s tim, Ze 1. vyskyt uddlosti se do poctu pokusii do
1. vyskytu nezahrnuje. Pak se samoziejmé lisi i prislusné pravdépodobnostni funkce, stredni
hodnoty a rozptyly. Pokud urcujeme konkrétni hodnotu pravdépodobnostni (distribucni)
funkce za pomoci statistického software, je nutné ovérit si jakd definice byla pouZita a podle
toho modifikovat vstupni iidaje pro poZadovany vypocet.

Proto aby byla geometrickdi ndhodnd veli¢ina definovdna, musime zndt pouze
pravdépodobnost vyskytu udalosti (ispéchu) v kazdém z pokust — p. Pak to, Ze ma ndhodnd
veli¢ina geometrické rozdéleni zapisujeme:

X = G(p)

Pravdépodobnostni funkce geometrické nahodné veli¢iny stanovuje jakd je
pravdépodobnost, Ze pro dosazeni prvniho dspéchu musime provést n pokust (véetné toho
uspesného).

PX=n)=p(l-p)™"; I1€n<oo

Stiredni hodnota: EX = 1
p

l-p
2

p

z Pruvodce studiem:

Nasledujici ¢ast vykladu je opét vénovdna zdjemcim o matematické pozadi pouZivanych
vztahi:

Rozptyl: DX =

¢ (Odvozeni vztahii pro vypocet stiedni hodnoty a rozptylu:

i(l—p)”J

{
EX=YnPX=n=yn-p-(1-p)"=p->n-(-p)'=p - 2=
n=1 n=1

a(l—p)
p _p._z—

al-p) T p

n=1

=p

I~ =

Poznamka: Z(l— p)" upravujeme jako soucet geometrické rady

n=l1
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=S p-p) = {Zm —ntn)l } {Zm i 1+in(1—p)”‘l}=

= P{in(n —D(1- - p)"_l} = p(l- p)in.(n -DI-p) 7+ pin(] -
n=2 n=1 n=2 n=1

az(g(l—mkj &(ZG‘P)kJ (92(1—;)j (9(1;:)}:

+ =p(- +
S S A T e A Trm

+._.

Mx

N
—

=p(l-p)

2 1 _20-p)
=pd-p)—+p—=—7—
p p p p

2
%:EXZ_(EX)Z{2(1—219)#}_{1) _2-2p+p-1_1-p
p p

e Neckteré ptiklady geometrického rozdéleni pro rizné hodnoty p jsou ilustrovany niZe.
Z odvozeného vztahu pro rozptyl vyplyvd, Ze s klesajici pravdépodobnosti vyskytu
udalosti rozptyl vzrusta.

Pravdipodobnostni funkce geometrické NV

08 | | | | 7 p

[ e 0,25
06" * 08

= ,

X 041 1

a ]

02F o .

L .. 4

L .... 4

0L, ®eeeecl88000000000000000

0 ) 10 15 20 25

Reseny piiklad:

Jaka je pravdépodobnost, Ze proto aby ndm padla na klasické kostce ,,6*, musime hazet:
a) praveé 5x

b) vice nez 3x
¢) Jaky je primérny pocet hodi nutnych k padnuti ,,6°?
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ReSeni:
Povazujeme-li za ndhodny pokus hod kostkou (opakované hody tvoii Bernoulliho pokusy),

pak pocet hodl nutnych k 1. dspéchu (padnuti ,,6°) je geometrickou ndhodnou veli¢inou X
s parametrem p = 1/6 (pravdépodobnost uspéchu v kazdém pokusu).

1
X -G (—j
6
Pravdépodobnostni funkce geometrické ndhodné veli€iny je definovana takto:

PX=n)=p(l-p)""; 1<n<ew

Pravdépodobnost, 7Ze ,,6 padne v 5. hodu ur¢ime pifimym dosazenim do vztahu pro
pravdépodobnostni funkci.

Pozndmka: V pripadé, Ze bychom hodnotu pravdépodobnostni funkce hledali pomoci
software, ktery pouzivd definici geometrické ndhodné veliciny — pocet pokusii pred prvnim
uspechem, museli bychom hledat pravdépodobnostni funkci ve ,,4“ (4 pokusy pred prvnim
uspesnym)).

5-1 4
ada) P(X =5)= (lj(l — l) = l . (éj =0,080=38,0%
— \6 6 6 \6 —_——

Pravdépodobnost, Ze poprvé padne ,,6“ v 5. hodu je 8,0%.

adb)
P(X>3)=P(X=4)+P(X=5+...=
=1-P(X <3)=1-[P(X =)+ P(X =2)+ P(X =3)]=
=1-[p+ p- p)+ p1- p)’]=
2
=1- l+l Bl +l Bl =0,578=57,8%
6 616) 6\6 —_——
Pravdépodobnost, Ze poprvé padne ,,6 nejdiive ve 4. hodu je 57,8%.
adc) g = l = l =6
p 1 =
6

Do prvniho padnuti ,,6 musime uskutecnit primérné 6 hodda.
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Vyklad:

Negativn¢ binomicka ndhodna veli¢ina X je definovadna jako pocet Bernoulliho pokust do k-
tého vyskytu udalosti (dspéchu), véetné k-tého vyskytu.

Z definice je tedy ziejmé, Ze se jednd o obecnéjSi piipad geometrické ndhodné veliCiny
(geometrickd ndhodna veli¢ina je specidlnim piipadem negativné binomické ndhodné veliciny
prok =1).

POZOR!!!!

Obdobné jako u geometrické ndhodné veliciny, ani v pripade negativné binomické ndhodné
veliciny neni definice jednoznacnd. Nékteri statistici (popr. statisticky software) ji definuji
jako pocet neiispéchii pred k-tym tispechem. Diisledek této nejednoznacnosti je stejny jako
v pripadé geometrické ndhodné veliciny. V pripade srovndvacich vypoctii je vidy nutné ovérit,
kterou definici autori pouZili a tomu prizpusobit dalst postup.

Proto aby byla negativné binomickd ndhodnd veli¢ina definovdna, musime znit dva jeji
parametry: celkovy pocet vyskytu uddlosti (dspéchu) — k a pravdépodobnost vyskytu udélosti
(dspéchu) v kazdém z pokusti — p. Pak to, Ze m4 ndhodnd veli¢ina negativné binomické
rozdéleni zapisujeme:

X — NB(k, p)

Pravdépodobnostni funkce negativné binomické ndhodné veliiny stanovuje jaka je
pravdépodobnost, Ze pro dosaZzeni k vyskyti uddlosti (dspéchu) musime uskutecnit n
Bernoulliho pokusi.

n—-1) , nk
P(X =n)= ¢ 1p(l—p) s kSn<oo

Stiredni hodnota: EX = k
p

Rozptyl: DX =————

5.5.1 Porovnani binomického a negativné binomického rozdéleni

Ackoliv se mlZe na prvni pohled zdat, Ze obé rozdéleni maji podobnou pravdépodobnostni
funkci, existuji vyznamné rozdily:
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Binomické rozdéleni

P — _ n k n—k
(X—k)—[kjp (1-p)y*0<k<n

V tomto vztahu je k ndhodné a n deterministické (pfedem znamé).

Negativné binomické rozd€leni

n—1

P(X =n) =[k_ljpk (1-p)" ™ k<n<oo

V tomto vztahu je n ndhodné a k deterministické (ptedem zndmé).

z Pruvodce studiem:

e Odvozeni vztahu pro vypocet stifedni hodnoty a rozptylu:

Negativn¢ binomickou ndhodnou veli¢inu si miizeme predstavit jako soucet nezavislych k
geometrickych ndhodnych velicin:

W, — G(p);1<i<k

potom

k
E(X)=ZE<W,->=§

k —_—
DX =3 D W) = 020

i=1

e Nasledujici obrazek ilustruje nékteré piiklady NB rozdéleni pro k = 3 a rizné hodnoty p.
Pokud p je v blizkosti hodnoty 0.5, NB rozdéleni ma jednoduchy modus pobliZ hodnoty
5. Tento modus se vzdaluje smérem od pocitku a pfitom se jeho pravdépodobnostni
hodnota zmenSuje, pokud p klesd, coz znamena rast rozptylu pro klesajici p. NB rozdéleni
ma podobny tvar jako geometrické rozdéleni pro velké hodnoty p.
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Pravdipodobnostni f-ce neg. binom. NV
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Reseny priklad:

Jaké je pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darcu krevni skupiny A+, budeme muset vySetfit:
a) prave 10 osob neznajicich svou krevni skupinu

b) vice nez 9 osob neznajicich svou krevni skupinu

c) vice nez 7 améné neZz 12 osob neznajicich svou krevni skupinu

ReSeni:

Predpokladejme, Ze mame 8 krevnich skupin (A+, A-, B+, B-, AB+, AB-, 0+, 0-), které se
vyskytuji se stejnou pravdépodobnosti. Za ndhodny pokus budeme povazovat vysetfeni jedné
osoby (2 mozné vysledky - ma krevni skupinu A+ (dspéch), nemé krevni skupinu A+).
Definujeme-li si ndhodnou veli¢inu X jako:

X ... pocet osob, které musime vysetfit, chceme-li najit 3 darce s krevni skupinou A+

Pak miizeme X povaZzovat za negativné binomickou ndhodnou veli¢inu:
1
X — NB(3, g)

Pravdépodobnostni funkce X pak vypada takto:

e SR LRI e

Nyni mzeme piistoupit k hledani konkrétnich pravdépodobnosti:

o0 -()3) () -pornzizs
ada) P(X =10)= 1=1-1=| =0017=17%
— (2) 8 8 —
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adb)

P(X >9)=PO9)+P(10)+P(11)+...=

9 n_l 1 3 7 n-3
=1-P(X <9 =1-) 5 (gj(gj =0,971=97,1%

n=3

adc)
P(71< X <12)=P@8)+P9)+P(10) + P(11)

11 _1 3 n-3
_y[" (lj (Zj —0.131=131%
< 2 fs/ls o 27

Vyklad:

e Poissonuv proces

Poissontv proces je dalSi z obecnych modelli schémat sbéru dat, ktery ma Siroké vyuZiti
v praxi. Lze ho chépat jako zobecnéni Berhoulliho posloupnosti pokusti ve spojitém case.

Poissontiv proces popisuje vyskyt nahodnych udalosti na néjakém pevném c¢asovém
intervalu (popf. na vymezené prostorové oblasti - ploSe). Obecnym ndazvem pro takové

procesy je bodovy proces. Poissontiv proces je specidlnim piipadem bodového procesu.

U tohoto procesu musi byt dodrzeny dva ptedpoklady:

e rychlost vyskytu udélosti je konstantni v prubéhu celého intervalu (popt. hustota vyskytu
je konstantni na vymezené plose

e jednotlivé udilosti musi byt nezdvislé

Rychlost vyskytu udalosti (hustotu vyskytu udédlosti na plose) A je imérna pravdépodobnosti
vyskytu jedné uddlosti za jednotku casu.

Priklady Poissonova procesu:

e pocet studentd vstupujicich do budovy VSB TUO od 8:00 do 9:00 hod.
e pocet pacientl oSetfenych béhem dopolednich ordina¢nich hodin
e pocet mikrodefektli na zadaném vzorku materidlu, atd.
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Definujme si ndhodny pokus jako Poissoniv proces (nezdvislé udélosti probihajici v Case t,
s rychlosti vyskytu A; popt. nezdvislé udalosti objevujici se na ploSe t s hustotou vyskytu A).
Pokud si ndhodnou veli¢inu X za téchto predpokladi nadefinujeme:
X ... pocet vyskytu uddlosti v ¢asovém intervalu t
nebo
X ... pocet vyskytu udélosti na plose t

pak mizeme X povazovat za ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozdé¢lenim:
X — Po(Ar)
Pravdépodobnostni funkce:
k —At
P =i =2 0sk<e
Stfedni hodnota: EX = Ar
Rozptyl: DX = At

Protoze stfedni hodnota je rovna At, miZeme tvrdit, Ze parametr Poissonova rozdéleni it je
roven stfednimu poctu uddlosti béhem €asového intervalu t (popf. stfednimu poctu vyskytu
udélosti na plose t).

Z Pravodce studiem:

A opét tu mame pravodni slovo pro zajemce o hlubsi pochopeni uciva:

¢ Odvozeni pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni

Uvazujme Poissonliv proces, ktery je pozorovan v pritbé¢hu Casu t. Predpokladejme, Ze
rychlost vyskytu udélosti je A. Potom pravdépodobnost vyskytu udélosti béhem intervalu (0;t)
bude imérnd hodnoté At.

Nyni rozdélime interval délky t na n subintervald stejné délky (t/n). Vyskyt udalosti v kazdém
z téchto subintervali bude nezavisly a pravdépodobnost vyskytu uddlosti béhem jednoho
tohoto malého intervalu bude imérna hodnot€ (A.(t/n)). Pokud n je dostatecné velké ¢islo, pak
délka intervalu (t/n) bude dostate¢n¢ mald - natolik, Ze pravdépodobnost vyskytu vice nez
jedné uddlosti v tomto intervalu je téméf nulovd a pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti je
umérna (A.(t/n)).

Potom pravdépodobnostni rozdéleni poctu uddlosti vyskytlych béhem celého intervalu délky t

bude mozno aproximovat binomickym rozdélenim s parametry n a (At /n) — za predpokladu,
7e (n—oo). Tedy:
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Pm=@ﬂﬂmlgnkgj}

Po tpravé dostdvame:

k n—k ' (n—k+k)—k
P(X=k)= nm(nJ(ﬁj (1—£J GO (1—£j
_— n—eo k n n k' n—ee (n k)'n n

k At ' k -t _ _ _
_ (/U)k'e lim( IZ)' . (ﬂt)k'e lim n(n—1(n 22....(11 k+1) _
' o= (n—k)ln I oo n
k -t k— 1 At
_ A" e limmn +knk . A" e
k! oo n k!

Pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni tedy miiZeme vyjadfit jako:

k —At
=i =2 0sk<e
¢ Odvozeni vztahu pro vypocet stiredni hodnoty:

k—ﬂt
E(X)—ZkP(X k) = Zk(’u)

R G SRRy ¢ )
Z@rn' ;; =4

e (Odvozeni vztahu pro vypocet rozptylu:

DX =EX*—(EX)*

X? :ikzP(X = k) :i(kz—k+k)P(X =k)= ik(k—l)P(X = k)+ikP(X =k)=

o0 - k=2
= k(k- 1)(}“) FEX=(k) e Z( D di= (M) +h
P i (k=2)!

Pro rozptyl pak dostidvame,

DX = EX’ —(EX)’ = () + = () = At

Zajimavost tohoto rozdé€leni spociva v tom, Ze stiedni hodnota je stejnd jako rozptyl.

e Nasledujici obrazek ilustruje ptiklady Poissonova rozdéleni pro rtizné hodnoty A, pfi r=1.

Poznamenejme, Ze pro A= 9 je rozdéleni témet symetrické.
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Pravdipodobnostni funkce Poissonova rozdileni

0,24 F ' 1 EX
e ] 3
e 15
— F :° ] 9
s 016,
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0,04, e ]
L4 °
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Reseny piiklad:

V nemocnici ABC se primérné¢ 30x roc¢né vyskytne porucha srde¢ni ¢innosti po urcité
operaci. UrcCete:

a) pravdépodobnost, Ze se v nemocnici ABC vyskytne piisti mésic pravé 5 téchto poruch
b) pravdépodobnost, Ze se v nemocnici ABC vyskytne piiSti mésic 2 a vice téchto poruch
c) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku poctu téchto poruch béhem jednoho mésice

ReSeni:
Predpoklddejme, Ze se jednotlivé poruchy srdecni cinnosti po dané operaci vyskytuji

nezavisle na sobé, s konstantni rychlosti vyskytu. Pak mtizeme ndhodnou veli¢inu

X ... pocet vyskytu poruch srde¢ni ¢innosti béhem mésice
(po dané operaci, v nemocnici ABC)

povazovat za ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim. Jeji parametr — At — ur¢ime jako
prumérny pocet vyskytu poruch srde¢ni ¢innosti béhem mésice (stiedni hodnota Poissonova
rozdé€leni je rovna At).

t=1mésic = EX = Ar = % =25 |mesic™ | = x = Po(2,5)

P(X =k)=

ki
W%; 0<k<ow

MoV, s

ada) Pravdépodobnost, Ze se v nemocnici ABC vyskytne pfiSti mésic pravé 5 téchto poruch,
ur¢ime jednoduse dosazenim do pravdépodobnostni funkce.

- 146 -



2 5 2,5t
P(X =5)= % = 0,067 =6.7%

adb) Pravdépodobnost, Ze se v nemocnici ABC vyskytne pfiSti mésic 2 a vice téchto poruch,
bychom museli ur€it jako soucet pravdépodobnosti pro pocet vyskytu (k) od 2 do .
Proto pouZijeme v tomto ptipad¢ pravdépodobnost doplitku daného jevu:

L (A e
P(X22)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+ P(X =1)]:1—ZT:
— k=0 .

=1-[e?* +25¢25|=1-35¢ 9= 0,713=713%

adc) Stredni hodnota i rozptyl ndhodné veli¢iny X jsou rovny jejimu parametru, smérodatna
odchylka je rovna odmocnin€ z rozptylu.

EX = DX =A=25 0, =JDX =4/2,521,6

Z Shrnuti:

Rozdéleni nahodné veli¢iny X je predpis, kterym definujeme pravdépodobnost jevi, jez lze
touto ndhodnou veli¢inou popsat.

Zékladnim rozdélenim popisujicim vybéry bez vraceni je hypergeometrické rozdéleni.

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce
Hypergeometricka
Pocet prvki se sledovanou vlastnosti ve MYN =M
vybéru n prvkd, ktery byl proveden [ k ][ n—k j
ze zékladniho souboru rozsahu N (v P(X =k)= o
zakladnim souboru ma M prvki ( j
sledovanou vlastnost) "
pro max(n - N + m;0) < k < min(M;n)

Bernoulliho pokusy:
¢ posloupnost nezavislych pokusti majicich pouze 2 mozné vysledky (uddlost nastane-
nenastane; Uspéch-nedspéch; popiipade 1-0)
e pravdépodobnost vyskytu udélosti (dspéchu) p je konstantni v kazdém pokuse
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Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny zaloZené na Bernoulliho pokusech:

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce EX DXI1
Binomicka Pocet dspéchti (k) np 1—
v n pokusech P(X=k)= (ijk(l_p)”"‘; np(1=p)
0<k<n
Alternativni Pocet dspéchti P(X=1)=p p p(1-p)
v jednom pokusu
P(X=0)=1-p
Geometricka Pocet pokustl (n) — ) — _ oyl 1 1—
do 1. dspéchu P(X =n)=pd-p)" — ( 2p)
1<n<oo p p
Negativné Pocet pokust (n) n—1 k k(1- p)
binomicka do k-tého dspéchu P(X =n)= p"' - p)”‘k ; — 5
k-1 P p
k<n<oo

Poissoniiv proces popisuje vyskyt ndhodnych udalosti na n¢jakém pevném casovém intervalu
(popf. na vymezené prostorové oblasti - plose).

U tohoto procesu musi byt dodrZzeny dva ptedpoklady:

e rychlost vyskytu uddlosti je konstantni v prubéhu celého intervalu (popf. hustota vyskytu

je konstantni na vymezené ploSe
¢ jednotlivé uddlosti musi byt nezdvislé

Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny zaloZené na Poissonové procesu:

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce EX DXI1

Pocet udalosti (k)
v ¢asovém intervalu
(na plose) (t)

Poissonova k At At
P(X =k)= —(’Z') e,

0<k<o
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* | Otazky

Co je to rozdéleni pravdépodobnosti?
Jaka diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti znate ?

Charakterizujte Bernoulliho pokusy a znich odvozené jednotlivé typy diskrétnich
rozdéleni

Odvod’te vztah pro vypocet stiedni hodnoty binomické ndhodné veli¢iny.
Charakterizujte Poissoniv proces

Charakterizujte ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim.
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d Ijlohy k FeSeni

Pravdépodobnost tspéchu je 0.1. Urcete pravdépodobnost, Ze do prvniho tdspéchu
provedeme:

a) méne nez 5 pokusl
b) vice nez 10 pokusii
c) mezi 6 a 8 pokusy
d) prave 7 pokusd.

Vime, Ze pravdépodobnost vady vyrobku je 17%. Urcete pravdépodobnost, Ze mezi 20
vyrobky bude:

a) vice neZ 5 vadnych vyrobki

b) méné nez dva vadné vyrobky
c¢) mezi4 a8 vadnymi vyrobky
d) prave 3 vadné vyrobky

Kolikrat (primérn€) musime hodit minci, aby ndm 5x padl lev?

Tovarna produkuje integrované obvody XX. Pii jedné fazi vyroby dochdzi casto k
zavadé, proto je 25% vyrobkt vadnych. Jakd je pravdépodobnost, Ze mezi 12
integrovanymi obvody budou:

a) 4 vadné

b) méné nez 4 vadné

c) Jaka je sttedni hodnota a rozptyl poctu vadnych 10, budeme-li testovat 15 vzorkii?

d) Nyni uvazme, Ze bylo vyrobeno pouze 48 10 a my vybereme 12 z nich. Jakd je nyni
pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi IO budou prave 4 vadné?

Distributor prodava knihu XY po telefonu. 12% hovort je dspéSnych (tj. objednaji si
knihu). Jaka je pravdépodobnost, Ze distributor pfedtim nez bude UspéSny bude muset
uskutecnit:

a) 5 hovort
b) méné nez 5 hovorl
¢) vice nez 8 hovoru

Predpokladejme, Ze distributor musi splnit denni kvétu - prodat 10 knih.

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze distributor bude pro splnéni denni kvéty potfebovat méné
nez 30 telefonata?
e) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl poctu telefondtti potiebnych pro splnéni denni kvéty.

Uvazme nyni, Ze ne kazdy z téch, kdo si telefonicky objednaji danou knihu, ji skutecné
odebere. Presnéji feceno - 65% osob objednanou knihu skutecné zaplati. Distributor je
podle této skutecnosti ohodnocen. Dostava 30,- K¢ za kazdou objedndvku a dalSich 50,-
K¢ ve chvili, kdy je objednavka pievzata.
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f) Jaka je pravdépodobnost, ze vydélek distributora ve chvili, kdy splni svou denni
kvotu, bude vyssi nez 500,- Ke?
g) Jaky je jeho primémy vydeélek (a rozptyl jeho vydélku) pfi splnéni denni kvoty?

Celnik na hranici se Slovenskem ma za kol kontrolovat projiZzdéjici vozidla. Vime, Ze
25% vozidel veze kontraband a 40% z nich celnik odhali. Jaka je pravdépodobnost, Ze
celnik, predtim neZ objevi prvni vozidlo s kontrabandem, bude muset prohlédnout:

a) Saut

b) vice nez 10 aut

c) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl poctu aut, jeZ musi celnik prohlédnout pfedtim nez
objevi prvni automobil s kontrabandem.

Nadiizeny tohoto celnika vydal piikaz, Ze celnik miZe jit domt poté co nalezne 5 aut s
kontrabandem. Pfedpoklddejme, Ze prohlédnuti jednoho auta trva celnikovi 10 minut.

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze tento piikaz prodlouZi celnikovi pracovni den (8 hodin) ?
e) Jaka je nyni primérnd pracovni doba (a jeji rozptyl) celnika?

Bankovni dfednik provadéjici kontrolu navrhl pajcek zjistil, Ze se v nich nachazi 0.5
chyby na navrh. Jaka je pravdépodobnost, Ze dfednik najde v deseti navrzich:

a) 6chyb
b) vice nez 6 chyb
¢) ani jednu chybu.

Mo s

V 35% chyb je nutno chybu pficist imyslné chybné prezentaci dat.

d) Jaky je primérny pocet chyb zptisobenych chybnou prezentaci v celkovém mnoZstvi
100 ndvrha?

e) Pokud vSechny chybné ndvrhy vytadime, jakd je pravdépodobnost, Ze vice nez 2
ndvrhy z deseti budou vyfazeny vlivem timyslné chybné prezentace dat?

Pocet navitévniki Fitness Centra VSB je v priméru 10 na hodinu. Urdete:
a) pravdépodobnost, Ze v urcitou hodinu je ve Fitcentru ptesné 10 lidi

b) pravdépodobnost, Ze v ur¢itou hodinu je ve Fitcentru méné nez 5 lidi
¢) pravdépodobnost, Ze v urcitou hodinu je ve Fitcentru mezi 8 a 15 osobami
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1. X ... geometrickd ndhodna veli¢ina
a) 0,344
b) 0,349
c) 0,160
d) 0,053

2. X ... binomicka nahodna veli¢ina
a) 0,110
b) 0,123
c) 0,446
d) 0,236

3. 10x (negativn€ binomick4 ndhodna veli¢ina)

4. X ... binomicka ndhodné veli¢ina
a) 0,190
b) 0,650
c) EX=3,75; DX=2,81
d) (hypergeometricka ndhodna veli¢ina) 0,220

5. X... geometrickd ndhodn4 veli¢ina
a) 0,060
b) 0,470
c) 0,320
Y ... negativné binomicka ndhodna veli¢ina
d) 0,001
e) EY=83,33; DY=611,11
Z. ... binomickd ndhodnd veli¢ina, H = 300 + 50Z
f) 0,910
g) EH=625; ou=75

6. X ... geometrickd ndhodn4 veli¢ina

a) 0,059

b) 0,310

c) EX=10; DX=90

Y ... negativné binomicka ndhodn4 veli¢ina
d) 0,470

e) EY=8h 20min; Gv=3h 32min

7. X ... Poissonova ndhodni veli¢ina
a) 0,210
b) 0,170
¢) 0,001
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Y ... binomickd ndahodna veli¢ina
d) EY=17,5
e) 0,740

X ... Poissonova ndhodna veli¢ina
a) 0,125
b) 0,029
c) 0,731
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