2 ELEMENTARNI POCET PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu kapitoly: 70 minut
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@ Cas ke studiu odstavce: 20 minut

’TE Cil: Po prostudovini tohoto odstavce budete umét
e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku

e vysvétlit zdkladni pojmy teorie pravdépodobnosti

Vyklad:

2.1.1 Cim se zabyvaji teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika ?

Okolo nds existuje spousta véci, jevii a uddlosti, které nelze predvidat - jsou dusledkem
ndhody. Otdzkami ndhody a ndhodnych déji se zabyvaji dvé matematické discipliny: teorie
pravdépodobnosti a matematickd statistika.

Teorie pravdépodobnosti je matematickd disciplina, jejiz logickd struktura je budovana
axiomaticky. To znamend, Ze jeji zdklad tvoii n€kolik tvrzeni (tak zvanych axiomu), kterd
vyjadiuji zakladni vlastnosti axiomatizované veli¢iny a vSechna dal$i tvrzeni jsou z nich
odvozena deduktivné. Systém axiomi vznikd abstrakci z pozorovanych skutecnosti redlného
svéta. Axiomy se nedokazuji, povazuji se za provérené dlouhou lidskou zkuSenosti.

Matematicka statistika je naproti tomu véda, kterd zahrnuje studium dat vykazujicich
ndhodna kolisani, at’ uz jde o data ziskana peclivé pfipravenym pokusem provedenym pod
stialou kontrolou experimentalnich podminek v laboratofi, ¢i o data provozni. Statistika jako
véda se déle zabyva otdzkami ziskdvani dat, jejich analyzou a tlohou pfi formulovani zavéra
o pokusech a experimentech, nebo pfi rozhodovani zaloZeném na datech.

2.1.2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

Nahodny pokus je kazdy konecny dé&j, jehoZ vysledek neni pfedem jednoznaéné urcen
podminkami, za nichZ probih4, a ktery je, alespoii teoreticky, neomezené opakovatelny.

Nahodny jev je jakékoliv tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o kterém lze po skonceni
pokusu fici, zda je pravdivé nebo ne. U terminu ndhodny jev budeme v dal$im textu vétSinou
slovo ndhodny vynechdvat a budeme mluvit pouze o jevu. Jevy znacime vétSinou velkymi
pismeny latinské abecedy (A,B,X,Y,Z,...).
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Pro pfesny matematicky popis pokusu je nutno stanovit mnoZinu vSech moznych vysledkii
daného pokusu. Tyto moZné vysledky musi byt zavedeny tak, aby byly vzijemné
neslucitelné, tj. aby zadné dva z nich nemohly nastat souCasné. Dédle musi byt mnoZina
moznych vysledkt vy€erpavajici, to znamend, Ze pii realizaci daného pokusu musi praveé
jeden z nich vZdy nastat. Pfed ukon¢enim pokusu ovsem nevime, ktery to bude.

Tyto mozné vysledky nahodného pokusu nazyvame elementarnimi jevy. Elementarni jevy

mohou byt nejriznéjsi povahy podle povahy pokusu.
Ptiklad mnoZin vSech moznych vysledkii
{rub, lic} — pFi hodu minci

{1,2,3,4,5,6} — pri hodu kostkou

Ozna¢ime Q mnozinu vSech takovychto vysledki. Tuto mnoZinu nazyvame zakladni prostor
(elementarnich jevll). Z matematického hlediska je tedy Q libovolnd mnoZzina, kterd miiZe byt
bud’ konec¢na nebo nekonecna. Ma smysl uvaZovat pouze mnoziny neprazdné.

Elementarni jev {®} je podmnoZinou mnoziny €, obsahujici jeden prvek ® mnoZiny €,
zapisujeme ® € €.

Za jev A budeme povazovat libovolnou podmnozinu Q, A < Q.

Vysledek ndahodného pokusu nelze s jistotou predpoveédét. Nekteré vysledky vSak nastavaji
Castgji, nekteré méné Casto, nekteré velmi ziidka. Pfi velkych sériich opakovani vSak i tyto
ndhodné pokusy (resp. jejich vysledky) vykazuji ur¢ité zdkonitosti a pravidelnosti.

Cilem teorie pravdépodobnosti je pravé studium téchto zdkonitosti, jejich popsani a
vytvoreni pravidel pro uréeni mer pocetnosti vyskytt téchto jevi.

S témito zdkonitostmi se béZné setkdvame, aniZ bychom si to mnohdy uvédomovali. Napf.
kazdy vi ¢i intuitivné tusi, Ze pfi hodu minci md stejnou Sanci rub i lic a Ze tudiZ pfi velkém
poctu pokust budou nejspiS padat stejné Casto. Ze statistickych roc¢enek Ize snadno zjistit, Ze
podil chlapct narozenych v jednotlivych letech vzhledem k celkovému poctu narozenych déti
se pohybuje okolo 51,5%. PiestozZe v jednotlivych piipadech nelze pohlavi ditéte pfedpovédét,
muzeme poméerné piesné¢ odhadnout, kolik se narodi chlapct z celkového poctu 10 000
narozenych déti.

Z téchto piikladi vyplyva, Ze relativni Cetnosti nckterych jevil se s rostoucim poctem
opakovani ustdli na urcitych cislech. Tento tkaz budeme nazyvat stabilitou relativnich

cetnosti. Tato stabilita relativnich Cetnosti je empirickym zakladem teorie pravdépodobnosti.

Relativni ¢etnosti pfitom rozumime podil n(A)/n , kde n je celkovy pocet provedenych
pokust a n(A) je pocet téch realizaci pokusu, ve kterych jev A nastal.
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2 Shrnuti:

Teorie pravdépodobnosti je matematickd disciplina, jejiz logickd struktura je budovina
axiomaticky. Axiom je tvrzeni provéiené dlouhou lidskou zkusenosti.

Matematicka statistika je véda, kterd se zabyva otizkami ziskdvani dat, jejich analyzou a
ulohou pfi formovani zavért o pokusech a experimentech, nebo pii rozhodovani zaloZzeném

na datech.

Nahodny pokus je kazdy konecny dé&j, jehoZ vysledek neni pfedem jednoznaéné urcen
podminkami, za nichZ probih4.

Zakladni prostor (elementarnich jevl) Q je mnozinou vSech moznych vysledkt pokusu.

Relativni ¢etnosti n¢kterych jevi s rostoucim poctem opakovani vykazuji jistou stabilitu.

@ Cas ke studiu odstavce: 20 minut

4@ Cil Po prostudovini tohoto odstavce budete umét
e popsat typy ndhodnych jevi

e vysvétlit a umét pouZzivat zakladni relace mezi jevy

Vyklad:

2.2.1 Jaké jsou typy nahodnych jevii ?

Budeme ftikat, Ze pfi realizaci ndhodného pokusu nastal jev A , jestliZe nastal elementarni jev
o € Q, takovy, Ze ® € A. Vysledek ® € A nazyvame také vysledek priznivy jevu A.

Specidlné mtize dojit k témto ndhodnym jevim:
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Jev jisty
nastane nutné pii kazdé realizaci ndhodného pokusu. Je ekvivalentni Q.

Napt. pti hazeni kostkou jev: padne jedno z cisel 1,2,3,4,5,6 (samoziejmé pokud hazime
béZnou hraci kostkou s obvyklym znacenim stran).

Jev nemozny
nemiZze v daném pokusu nikdy nastat. Budeme jej znacit .

Napf. pii hazeni kostkou jev: padne ¢islo osm.

2.2.2 Jaké jsou relace mezi jevy ?

Vzhledem k tomu, Ze jev je tedy jen jiné oznaceni pro podmnoZinu mnoziny €2, miZeme
zavést relace mezi jevy, které odpovidaji mnoZinovym relacim. Pro jevy budou také platit
vSechna tvrzeni, ktera plati pro mnoZiny.

e Primnik jevi A,B-ANB
je jev, ktery nastane, kdyZ nastanou jevy A,B soucasné¢. (¢teme A prinik B nebo A a B -
nastava totiZ jak jev A tak i jev B soucasn¢)

Graficky piiklad:

Necht' pokus spocivd vtom, Ze uvnitf daného obdélnika vybirdme bod. MnoZinu
elementarnich jevl, které mohou nastat pfi tomto pokusu mizeme tedy graficky zobrazit na
mnoZzinu bodi, leZicich uvnitf uvaZzovaného obdélnika. Necht’ jev A spociva v tom, Ze takto
vybrany bod leZi uvnitf levé kruZnice a jev B spo€iva v tom, Ze vybrany bod leZi uvnitf pravé
kruznice. Pak nésledujici diagram zndzornuje prinik jeva A a B:

ANB=1{w| we A A e B}

Priklad - hdzeni kostkou: jev A necht znaci - padne cislo 2 nebo 3 nebo 4, a jev B - padne

2 ws

sudé Cislo. Je ziejmé, 7ze A N B ={2,4}.

e Sjednoceni jevi A,B-A UB

O sjednoceni jevit A a B hovotime tehdy, jestlize nastava jev A nebo jev B. Slivko "nebo"
znamend, Ze miZe nastat pouze jeden z téchto jevl, ale mohou nastat i oba jevy zdroven.
Jinymi slovy, nastane alespon jeden z téchto jevi.
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Graficky ptiklad:
AUB=1{w| e Av we B}

Priklad - hazeni kostkou: necht’ jev A={1,3,4}, necht’ déle jev B je skuteCnost, Ze padne sudé
Cislo. Je ziejmé, ze A U B ={1,2,3,4,6}.

¢ Disjunktni jevy A,B-tj. AnB=0
Dva jevy A,B nemohou nastat souCasn¢, nemaji-li spolu zddny mozZny spole¢ny vysledek.
Takovéto jevy budeme nazyvat jevy disjunktni (n¢kdy téZ neslucitelné).

Priklad - hdazeni kostkou: Definujme jev A - padne sud€ ¢islo, a jev B - padne liché ¢islo. Tyto
jevy opravdu nemaji zddny moZny spolecny vysledek. JestliZe nastane jev A, nemlZze zaroven
nastat i jev B a naopak.

¢ Jev A je podjevem jevu B, znacime A c B
Znamena to, Ze jev A md za nésledek jev B (tj. nastane-li jev A, nastane taktéz jev B) .

Graficky ptiklad:
Ac Be{we A= we B}

Priklad - hazeni kostkou: Necht jev A - padne ¢islo 2, jev B - padne sudé ¢islo. Jev A je pak
podjevem jevu B.

e Jevy A,B jsou ekvivalentni - A = B
je-li A c B asoucasné¢ B — A.

Priklad - hazeni kostkou: Jev A - pfi hodu kostkou padne sudé Cislo, jev B - pti hodu kostkou
padne ¢islo délitelné dvéma.
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¢ Rozdil jevi A, B - A-B
Rozdilem jevii A a B budeme chdpat jev, ktery nastdva pravé tehdy, nastane-li jev A a
soucasn¢ nenastane jev B.

Graficky ptiklad:

Priklad - hazeni kostkou: Jev A - padne Cislo vétsi nez dvé, jev B - padne sud

>

N
o]
Il

B =ANB
{o|we A A we B}

jeva A a B je pak jev A — B ={3,5}

¢  Doplnék jevu A, opacny jev

z Mz

€ CIS

lo. Rozdil

Opac¢nym jevem (dopliikovym) k jevu A budeme rozumét jev A, ktery nastane, kdyz

nenastane jev A.

Graficky ptiklad:

A=1{w| we A}
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Ptiklad - hazeni kostkou: Jev A - padne sudé Cislo, pa%ev A - padne liché ¢islo.

Pro operace s jevy, jak jiz bylo feceno, plati algebraické zdkony a rovnosti stejné jako pro
mnoziny. To velmi usnadiiuje praci s nahodnymi jevy.
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¢ De Morganovy zakony
jsou logickym dtsledkem zdkladnich pojmi a zdkladnich relaci mezi jevy.

1. zakon

A LA AL LT L L L S S S

2. zakon

Rikame, Ze zdkladni prostor je sloZzen z tplné mnoziny vzdjemné disjunktnich jevi.

e Uplna skupina vzajemné disjunktnich jevi
je mnozina disjunktnich jevi {Aj, Az, A3, . . . Ap}, kterd tvoifi rozklad jevu jistého

Q: A() A, =D.pro i#]
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@ Cas ke studiu odstavce: 30 minut

_55 Cil: Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e vysvétlit pojem pravdépodobnosti

e definovat pravdépodobnost pomoci axiomu
e vlastnosti pravdépodobnostni funkce

e pracovat s podminénou pravdépodobnosti

e vysvétlit vétu o tplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu

Vyklad:

2.3.1 Pojem pravdépodobnosti

V souvislosti s ndhodnymi jevy jsme konstatovali, Ze za ndhodny jev budeme povaZovat
tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o kterém lze jednoznacné (po uskute¢néni pokusu)
rozhodnout, zda je pravdivé i nepravdivé. V zdsad¢ je tfeba rozliSovat mezi dvéma typy
pokusii: jednim, ktery je neomezené¢ mnohokrit opakovatelny za stejnych podminek
(takovym muZe byt napf. hdzeni minci ¢i kostkou) a druhym, ktery nelze za stejnych

podminek opakovat (tfm mutze byt napf. pocet narozenych déti v pfiStim roce). Vysledky
téchto dvou moznych typt pokusti vedou k definovani dvou typt pravdépodobnosti.

JestliZe je pokus opakovatelny neomezené¢ mnohokrat v ¢ase za stejnych podminek, hovotime
o objektivni pravdépodobnosti. Pokud se podminky méni pokazdé, kdyz je pokus
realizovan, hovoiime o subjektivni pravdépodobnosti.

Objektivni pravdépodobnost je zalozena na Cetnosti vyskytu sledovaného jevu. Jiz v
pfedchozi Casti jsme se zmitiovali o stabilité relativnich Cetnosti. Ta hovoti o tom, Ze relativni
cetnost jevu A pfi dostate¢ném opakovani ndhodného pokusu se koncentruje kolem urcitého
Cisla. Zda se tedy rozumné povazovat toto ¢islo za miru Cetnosti vyskytu urcitého jevu A a

nazvat jej pravdépodobnosti tohoto jevu.
Subjektivni pravdépodobnost je pravdépodobnost, kterou pfifazujeme vysledku pokusu, jez

neni za stejnych podminek opakovatelny. Poget narozenych déti v CR v leto$nim roce je
pokus, ktery je pozorovatelny pouze jednou, a nemlize mu byt tudizZ pfifazena objektivni
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pravdépodobnost. Dilezitym rysem subjektivni pravdépodobnosti je fakt, Ze jeji hodnota je
vétsinou velmi dilezitd pro tcely rozhodovani a feSeni zdvaznych problému.

Pro oba typy pravdépodobnosti plati stejné zdkony a pravidla, jimiZ se nyni budeme zabyvat.
2.3.2 Klasicka definice pravdépodobnosti
Tato definice se zaklada na objektivni pravdépodobnosti a tika, Ze:

Pravdépodobnost jevu A je limitnim piipadem relativni ¢etnosti jevu A.

P(A) = lim 4|
n—oo n
kde: n(A) ... pocet vysledku pfiznivych jevu A (kolikrat jev A nastal)
n . pocet vSech realizaci pokusu

Uved’'me si nyni axiomatickou definici pravdépodobnosti.
2.3.3 Axiomaticka definice pravdépodobnosti
Pravdépodobnostnim prostorem nazveme trojici (€2, S, P) kde

1 Q je mnozina vSech riznych, vzdjemné se vyluéujicich vysledki ndhodného

pokusu (prvky Q jsou elementarni jevy, Q tvofii zdkladni prostor)
(ii) S je takovd mnoZina podmnoZin €2, Ze plati:

a) QeS;
b) je-liAe S, potom A=(Q-A) € S;

c) Jestlize A1, Ay, A3, ... € S, potom UAi e S
i=1

Prvky mnoZziny § oznaCujeme jako jevy.
(iii) P je funkce zobrazujici S na < 0,1 > takovd, Ze plati:
a) P(Q)=1;
b) P(A)=1-P(A) prokazdé AeS;
¢) Pro navzijem disjunktni jevy {A1, Az, A3, ...} zmnoZiny S plati:
ANA; =0, Vi,je Nii# ]

=P(JA) = X P(A)

Funkce P se nazyva pravdépodobnostni mira nebo kritce pravdépodobnost.

Priklad - hod kostkou:
Q={1,2,3,4,5,6,},
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S je mnozina vSech podmnoZin mnoziny Q (n¢kdy znacime S = exp ) a pravdépodobnost

definujeme vztahem P{A}=

cardA

, kde card A je pocet prvkli mnoZiny A.

Snadno muzeme ovéfit, Ze tento model odpovidd soucasné klasické i axiomatické definici
pravdépodobnosti.

Poznamky k axiomatické definici:

1.

2.

Jestlize néjaky systém podmnoZzin spliuje podminky (ii) a — ¢ axiomatické definice,
nazyvame ho c¢-algebrou.

Volba S zdvisi na konkrétni situaci. Obecn€ za n& nemusime brit systém vSech
podmnoZin Q, ale obvykle staci jeho urcity podsystém.

Kazda realna funkce na S, ktera spliuje vlastnosti (iii) a-c, je pravdépodobnostni mirou.
Dané realit€ ale odpovidad pouze jedna z nich. Napiiklad u hodu pravidelnou kostkou to
bude pravdépodobnostni mira dand rovnostmi P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) =
1/6. Ostatni pravdépodobnostni miry odpovidaji riznym nepravidelnym kostkam.

2.3.4 Vlastnosti pravdépodobnosti

Bezprostfedné z axiomatické definice pravdépodobnosti vyplyvaji dalsi vlastnosti.

. AnNB=@ = P{AUB}=P{A}+P{B}
2. BcA = P{B}<P{A}

3. P{A} =1-P{A}

4. P{D1=0

5.

P{B-A} = P{B}-P{B[)A}
e Specidln& AcB = P{B-A}= P{B}-P{A}
6. P{AUB}=P{A}+P{B}-P{ANB)}

VSechny tyto vlastnosti se daji snadno dokdzat pifimo z axiomatické definice

pravdépodobnosti.
Piimym diisledkem de Morganovych zakont je nasledujici vlastnost:

7. P{AUB} =1-P{AUB}=1-P{ANB)}

£

Reseny piiklad:

Pravdépodobnost, Ze selze hasici systém tovarny je 20%, pravdépodobnost, Ze selze
poplachové zatizeni je 10% a pravdépodobnost, Ze selZou jak hasici systém, tak i poplachové
zafizeni jsou 4%. Jaka je pravdépodobnost,ze:

a) alespon jeden systém bude fungovat?

b) budou fungovat oba dva systémy?
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ResSeni:

Ozna¢me si mozné jevy takto: H hasici systém funguje
S poplachové zatizeni (siréna) funguje
Vime, Ze: P(H)=0,20
P(S)=0,10
P(HNS§)=0,04

Miéme zjistit:

ada) P(HUS)

K feSeni této otdzky mtizeme pfistupovat dvojim zptisobem:

Podle definice: Nejde o jevy neslucitelné (mohou nastat zarovei), proto:
P(HUS)=P(H)+P(S)-P(HNS)>

kde by mohlo byt problémem urCit p(H A 5)

nebo

Pies jev opacny: Kdy na zaklad¢ de Morganovych zdkoni miizeme psit, Ze:
P(HUS)=1-P(HUS)=1-P(H 3);

coZ muzeme vycislit piimo.

P(HUS)=1-0,04=0,96

Pravdépodobnost, Ze bude fungovat alespon jeden z ochrannych systémil je 96%.
adb) P(HANS)

CoZ nemizeme feSit prostirednictvim defini¢niho vztahu:

(P(H ~S)=P(H|S)-P(S)= P(S|H)- P(H));

nebot nemdme informace o zdvislosti poruch jednotlivych ochrannych systému. Proto
zkusime znovu postupovat pies jev opacny:

P(HAS)=1-P{HS)=1-P(H US)=1-[P(H)+ P(S)- P(H A5,
coZ muzZeme piimo vycislit:
P(H 1 8)=1-[P(H)+ P(S)- P(H ~ §)]=1-[0,20+0,10-0,04]=0,74

Pravdépodobnost, Ze oba dva ochranné systémy budou fungovat je 74%.
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L

120 studentti absolvovalo zkousky z matematiky a z fyziky. 30 z nich nesloZilo ob¢ zkousky,
8 nesloZilo pouze zkouSku z matematiky a 5 nesloZilo pouze zkousku z fyziky. Urcete
pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany student:

a) slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze nesloZil zkousku z fyziky

b) slozil zkousku z fyziky, vime-li Ze nesloZil zkousku z matematiky

c) slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze sloZil zkouSku z fyziky

Reseny piiklad:

ReSeni:
Oznacme si mozné jevy takto: M slozil zkousku z matematiky
F slozil zkousku z fyziky
Vime, ze:
P(T A F)="2
120
P(M nF)= 8
120
P(M~F)= S
120
Miéme zjistit:
ada) P(M|F)

coZ urc¢ime jednoduse podle definice podminéné pravdépodobnosti:

P(MQF) P(M A F)

P(M‘F)z P(F) _P(Mmf)+P(1\7rﬁf)’

kde pravdépodobnost, Ze student nesloZil zkousku z fyziky urCujeme podle véty o tplné
pravdépodobnosti jako soucet pravdépodobnosti, Ze student nesloZil pouze zkousku z fyziky a
pravdépodobnosti, Ze student nesloZil obé zkousky.

Po vyc¢isleni tedy vime, Ze:

5
-\ P(MAF) _ 120 _5_1_
)= o~ B)e it ) 5, 30 357770
120 120

Pravdépodobnost, ze student sloZil zkouSku z matematiky, vime-li Ze neslozil zkousku
z fyziky je asi 14%.
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adb) P(F|M)
coZ urc¢ime obdobné jako pfi feSeni predchidzejici dlohy:

’

P1)

Po vy¢isleni tedy vime, Ze:

— P(F M) 120 8 4
P(F|M)= R =2 ="=021
(Fj) PFAM)+P(FAM) 8 30 38 19 021

120 120

Pravdépodobnost, 7Ze student slozil zkousku zfyziky, vime-li Ze neslozil zkouSku
z matematiky je asi 21%.

adc) P(M|F)
opét si napiSeme defini¢ni vztah:

P(M\F)=7P(II‘:I(;)F)’

k némuz miizeme pfistoupit dvojim zptisobem:

Bud’ se pokusime tento vztah upravit na zdkladé zndmych vztaht tak, abychom jej mohli
prostiednictvim zadanych parametrt vycislit:

P(MF)_1-P(M F) 1-P(M UF) _1-[P(F)+P(a)-P(F ~01)|

P(M|F)= P(F) 1—P(F)  1-[PFaM)+PFAM) 1-[PFM)+P(FAM)]

1-[P(F nm)+P(F nM )|+ [P(F n M)+ P(F n M )|- P(F ~n M)
- 1-[P(F n M)+ P(F 1)

[5 8 30} 77
= — e e ot
_1-[P(F am)+P(FAM)+P(FAM)_" [120 120 120

- :@:ﬂzogl
1-[P(F AM)+P(F A M) 1_[i+£} 85 85 =
120 120 120

nebo se pokusime potiebné pravdépodobnosti vyc¢ist ze zadani:

Zadané udaje si zapiSeme do tabulky:

Slozili zkousku z Neslozili zkousku z Celkem
matematiky matematiky
Slozili zkousku z fyziky 8
Neslozili zkousku z fyziky 5 30 35
Celkem 38 120

-70 -



a zbylé udaje v tabulce jednoduSe dopocitdme:

Kolik studentt slozilo zkousku z fyziky? To je celkovy pocet (120) minus pocet studentd,
kteti zkousku z fyziky nesloZili (35), coZ je 85. Obdobn¢ ur¢ime pocet studenttl, kteii slozili
zkouSku z matematiky, coZ je 120 — 38 = 82. A kone¢né pocet téch, ktefi sloZili obé zkousky
uréime napt. jako pocet téch, ktefi sloZili zkouSku z matematiky (82) minus pocet téch, ktefi
sloZili pouze zkouSku z matematiky (5), coZ je 77.

Slozili zkousku z Neslozili zkousku z Celkem
matematiky matematiky
Slozili zkousku z fyziky 77 8 85
Neslozili zkousku z fyziky 5 30 35
Celkem 82 38 120

Hledané pravdépodobnosti tedy jsou:

>

P(M mF):ﬂ; P(F)= 85
120 120

z ¢ehoZ plyne:

77

p(u|p)=PMLOF) 120 77 _

——  P(F) 85 85 =
120

Pravdépodobnost, Ze student sloZil zkousku z matematiky, vime-li Ze slozil zkousku z fyziky
je asi 91%.
Pozn.: Podle udaji v tabulce bychom mohli fesit i ikoly a) a b).

Reseny piiklad:

Spoctéte pravdépodobnost toho, Ze z bodu 1 do bodu 2 bude protékat elektricky proud, je-li
el. obvod vcetné pravdépodobnosti poruch jednotlivych soucdstek vyznacen na nédsledujicim
obrdzku. (Poruchy jednotlivych souc¢éstek jsou na sob& nezdvislé.)
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ResSeni:

Oznacéme si:

A soucdstka A funguje, C soucastka C funguje,
B soucdstka B funguje, D soucastka D funguje
E soucastka E funguje,
Pak:
P(A)=0,1= P(4)=09 P(C)=02= P(C)=08
P(B)=03= P(B)=0,7 P(D)=03= P(D)=0.7
P(E)=02= P(E)=08

Pro zjednoduseni si obvod predstavime jako sériové zapojeni dvou blokl. Blok 1 je tvofen
sériovym zapojenim soucéstek A a B, Blok 2 je tvofen paralelnim zapojenim soucastek C, D a
E. V prvni fazi si ur¢ime pravdépodobnosti poruch jednotlivych bloki:

Blok 1:
B1 Blok 1 funguje T T T
L0l 03
Mame-li sériové zapojené soucastky, je vhodné urcovat i S L& |
piimo pravdépododobnost, Ze systém (blok) funguje. : !
"""" Blok1

Blok 1 funguje pravé tehdy, jsou-li funkéni soucéastky A i B.
Vzhledem k nezavislosti poruch jednotlivych soucdstek mizeme fici, Ze:

P(Bl) = P(ANnB)=P(A).P(B)=09.0,7=0,63

Blok 2:

B2 Blok 2 funguje

Mame-li paralelné zapojené soucastky, je vhodné
pravdépodobnost toho, Ze systém (blok) funguje urcovat jako

doplné€k pravdépodobnosti jevu opaéného — tj. toho, Ze systém
(blok) nefunguje.

Blok 2 nefunguje pravé tehdy, neni-li funkéni ani jedna ze
soucastek C, D, E. Vzhledem k nezdvislosti poruch
jednotlivych soucdstek mizeme fici, Ze:

P(B2)=P(CADNE)=P(C).P(D).P(E)=0,2.03.02 = 0,012

P(B2)=1-P(B2)=1-0,012 = 0,988
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Cely systém je pii tomto znaceni dan sériovym zapojenim Bloku 1 a Bloku 2. Zbyva ndm
tedy jiZ jen urcit spolehlivost celého systému (pravdépodobnost, Ze systém bude funkéni).

! - - 2 S . systém je funkéni

P(S)=P(B1n B2)=P(B1)- P(B2)=0,63-0,988 = 0,62

Pravdépodobnost toho, Ze z bodu 1 do bodu 2 bude protékat elektricky proud je asi 62%.

Vyklad:

2.3.5 Podminéna pravdépodobnost

Casto se setkivime s podminénou pravdépodobnosti. Jedna se o pravdépodobnost jevu za
podminky, Ze nastal urcity jiny jev.

V podstaté si mizeme predstavit, Ze n-krit realizujeme néjaky ndhodny pokus a uvazujeme
dvé podmnoziny A a B v piislusSném zédkladnim prostoru, tj. dva jevy souvisejici s timto
pokusem. Vyberme ted’ z posloupnosti realizaci pokusu jen ty realizace, pii kterych nastal jev
B. Pak nds ovSem muZe zajimat, kolikrat za takové podminky nastal jev A.

Reseny piiklad:

Neprithledny pytlik obsahuje 10 ¢ernych a 5 bilych kuli¢ek. Budeme provadét ndhodny pokus
— vytaZeni jedné kuli¢ky, pfiCemz kuli¢ku do pytliku nevracime. Ur€ete pravdépodobnost, Ze
v druhém tahu vytdhneme bilou kulicku.

ReSeni:
Jev Definice jevu
Bl pii prvni realizaci ndh. pokusu byla vytaZena bild kuli¢ka
Cl pfi prvni realizaci ndh. pokusu byla vytaZena ¢ernd kulicka
B2 pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytaZena bild kulicka
C2 pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytaZena Cerné kulicka

Stav pytliku pfed prvni realizaci pokusu:

000000000 OOOOOO

N /U J
I Y
10 ks 5 ks
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Pravdépodobnost, Ze pfi prvni realizaci pokusu vytdhnu bilou (¢ernou) kuli¢ku je ziejmé:

5 10
P(Bl)=—,resp. P(C]) =—
(B 15 resp (C T

Je taktéz ziejmé, Ze stav pytliku pfed druhou realizaci pokusu zdvisi na vysledku prvni
realizace.

Stav pytliku pfed druhou realizaci pokusu, byla-li pfi prvnim pokusu vytaZena bild kulicka:

000000000 O0O0DOOO

N J )
T Y
10 ks 4 ks

Stav pytliku pfed druhou realizaci pokusu, byla-li pfi prvnim pokusu vytaZena ¢ernd kulicka:

000000000 0O0OO0OO0

- AN J
' Y

9 ks 5 ks

Z obrazku (a zlogického tsudku) vidime, Ze vysledek druhé realizace pokusu zavisi na
vysledku prvni realizace pokusu, jinymi slovy: vysledek druhé realizace pokusu je podminén
vysledkem prvni realizace pokusu.

Muizeme tedy urcit pravdépodobnosti nasledujicich jevii:

Jev Definice jevu
B2/B1 pfi druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena bila kulicka, jestlize pfi prvni
realizaci ndh. pokusu byla vytazena bild kuli¢ka
C2/B1 pfi druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢ernd kulicka, jestlize pii
prvni realizaci ndh. pokusu byla vytaZena bild kulicka
B2/C1 pfi druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena bila kulicka, jestlize pfi prvni
realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢ernd kulicka
C2/C1 pfi druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢ernd kulicka, jestlize pii
prvni realizaci ndh. pokusu byla vytaZzena ¢ernd kulicka

Na zdkladé obrazku odpovidajicich stavu pytliku pted druhou realizaci pokusu pfi splnéni
ptislusnych podminek (za lomitkem) mizeme urcit:

PB2/BY =2 pc2rBn =20 pB2rcn=>. Pc2iCly=2
14 14 14 14

Pozn.: Viimnéte si, fe: P(AlB)=P(A/B)
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Chceme-li tedy ur€it napfiklad pravdépodobnost toho, Ze v druhém tahu vytdhneme bilou
kuli¢ku, musime vzit v Gvahu, Ze k tomuto jevu miiZe dojit ve dvou piipadech:

(B2/B1) nebo (B2/C1)
Proto plati: ~ P(B2)= P((B2/Bl)u(B2/C1))
Jelikoz jevy (B2/B1) a (B2/C1) jsou neslucitelné (nemohou nastat zaroven), plati:

4 5 9
P(B2) = P(B2/Bl)+ P(B2/Cl),1j. P(B2)=—+—=—
(B2) = P( )+ P( ) 4. P(B2) =+ =17

Obdobné¢ muzeme urcit pravdépodobnost, Ze v druhém tahu vytdhneme Cernou kulicku.

Vyklad:

Podminéna pravdépodobnost je definovana vztahem:

_P{ANB]}

P{AB} P(B)

kde P{B} #0.

P{A|B} Cteme pravdépodobnost jevu A podminénd jevem B.

2.3.6 Nezavislé jevy
Jevy A a B nazyvame navzajem nezavislymi, jestlize plati:
P{A nB} =P{A}.P{B}

Jevy A a B jsou tedy nezavislé, jestlize pravdépodobnost priniku téchto dvou jevia je rovna
souc¢inu pravdépodobnosti jednotlivych jevi.

V diisledku toho pak pro nezévislé jevy A,B plati: P{A|B} = P{A}

Ptiklad - hod kostkou:

JestliZze v prvnim hodu padne jednicka, nijak to neovlivni pravdépodobnost, Ze jedni¢ka padne
také ve druhém hodu. Pravdépodobnost, Ze v obou hodech padnou jednicky, je pak soucinem
jednotlivych pravdépodobnosti.

Definujme si jevy A, B, C takto:

A - "padne jednic¢ka v prvnim hodu"
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B - "padne jednic¢ka ve druhém hodu"
C = A N B - "padne jedni¢ka v obou hodech"

11 1
ak plati: P{C} =P{AnB}=P{A}P{B}= ——=—
pak p {C} =P{ }{}{}6636
2.3.7 Véta o uplné pravdépodobnosti
Necht’ je ddna dplna skupina vzdjemné disjunktnich jevi {B1, By, B3, . . ., Bp}, .

Biﬂszg;V i#]j
UB =@
i=1

napf. pro n=7:

Q
potom pro jakykoliv jev A , P{A}#0, plati
P{A} = D> P{AB,}P(B,}
i=l
Dukaz:
Jelikoz {B1, By, B3, . . ., By} tvofi iplnou skupinu vzajemné disjunktnich jeva, musi platit,
Q

P{A} = Z P{ANB,}
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Z definice podminéné pravdépodobnosti pak dostdvame:
P(ANB,;}=P{A[B,} P(B)

z ¢ehoZ plyne tvrzeni véty.

2.3.8 Bayesova véta

Pro vysSe uvedenou tiplnou skupinu vzajemné disjunktnich jevi {B1, By, B3, . . ., By} plati:

PIA[B, ) P(B,
Y PIAB,} P(B,)

P{B,|A} =

Diikaz:
Z definice podminéné pravdépodobnosti plyne:

P(B,|JA} = P{B,NA} _P{AB,}P{B,}
' P(A) P(A)}

Dale za jmenovatel posledniho vyrazu P{A}dosadime vétu o tplné pravdépodobnosti,
z ¢ehoZ plyne Bayesova véta.

Reseny piiklad:

Laboratot, kterd provadi rozbory krve, potvrdi s pravdépodobnosti 95% existenci protilatek na
virus urcité nemoci, jestlize ji pacient skutecné trpi. Zaroven test urci jako pozitivni 1% osob,
které vSak touto nemoci netrpi. Jestlize 0,5% populace trpi zminénou nemoci, jakéd je
pravdépodobnost, Ze ur€itd osoba, jejiZ test byl pozitivni, skutecné onu nemoc ma?

ResSeni:

Takovéto problémy sméfuji k feSeni pomoci véty o tplné pravdépodobnosti, popt. pomoci
Bayesova teorému. Pro piehledny zapis situace ¢asto vyuzivime tzv. rozhodovaci strom.

Ozname si: N pacient trpi nemoci
T test na protilatky vySel pozitivni
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Rozhodovaci strom pak vypada takto:

Dany stav Vysledek testu

0,995

=4

0,995.0,99 = 0,98505

0,99 7

Na spojnice prvniho vétveni zapisujeme pravdépodobnosti vyskytu daného stavu, tj. P(N) a
P(N), pii¢emZz soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni ddva vidy 1 (100%). V naSem
piipad¢ tedy P(N) zndme ze zaddni a p(¥) ur¢ime jako 1 — P(N).

Na spojnice druhého vétveni se pak zapisuji podminéné pravdépodobnosti — “vysledek testu”
za predpokladu “dany stav”. V naSem piipad€é jsou to pravdépodobnosti:
P(T|N), p(ﬂ N) P(T|N), p(ﬂ N)- Opét plati, Ze soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni ddvé
vzdy 1. Ze zadani zndme p(T‘ N)a p(TW) a zbylé dvé podminéné pravdépodobnosti dopocitdme

jako dopliiky do 1.

Chceme-li urcit, jakd je pravdépodobnost toho, Ze nastal “dany stav” a zdroven “vysledek
testu”, sta¢i vyndsobit hodnoty uvedené u piislusné vétve. Napt.: pravdépodobnost toho, Ze
pacient trpi nemoci a zdrovei mu vySel negativni test je  0,00025

(P(NAT)=P(N) p(ﬂ N)=0,005-0,05=0,00025). Piislusné pravdépodobnosti jsou uvedeny ve
sloupci vedle rozhodovaciho stromu.

Pravdépodobnosti toho, Ze dojde k ur¢it€ému vysledku testu, se urcuji prostfednictvim véty o
uplné pravdépodobnosti. My je okamzité vycteme ze sloupce uvedeného vedle rozhodovaciho

stromu. Napt.: P(T)= P(N A T)+ P(N A T)=0,00475+0,00995 = 0,0147 -

A nyni jiz ptejdéme k naSi otdzce: Méli jsme urcit jaka je pravdépodobnost, Ze urcita
osoba, jejiZ test byl pozitivni, skute¢n€ onu nemoc ma — neboli: p(y|7)

Tuto podminénou pravdépodobnost z rozhodovaciho stromu pifimo nevycteme, pro jeji urceni
pouZijeme Bayestuv teorém:

P(NNT),

P(N[T)= )

v e
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A N\T): P(NNT) _ 0,00475 _0,00475 _ 0323
— L P(T)  0,00475+0,00995 0,0147 =

Pravdépodobnost toho, Ze osoba jejiZ test vySel pozitivni, skutecné onu nemoc ma je asi
32,3%. (Zamyslete se nad tim, co by znamenalo, kdyby lékat pouze na zédkladé jednoho
pozitivniho vysledku testu, oznacil ¢lovéka za nemocného (napt. AIDS)).

2 Shrnuti:

Nahodny pokus je kazdy konecny dé&j, jehoZ vysledek neni pfedem jednoznaéné urcen
podminkami, za nichZ probih4, a ktery je, alespoi teoreticky, neomezené opakovatelny.
Mozné vysledky ndhodného pokusu jsou elementarni jevy.

Mnozinu vSech elementarnich jevli nazyvame zakladni prostor (elementarnich jevi).

Jevem A je libovolnd podmnozina zdkladniho prostoru, proto mezi jevy miZeme zavést
takové relace, které odpovidaji mnoZinovym relacim. Pro jevy také plati vSechna tvrzeni,
ktera plati pro mnoZiny.

Pravdépodobnostni mira (pravdépodobnost) je redlnd funkce definovand na systému
podmnoZin zdkladniho prostoru, kterd je nezdpornd, normovand a c-aditivni. Tato funkce ma
fadu vlastnosti, jako napf. pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich jevl je ddna souctem
jejich pravdépodobnosti.

Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost vyskytu jevu za podminky, Ze nastal
urcity jiny jev, ktery neni nemozny.
Jevy A a B jsou nezavislé, jestlize pravdépodobnost priniku téchto dvou jevi je rovna

soucinu pravdépodobnosti jednotlivych jevi.

Véta o aplné pravdépodobnosti nim dava navod, jak spocitat pravdépodobnost libovolného
jevu A (ktery neni nemozny) za piedpokladu, Ze je ddna uplna skupina vzdjemn¢ disjunktnich
jevi.

Bayesova véta nim umoziiuje spocitat podminéné pravdépodobnosti jednotlivych jevl této
uplné skupiny, za ptedpokladu, Ze nastal jev A.
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(?

* | Otazky

Jak chépat pojem ,,pravdépodobnost* ?
Co to jsou axiomy pravdépodobnosti ?
Jak se urci pravdépodobnost sjednoceni dvou obecnych jevt ?
Jak se ur¢i pravdépodobnost priniku dvou nezavislych jevi ?

Co vyjadiuje Bayesova véta ?
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Ulohy k FeSeni

Systém je funkcni pokud funguje soucdstka A a nejméné jedna ze soucastek B a C.
Pravdépodobnost, Ze po 1000 hodinich je funkcni soucdstka A je 0,8, soucastka B 0,9 a
soucastka C 0,7. Systém pracuje nezavisle na okolnich podminkach.

B
A

C
Jaka je pravdépodobnost, Ze systém bude po 1000 hodin4ch funkéni?

. Ve velkém mnoZstvi pisemek se vyskytuji dva typy chyb, A a B. Pravdépodobnost, Ze
v pisemce bude chyba A je 0,1 a pravdépodobnost, Ze tam bude chyba B je 0,2.
Pravdépodobnost, Ze v pisemce budou ob& chyby ziroveir je 0,05. UrcCete
pravdépodobnost, Ze v pisemce bude pouze chyba A, nikoliv chyba B?

Sonda ma dvé kamery, které mohou pracovat nezavisle na sob¢. Kazd4 z nich je vybavena
pro ptipad poruchy korekénim mechanismem. Pravdépodobnost poruchy kamery je 0,1,
pravdépodobnost uspésné opravy piipadné poruchy pomoci korekénitho mechanismu je
0,3. S jakou pravdépodobnosti se nepodafi ani jednou z kamer nic nafilmovat?

. Tti absolventi stiedni Skoly — pan Novdk, pan Svoboda a pan Dvotdk skladaji piijimaci
zkousky na tii riizné vysoké skoly. Rodice téchto student odhaduji jejich Sance na tdspéch
na 70%pro studenta Novidka, na 40% pro studenta Svobodu a na 60% pro studenta
Dvordka. Jakd je pravdépodobnost, Ze:

a) vSichni tfi usp&ji

b) ani jeden neuspéje

¢) uspéje jen student Novak

d) uspé&je pravé jeden z nich

e) neuspéje jen student Svoboda

f) uspéji prave dva z nich

g) uspéje alespoii jeden z nich

. Vosudi je 5 Cernych a 15 bilych kouli. Z osudi se ndhodné vytdhne jedna koule. Poté se
vrati zpét a pfida se 20 kouli téZe barvy, jakou m¢la vytaZend koule, a tah se opakuje. Jakd
je pravdépodobnost, Ze druhd vytaZzena koule bude cerna?

. Pocétecni stadium rakoviny se vyskytuje u kazdych tii z jednoho tisice Americanii. Pro
v€asné zjisténi byl vyvinut velmi spolehlivy test. Pouze 5% zdravych pacienti ma
vysledky pozitivni (faleSny poplach) a pouze 2% nemocnych maji vysledek negativni.
Pokud by se tento test pouzil pro vysetfeni celé americké spolecnosti a vSichni ti, ktefi by
méli pozitivni vysledky by byli hospitalizovani za ucelem klinického vysetieni, kolik %
z nich bude skute¢né mit rakovinu?

- 81 -



7. Pii vyrobé 30% pfistroji byl pouzit zpiisnény technologicky rezim, zatimco pii vyrobé
ostatnich pfistroji standardni rezim. Pfitom pravdépodobnost bezporuchového chodu po
dobu T je pro pfistroj z prvni skupiny 0,97 a pro pfistroj z druhé skupiny 0,82. Jaka je
pravdépodobnost, Ze:

b) pfistroj bude po dobu T pracovat bezporuchove?
c) piistroj, ktery po dobu T pracoval bezporuchové, byl vyroben ve zpiisnéném rezimu?

8. Zamyslite koupit v autobazaru viiz jisté znacky. Je ov§em zndmo, Ze 30% takovych vozl
ma vadnou pfevodovku. Abyste ziskali vice informaci, najmete si mechanika, ktery je po
projizd’ce schopen odhadnout stav vozu a jen s pravdépodobnosti 0,1 se zmyli. Jaka je
pravdépodobnost, Ze viz, ktery chcete koupit, ma vadnou prevodovku:

a) predtim, neZ si najmete mechanika?
b) jestlize mechanik pfedpovi, Ze vz je dobry?
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. 0,776 ~77,6%

. 0,05 ~5%
. 0,0049 ~ 0,49%

. a) 0,168 ~16,8%

b) 0,072 ~7,2%

c) 0,168 ~16,8%
d) 0,324 ~32,4%
e) 0,252 ~252%
f) 0,436 ~43,6%
g2) 0,928 ~92,8%

0,25 ~25%
0,056 ~ 5,6%

a) 0,865 ~ 86,5%
b) 0,336 ~ 33,6%

a) 0,30 ~ 30%
b) 0,045 ~ 4,5%
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