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   �as ke studiu kapitoly:  60 minut 
 

10. ANOVA – Analýza rozptylu  
 

 

 
 

VÝKLAD 

 

10.1. Úvod 
V p�edcházejících kapitolách jsme se v�novali mimo jiné také jednovýb�rovým a 

dvouvýb�rovým test�m st�ední hodnoty. Rozší�ením t�chto test� je analýza rozptylu neboli 
ANOVA, která nám umož�uje srovnávat n�kolik st�edních hodnot nezávislých náhodných 
výb�r�. Na tomto míst� je pak t�eba zmínit požadavky parametrického testu, který budeme 
dále užívat (tabulka ANOVA). Analýza rozptylu ve své parametrické podob� p�edpokládá 
normalitu rozd�lní a tzv. homoskedasticitu (identické rozptyly). Pokud tyto podmínky nejsou 
spln�ny, je t�eba použít neparametrický Kruskal-Wallis�v test, který je obdobou 
jednofaktorového t�íd�ní v analýze rozptylu (v záv�ru této lekce bude uveden jen v náznaku). 
Na rozdíl od parametrického testu však nep�edpokládá normalitu rozd�lení, jeho nevýhodou 
je pak menší citlivost.  
Analýza rozptylu tak p�edstavuje rozší�ení možností procedury zvané testování hypotéz. 
 

 
10.2. Konstrukce F-statistiky 

 
Nech� máme k-náhodných výb�r� (tj. výb�ry z k populací), které jsou na sob� nezávislé.  
Nech� tyto náhodné výb�ry pochází z normálních rozd�lení se stejným rozptylem: 

    Cíl       Po prostudování tohoto odstavce budete um�t 

• porozum�t konstrukci F-pom�ru 

• rozhodovat se pomocí testu zvaného analýza rozptylu 

• zkonstruovat tabulku ANOVA 

• provést post hoc analýzu 
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Formulace problému:  
Je t�eba testovat hypotézu H0: µ1 = µ2 = ... = µk = µ 
v��i alternativ� :    HA: neplatí H0 
 
Chceme rozhodnout o H0 na základ� jednoho testu. Proto se pokusíme nalézt takovou  
testovou statistiku, která nejen umožní implementaci H0 , ale je i citlivá na platnost H0. 
 
Definujme totální sou�et �tverc� (nebo totální variabilitu) jako 
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p�i�emž iS je výb�rová sm�rodatná odchylka i-tého náhodného výb�ru: 
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Zavedeme následující výb�rové rozptyly: 

vnit�ní výb�rový rozptyl  
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Vlastnosti t�chto výb�rových rozptyl�: 
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Tedy vnit�ní výb�rový rozptyl je nestranným odhadem rozptylu, nezávisle na H0. 
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Definice:  
Tuto statistiku F nazveme F-pom�r .  
 
Pro� je výhodné použít F-pom�r jako testovou statistiku? 
    Z výše uvedeného je z�ejmé, že pokud platí H0, F-pom�r je n�jaké náhodné �íslo blízké 
jedni�ce ... 1≈F . Dále, pokud neplatí H0, je toto �íslo výrazn� v�tší než 1, jak ukazuje 
vlastnost 2 – výpo�et st�ední hodnoty mezit�ídního výb�rového rozptylu. Statistika F-pom�r  
je tedy citlivá na platnost hypotézy H0. Abychom ji mohli v dalším pr�b�hu testu použít jako 
testovou statistiku (a tím i nulové rozd�lení), musíme determinovat její statistické chování, 
tedy ur�it její rozd�lení pravd�podobnosti. 
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op�t náhodnou veli�inou stejného typu, s po�tem stup�� volnosti daným sou�tem stup�� 
volnosti s�ítancových veli�in. 
Podobnou úvahou lze prokázat, že pokud platí H0, potom: 
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Pokud tedy platí H0, potom víme (ze znalostí o Fisherov�-Snedecorov� rozd�lení), že 
následující podíl: 
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musí mít nutn�  F rozd�lení  o (k-1) a (N-k) stupních volnosti. 
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Pokud známe statistické chování F-pom�ru, lze to využít pro ú�ely posouzení a rozhodnutí 
výše uvedeného problému v podob� H0. Následující obrázek ilustruje použití F-pom�ru pro 
ú�ely rozhodování o platnosti hypotézy H0. 
 
 

� 

� 

� � 

�����	 

Oblast  platnosti H0 

pozorovaná hodnota statistiky F-pom�r 
 

 

10.3. Tabulka ANOVA 
Jednotlivé mezivýsledky, provád�né v pr�b�hu analýzy rozptylu, jsou pr�b�žn� a 
systematicky zaznamenávány v tabulce ANOVA: 
  

 

Tabulka analýzy rozptylu - ANOVA 

Velké hodnoty F-pom�ru budou mít za následek malé hodnoty pvalue, což znamená zamítnutí 
H0. F-pom�ru bude velký, pokud vnit�ní variabilita tvo�í zanedbatelnou �ást totální variability 
a ekvivalentn�, pokud mezit�ídní variabilita tvo�í významnou �ást totální variability. 
 
 

10.4. �ešené p�íklady 
Pro ilustraci statistického chování F-pom�ru uvažujme t�i datové soubory. Ve všech jsou 
stejné výb�rové pr�m�ry v rámci i-té populace, avšak rozptyly se liší. Pokud vnit�ní výb�rový 
rozptyl je malý, F-pom�r je velký, pokud je naopak velký, F-pom�r je malý. Soubory ilustrují 
t�i p�ípady: malý vnit�ní výb�rový rozptyl, normální a velký.  

Zdroj 
prom�nlivosti 
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P�íklad 1:                                 Malý vnit�ní výb�rový rozptyl 
 

Populace I II III IV 
 42 17.5 68.5 38 
 34.5 12 72 44 
 32.5 16 53 52 
Data 40 15 64 50 
 46.5 20.5 57 43.5 
 28 23 56 41 
 37 15 54.5 42 
 35.5  62.5 46 
   63.5 37.5 
   60 36 
   66  
   55  

Rozsah výb�ru 8 7 12 10 

Výb�rové pr�m�ry 37 17 61 43 

Výb�rové sm�rodatné  

odchylky 

5.78 3.71 6.06 5.27 

 
   Tabulka ANOVA 
 

 Po�et stup�� 

volnosti 

Variabilita Odpovídající 

výb. rozptyl 

F-pom�r 

totální 36 9872.7027   
mezit�ídní 3 8902.7027 2967.57 100.96 
vnit�ní 33 970 29.39  

 
P-value = 0.0000 
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P�íklad 2:                                  Normální vnit�ní výb�rový rozptyl 
 

Populace I II III IV 
 47 18 76 33 
 32 7 83 45 
 28 15 45 61 
Data 43 13 67 57 
 56 24 53 44 
 19 29 51 39 
 37 13 48 41 
 34  64 49 
   66 32 
   59 29 
   71  
   49  

Rozsah výb�ru 8 7 12 10 

Výb�rové pr�m�ry 37 17 61 43 
Výb�rové sm�rodatné  
odchylky 

11.56 7.42 12.12 10.53 

 
   Tabulka ANOVA 
 

 Po�et stup�� 
volnosti 

Variabilita Odpovídající 
výb. rozptyl 

F-pom�r 

totální 36 12782.7027   
mezit�ídní 3 8902.7027 2967.57 25.24 
vnit�ní 33 3880 117.58  

 
P-value = 0.0000 
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P�íklad 3:                                 Velký vnit�ní výb�rový rozptyl 
 

Populace I II III IV 
 67 20 106 13 
 22 -13 127 49 
 10 11 13 97 
Data 55 5 79 85 
 94 38 37 46 
 -17 53 31 31 
 37 5 22 37 
 28  70 61 
   76 10 
   55 1 
   91  
   25  

Rozsah výb�ru 8 7 12 10 

Výb�rové pr�m�ry 37 17 61 43 
Výb�rové sm�rodatné  
odchylky 

34.69 22.25 36.36 31.59 

 
   Tabulka ANOVA 
 

 Po�et stup�� 
volnosti 

Variabilita Odpovídající 
výb. rozptyl 

F-pom�r 

totální 36 43822.7027   
mezit�ídní 3 8902.7027 2967.57 2.804 
vnit�ní 33 34920 1058.18  

 
P-value = 0.0549 
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10.5. Post Hoc analýza 
P�edchozí analýza poukázala na to, že velký F-pom�r indikuje existenci významných zm�n 
mezi popula�ními výb�rovými pr�m�ry. Naše analýza by ale byla nekompletní, pokud 
bychom neidentifikovali, které z populací signalizují významnou odchylku výb�rového 
pr�m�ru. Tento další proces se nazývá post hoc analýza a spo�ívá v porovnávání výb�rových 
pr�m�r� všech dvojic populací. 
Pro tato vícenásobná porovnávání existuje n�kolik metod. V rámci tohoto výkladu se 
omezíme jen na tu nejjednodušší z nich, tzv. LSD-metodu (znamená zkratku výrazu Lest 
Significant Difference). Tato metoda spo�ívá v aplikaci dvouvýb�rového t-testu pro každý pár 
výb�rových pr�m�r�. Místo standardního dvouvýb�rového Studentova t-testu však použijeme 
pon�kud upravený t-test, založený na LSD statistice: 
Pro i-tý a j-tý výb�r  definujeme následující testovou statistiku (LSD)i,j: 
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Snadno lze zd�vodnit, že tato statistika má Studentovo rozd�lení s N-k stupni volnosti. 
 
LSD metoda je ilustrována pro t�i p�edchozí p�íklady: 
 
 
P�íklad 1:   Malý vnit�ní výb�rový rozptyl 
Provedeme výpo�et statistiky (LSD)i,j pro všechny uvažované dvojice daných �ty� populací a 
hodnoty zaznamenáme do následující tabulky: 
  
 

Rozsahy  8 7 12 10 
výb�ru  I II III IV 

8 I 0 -7.128 9.698 2.333 
7 II 7.128 0 17.064 9.731 

12 III -9.698 -17.064 0 -7.754 
10 IV -2.333 -9.731 7.7541 0 

 
V tomto p�ípad� existuje velmi silná empirická výpov�� o rozdílech mezi všemi populacemi, 
pouze p�i porovnání populací I a IV výpov�� není tak silná. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 - 318 - 

P�íklad 2:  Normální vnit�ní výb�rový rozptyl 
 

Rozsahy  8 7 12 10 
výb�r�  I II III IV 

8 I  0 -3.564 4.849 1.167 
7 II 3.564 0 8.532 4.8656 

12 III -4.849 -8.532 0 -3.877 
10 IV -1.167 -4.866 3.877 0 

 
 
 
 
V tomto p�ípad�, a�koliv výb�rové 
pr�m�ry jsou stejné, neexistuje 
empirická výpov�� o rozdílu mezi 
výb�rovými pr�m�ry populací I a IV. 
Takže m�žeme v podstat� existující 4 
populace rozd�lit na 3 skupiny: první 
sdružuje populace I a IV, druhou tvo�í 
populace II a t�etí populace III. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

P�íklad 3:  Velký vnit�ní výb�rový rozptyl 
Jelikož F-pom�r je v tomto p�íklad� velmi malý, za normálních okolností bychom tento 
p�íklad uzav�eli tím, že nezamítáme nulovou hypotézu o rovnosti st�edních hodnot populací, 
�ímž by analýza skon�ila, nebo� všechny populace jsou homogenní, co do rovnosti st�edních 
hodnot. Pokud p�esto provedeme výpo�et hodnot tabulky (LSD)i,j, dostaneme: 
 

Rozsahy  8 7 12 10 
 výb�r�  I II III IV 

8 I 0 -1.188 1.616 0.389 
7 II 1.188 0 2.844 1.622 

12 III -1.616 -2.844 0 -1.292 
10 IV -0.389 -1.622 1.292 0 

 

 

� �� ��� �� 

Výb�rové pr�m�ry 

dv� homogenní populace: I a IV 
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V tomto hypotetickém p�ípad� vidíme významný rozdíl, který signalizuje malé P-value a tedy 
zamítnutí testu o rovnosti výb�rových pr�m�r�, mezi populacemi II a III. Jelikož však 
celkový F-pom�r byl p�íliš malý, tento rozdíl by byl za normálních okolností p�ehlédnut a my 
bychom uzav�eli test tím, že neexistují žádné významné rozdíly mezi danými �ty�mi 
populacemi. Za t�chto okolností m�žeme tento rozdíl považovat za falešn� významný. 
 
 
 
Poznámka: 
Existují i jiné testy, nežli LSD metoda, které umož�ují podobná vícenásobná porovnávání, �ili 
post hoc analýzu. Byly vyvinuty i flexibiln�jší metody, které jsou dostupné prost�ednictvím 
vysp�lého softwaru. Pat�í sem nap�íklad Duncan�v test, Tukey�v test pro významné rozdíly, 
Scheffé test a Bonferoni test. Detaily k nim zde nebudou probírány, ale všechny jsou založeny 
na podobné rozhodovací strategii, založené na stanovení kritického rozdílu požadovaného pro 
ur�ení toho, zda dva výb�rové pr�m�ry z n�kolika populací se liší. V mnoha p�ípadech jsou 
tyto testy mnohem efektivn�jší, než LSD metoda, pro ú�ely nalezení podskupin p�vodních 
populací, které jsou homogenní co do rovnosti výb�rových pr�m�r�.  
 
 
 

10.6. Kruskal-Wallis�v test 
P�edchozí postup ANOVA, využívající pro rozhodování  popsaný F-pom�r je velmi citlivý 

na p�edpoklad o normalit� rozd�lení p�vodních náhodných výb�r�. Pro p�ípady, kdy tomuto 
p�edpokladu nelze úpln� vyhov�t, existuje Kruskal Wallis�v po�adový test. Neuvádím zde 
detaily tohoto testu, jen základní myšlenkový postup. Tento test je založen na po�adí 
p�vodních datových hodnot a provádí analýzu rozptylu takto uspo�ádaných hodnot. Pro výše 
uvedený p�íklad 3 p�ináší následující tabulka po�adí všech zaznamenaných hodnot: 

 

Populace I II III IV 

 28 11 36 9.5 
Po�adí 12.5 2 37 23 
p�vodních 6.5 8 9.5 35 
hodnot 25.5 4.5 31 32 
 34 21 19 22 
 1 24 16.5 16.5 
 19 4.5 12.5 19 
 15  29 27 
   30 6.5 
   25.5 3 
   33  
   14  

Rozsah výb�ru 8 7 12 10 
Pr�m�rné po�adí 17.6875 10.7143 24.4167 19.35 
Sm�rodatná odch. 11.1674 8.5919 9.6668 10.6538 
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Testová statistika je modifikací d�íve uvedeného F-pom�ru pro takto uspo�ádané hodnoty. 
Pozorovaná hodnota této, tzv. K-W testové statistiky a p�íslušná hodnota p-value jsou 
v daném p�ípad� následující: 
 
  K-W testová statistika  =  7.24325  p-value  = 0.0645 
 
      P-value pro tuto K-W testovou statistiku  je o n�co v�tší, než dává F-pom�r, ale záv�ry 
jsou v obou p�ípadech stejné. Nulová hypotéza není zamítnuta. 
 
 
 

 Shrnutí pojm� 
 

Rozší�ením dvouvýb�rových test� pro st�ední hodnoty je analýza rozptylu neboli ANOVA, 
která umož�uje srovnávat n�kolik st�edních hodnot nezávislých náhodných výb�r�.  
Testovou statistikou je p�i analýze rozptylu F-pom�r , který byl odvozen na základ� analýzy 
variability vstupních datových soubor�. Statistika F-pom�r  je citlivá na platnost hypotézy H0, 
která je formulována jako rovnost st�edních hodnot zkoumaných náhodných výb�r�.  
Jednotlivé mezivýsledky, provád�né v pr�b�hu analýzy rozptylu, jsou pr�b�žn� a 
systematicky zaznamenávány v tabulce ANOVA. Druhým krokem p�i analýze rozptylu je 
post hoc analýza, která spo�ívá v porovnávání výb�rových pr�m�r� všech dvojic populací 
s cílem vybrat homogenní (srovnatelné) populace. Kritériem pro za�azení do homogenních 
skupin  m�že být nap�íklad LSD-statistika. 
Popsaný postup ANOVA, využívající pro rozhodování  F-pom�r, je citlivý na p�edpoklad o 
normalit� rozd�lení p�vodních náhodných výb�r�. Pro p�ípady, kdy tomuto p�edpokladu 
nelze úpln� vyhov�t, existuje Kruskal Wallis�v po�adový test. 
 
 
 
 
  

 
 

 

 

1. Popište konstrukci a stochastické chování statistiky  F-pom�r  

2. Co je to vnit�ní a mezit�ídní výb�rový rozptyl ? 

3. Jaký je obvyklý výstup z analýzy rozptylu ? 

4. Co je to post hoc analýza a LSD-statistika ? 

 

 
 
 
 
 
 

  Otázky  
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P�.  1:  

Byl proveden pr�zkum závislosti p�íjmu na vzd�lání lidí. V tabulce jsou uvedeny p�íjmy 
v tisících K� u náhodn� vybraných sedmi muž� na každé úrovni vzd�lání. (Z - základní, S - 
st�edoškolské, V - vysokoškolské). 

 
  Z S V 
 1 10.9 8.9 11.2 
 2 9.8 10.3 9.7 
 3 6.4 7.5 15.8 
 4 4.3 6.9 8.9 
 5 7.5 14.1 12.2 
 6 12.3 9.3 17.5 
 7 5.1 12.5 10.1 

 
  Prove�te jednoduché t�íd�ní a rozhodn�te, zda vzd�lání má vliv na p�íjem. 
 

 {p-value = 0.057}  
 

P�.  2:  

Z velkého souboru domácnosti bylo náhodn� vybráno 5 jedno�lenných domácnosti, 8 
dvou�lenných, 10 t�í�lenných, 10 �ty��lenných a 7 p�ti�lenných domácnosti, dohromady tedy 
40 domácnosti a byly sledovány jejich m�sí�ní výdaje za potraviny a nápoje p�ipadající na 
jednoho �lena domácnosti (v K�). Ov��te pomocí analýzy rozptylu, zda se m�sí�ní výdaje za 
potraviny (na osobu) liší podle po�tu �len� domácnosti. {Použijte vhodný programový balík} 

 
 Výdaje na jednoho �lena domácnosti (v K�) 
Po�et �l. 

domácnosti 
1 2 3 4 5 

 3.440 2.350 2.529 2.137 2.062 
 4.044 3.031 2.325 2.201 2.239 
 4.014 2.143 2.731 2.786 2.448 
 3.776 2.236 2.313 2.132 2.137 
 3.672 2.800 2.303 2.223 2.032 
  2.901 2.565 2.433 2.101 
  2.656 2.777 2.224 2.121 
  2.878 2.899 2.763  
   2.755 2.232  
   3.254 2.661  

 
 

P�.  3:  

P�i rozboru efektivnosti bytové výstavby byly u náhodn� vybraných dokon�ených 
mimopražských byt� t�ech typ� X,Y a Z zaznamenány náklady na 1m2 bytové plochy. 
Výsledky šet�ení: 

   Úlohy k �ešení  
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Typ X (K�) 6 825 7 100 7 555 6 890 7 175 7 300 6 905  
Typ Y (K�) 6 405 6 570 6 325 6 895 6 905 6 550 6 750 6 965 
Typ Z (K�) 7 050 7 355 6 810 6 910 6 700    

 
Pokuste se prokázat existenci rozdíl� v nákladech mezi jednotlivými typy byt�. 
 

 


