10. ANOVA - Analyza rozptylu

@ Cas ke studiu kapitoly: 60 minut

'@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e porozumét konstrukci F-pomeéru

e rozhodovat se pomoci testu zvaného analyza rozptylu
e zkonstruovat tabulku ANOVA

e provést post hoc analyzu

VYKLAD

B

10.1. Uvod

V pfedchézejicich kapitoldich jsme se vénovali mimo jiné také jednovybérovym a
dvouvybérovym testim stfedni hodnoty. Rozsifenim téchto testti je analyza rozptylu neboli
ANOVA, kterd ndm umoziuje srovnavat nckolik stfednich hodnot nezavislych ndhodnych
vybérid. Na tomto misté je pak tieba zminit pozadavky parametrického testu, ktery budeme
ddle uZzivat (tabulka ANOVA). Analyza rozptylu ve své parametrické podobé predpoklada
normalitu rozd€Ini a tzv. homoskedasticitu (identické rozptyly). Pokud tyto podminky nejsou
splnény, je tieba pouzit neparametricky Kruskal-Wallisiiv test, ktery je obdobou
jednofaktorového tiidéni v analyze rozptylu (v zavéru této lekce bude uveden jen v ndznaku).
Na rozdil od parametrického testu vSak nepfedpokladd normalitu rozdéleni, jeho nevyhodou
je pak mensi citlivost.

Analyza rozptylu tak pfedstavuje rozSifeni moznosti procedury zvané testovani hypotéz.

10.2. Konstrukce F-statistiky

Necht’ mame k-ndhodnych vybért (tj. vybéry z k populaci), které jsou na sob¢€ nezavislé.
Necht’ tyto ndhodné vybéry pochdzi z normalnich rozdéleni se stejnym rozptylem:
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(X1 Xy oo X, ) = N(14y,07)
(Xy0 Xpo oos X5, ) = N(i,,0°)

(Xip Xy s X ) = N( U,,0%) , necht n,=pocet pozorovani v i-tém ndhodném vybéru

Zk:nl.zN

i=1

Formulace problému:
Je tieba testovat hypotézu Ho: py = to = ... = e =
vici alternativeé :  Ha: neplati Hy

Chceme rozhodnout o Hyna zdkladé¢ jednoho testu. Proto se pokusime nalézt takovou
testovou statistiku, kterd nejen umozni implementaci Hy  ale je i citlivd na platnost Hy.

Definujme totalni soucet ¢tverci (nebo totalni variabilitu) jako

k n; - -
SSroraL = Z Z (X, - X )>,kde X je vybérovy primér ze viech pozorovanych hodnot.
i=1 j=1
Tento totalni soucet ¢tvercii miizeme snadno rozloZzit na 2 slozky:
ko _
SSrome =2, 2 (X; = X)* = SS;01, =SSy + S8,
i=1 j=I

kde
k —
SSy ... vnitini variabilita SSy =D D (X, =X =) (n,-1)S;

pfiemz S, je vybérova smérodatna odchylka i-t¢ho ndhodného vybéru: ¢ _

n;

X,
. i o PR
adile y _ = . je vybérovy pramér v i-tém ndhodném vybéru.
i s

n.

1

k - —
SSp ... mezitiidni variabilita SS, = Zni (Xi—-X)

i=1

Zavedeme nasledujici vybérové rozptyly:

vnitini vybérovy rozptyl S, = Afka
AN At A , 5 SSB
mezitFidni vybérovy rozptyl S:= P

Vlastnosti techto vyberovych rozptylii:
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i (n,-1)ES}H =0

i=1

ES;} —715(2 n,—1)8

1. Nk

nebot’ E(S7)=0"
Tedy vnitini vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem rozptylu nezdvisle na Hy.

2. Podobné& bychom mohli dokazat, e ES; = o~ + k_ Z n(E X-EX: ), z &ehoZ

i=1
bezprostfedné vyplyva nasledujici ekvivalence:

ES; = 0° < kdyZ plati Hy

2

Polozime F ——2

w
Definice:
Tuto statistiku F nazveme F-pomér .

Pro¢ je vyhodné pouzit F-pomér jako testovou statistiku?

Z vyse uvedeného je ziejmé, Ze pokud plati Hy, F-pomer je n¢jaké nahodné cislo blizké
jednicce ... F =1. Déle, pokud neplati Hy, je toto ¢islo vyrazn€ vétsi nez 1, jak ukazuje
vlastnost 2 — vypocet stfedni hodnoty mezittidniho vyb&rového rozptylu. Statistika F-pomeér
je tedy citliva na platnost hypotézy Hy. Abychom ji mohli v dal$im prabé&hu testu pouzit jako
testovou statistiku (a tim i nulové rozdé€leni), musime determinovat jeji statistické chovani,
tedy urcit jeji rozdéleni pravdépodobnosti.

2 k _ 2
Vime, Ze S—”Zl‘(N—k):Z w%}(z(N—k),
o Py o
(1)52 o
protoze ~——~—% — y*(n, —1) , a déle je zndmo, 7e soucet ndhodnych veli¢in y°(n, —1) je
o’

opét ndhodnou veli¢inou stejného typu, s poctem stupiiii volnosti danym souctem stupiiti
volnosti s¢itancovych veli¢in.
Podobnou tivahou Ize prokazat, Ze pokud plat1 Hy, potom:

2
(S; (k—1)= 0_2211 (Xi—X) —Z(X X) -y (k1)

I

Pokud tedy plati Hy, potom vime (ze znalosti o Fisherové-Snedecorové rozdéleni), Ze
nésledujici podil:

S2
CB L (k—1)
— S;
Szk L S_g Fk 1LN—k
v;(N_k) w
o
N -k

musi mit nutné F rozdéleni o (k-1) a (N-k) stupnich volnosti.
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Pokud zname statistické chovani F-poméru, 1ze to vyuZit pro ucely posouzeni a rozhodnuti
vySe uvedeného problému v podobé Hy. Nasledujici obrazek ilustruje pouZiti F-poméru pro
ucely rozhodovani o platnosti hypotézy Hy.

Oblast platnosti Hy

F -+
PValue
0 .................
0 1 ) - ,
pozorovana hodnota statistiky F-pomeér
10.3. Tabulka ANOVA

Jednotlivé mezivysledky, provadéné v pribéhu analyzy rozptylu, jsou pribézné¢ a
systematicky zaznamendvany v tabulce ANOVA:

Zdroj Odpovidajici  Testova stat.  P-value
proménlivosti Variabilita Stupné volnosti druh rozptylu F-pomér
ko _
totdlni SSroms =2, 2 (X, = X)? N-1
i=l j=1
k _ SS 2 viz.
mezitFidni SS; = ZHI. (Xi=-X) k—1 S; =—2£ F = S—g definice
i=1 k - 1 SW
ko ni — SS
ey s _ N2 2 — w
vnitini SSW—ZZ(XU—XZ) N-k Sw N—k

i=1 j=1

Tabulka analyzy rozptylu - ANOVA

Velké hodnoty F-poméru budou mit za ndsledek malé hodnoty pyawe, COZ znamend zamitnuti
Ho. F-poméru bude velky, pokud vnitini variabilita tvoii zanedbatelnou ¢4st totdlni variability
a ekvivalentné, pokud mezitfidni variabilita tvoii vyznamnou Cast totalni variability.

10.4. Resené piiklady

Pro ilustraci statistického chovani F-poméru uvazujme tii datové soubory. Ve vSech jsou
stejné vybérové prumery v rdmci i-té populace, avSak rozptyly se lisi. Pokud vnitini vybérovy
rozptyl je maly, F-pomér je velky, pokud je naopak velky, F-pomér je maly. Soubory ilustruji
tfi ptipady: maly vnitini vybérovy rozptyl, normalni a velky.
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Priklad 1: Maly vnitini vybérovy rozptyl

Populace 1 11 111 v
42 17.5 68.5 38
34.5 12 72 44
325 16 53 52
Data 40 15 64 50
46.5 20.5 57 43.5
28 23 56 41
37 15 54.5 42
355 62.5 46
63.5 37.5
60 36
66
55
Rozsah vybéru 8 7 12 10
Vybérové primeéry 37 17 61 43
Vybérové smérodatné 5.78 3.71 6.06 5.27
odchylky
Tabulka ANOVA
Pocet stupnit  Variabilita ~ Odpovidajici F-pomer
volnosti vyb. rozptyl
totaln{ 36 9872.7027
mezitiidn{ 3 8902.7027 2967.57 100.96
vnitini 33 970 29.39

P-value = 0.0000

80

70 -

60

P> 6<o0 0 o

50

40 4

* 40200 o
R 22 20 K 24

30 +
20 1

LXK 2R X 4

10 -

[a—
]
o

I1I IV
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Priklad 2: Normalni vnitini vybérovy rozptyl

Populace I 11 111 v
47 18 76 33
32 7 83 45
28 15 45 61
Data 43 13 67 57
56 24 53 44
19 29 51 39
37 13 48 41
34 64 49
66 32
59 29
71
49
Rozsah vybéru 8 7 12 10
Vybérové praméry 37 17 61 43
Vybérové  smérodatné 11.56 7.42 12.12 10.53
odchylky
Tabulka ANOVA
Pocet stupnit  Variabilita ~ Odpovidajici F-pomeér
volnosti vyb. rozptyl
totaln{ 36 12782.7027
mezitiidn{ 3 8902.7027 2967.57 25.24
vnitini 33 3880 117.58
P-value = 0.0000
90 +
80 + *
*
70 + *
:
60 + . . :
50+ 3 .
*
. * @
40 + . 4
A A
30 + : . .
20 + S :
10 + .
ol
I 11 III IV
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Priklad 3: Velky vnitini vybérovy rozptyl

Populace I 11 111 v
67 20 106 13
22 -13 127 49
10 11 13 97
Data 55 5 79 85
94 38 37 46
-17 53 31 31
37 5 22 37
28 70 61
76 10
55 1
91
25
Rozsah vybéru 8 7 12 10
Vybérové praméry 37 17 61 43
Vybérové  smérodatné 34.69 22.25 36.36 31.59
odchylky
Tabulka ANOVA

Pocet stupnit  Variabilita ~ Odpovidajici F-pomeér

volnosti vyb. rozptyl
totalni 36 43822.7027
mezitfidn{ 3 8902.7027 2967.57 2.804
vnitin{ 33 34920 1058.18
P-value = 0.0549
140 +
120 4 *
*
100 + . . R
*
80 + 3
*
60 + . . . :
40 + * A4 * :
- 4 ¢
20 + . . v
* * L 4 3
0+ ¢ .
201 . *
I 11 111 IV
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10.5. Post Hoc analyza

Predchozi analyza poukazala na to, Ze velky F-pomér indikuje existenci vyznamnych zmén
mezi popula¢nimi vybérovymi primeéry. NaSe analyza by ale byla nekompletni, pokud
bychom neidentifikovali, které z populaci signalizuji vyznamnou odchylku vybérového
primeéru. Tento dal$i proces se nazyva post hoc analyza a spoc¢ivd v porovnavani vybérovych
primeért vSech dvojic populaci.

Pro tato vicendsobnd porovniavini existuje nékolik metod. V rdmci tohoto vykladu se
omezime jen na tu nejjednodussi z nich, tzv. LSD-metodu (znamend zkratku vyrazu Lest
Significant Difference). Tato metoda spociva v aplikaci dvouvybérového t-testu pro kazdy par
vybérovych pruméri. Misto standardniho dvouvybérového Studentova t-testu vSak pouZijeme
ponckud upraveny t-test, zaloZeny na LSD statistice:

Pro i-ty a j-ty vybér definujeme nasledujici testovou statistiku (LSD); ;:

(LSD), , =———L— —1

kde S, =+/S2 :1/%.

Snadno lze zdlvodnit, Ze tato statistika ma Studentovo rozdéleni s N-k stupni volnosti.

LSD metoda je ilustrovana pro tfi pfedchozi pfiklady:

Priklad 1: Maly vnitini vybérovy rozptyl

Provedeme vypocet statistiky (LSD);; pro vSechny uvazované dvojice danych Ctyi populaci a
hodnoty zaznamendme do nasledujici tabulky:

Rozsahy 8 7 12 10

vybéru I 11 111 IV
8 I 0 -7.128 9.698 2.333
7 I 7.128 0 17.064 9.731
12 111 -9.698 -17.064 0 -7.754
10 v -2.333 -9.731 7.7541 0

V tomto piipad¢ existuje velmi silnd empirickd vypovéd o rozdilech mezi v§emi populacemi,
pouze pii porovnani populaci I a IV vypovéd neni tak silnd.
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Priklad 2: Normalni vnitini vybérovy rozptyl

Rozsahy 8 7 12 10
vybért | 11 I 1\
8 I 0 -3.564 4.849 1.167
7 II 3.564 0 8.532 4.8656
12 I -4.849 -8.532 0 -3.877
10 v -1.167 -4.866 3.877 0

V tomto piipad¢, ackoliv vybérové
priméry jsou stejné, neexistuje
empirickd vypovéd o rozdilu mezi
vybérovymi pruméry populaci I a IV.
Takze mlzeme v podstaté existujici 4
populace rozdélit na 3 skupiny: prvni
sdruzuje populace I a IV, druhou tvofii
populace II a tfeti populace III.

2
x dvé homogenni populace: I aIV

: 1 1 !
I II 111 IV

Vybérové priméry

Priklad 3: Velky vnitini vybérovy rozptyl

Jelikoz F-pomér je v tomto piikladé velmi maly, za normdlnich okolnosti bychom tento
piiklad uzavieli tim, Ze nezamitime nulovou hypotézu o rovnosti stfednich hodnot populaci,
¢imz by analyza skoncila, nebot’ vSechny populace jsou homogenni, co do rovnosti stiednich
hodnot. Pokud pfesto provedeme vypocet hodnot tabulky (LSD);;, dostaneme:

Rozsahy 8 7 12 10

vybéra I 11 111 IV
8 I 0 -1.188 1.616 0.389
7 I 1.188 0 2.844 1.622
12 111 -1.616 -2.844 0 -1.292
10 v -0.389 -1.622 1.292 0
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V tomto hypotetickém piipadé vidime vyznamny rozdil, ktery signalizuje malé P-value a tedy
zamitnuti testu o rovnosti vybérovych primért, mezi populacemi II a III. Jelikoz vSak
celkovy F-pomeér byl pftili§ maly, tento rozdil by byl za normdlnich okolnosti ptehlédnut a my
bychom uzavfeli test tim, Ze neexistuji Zaddné vyznamné rozdily mezi danymi ctyfmi
populacemi. Za téchto okolnosti miizeme tento rozdil povaZovat za faleSn¢ vyznamny.

Poznamka:

Existuji i jiné testy, nezli LSD metoda, které umoZznuji podobné vicendsobnd porovnavani, ¢ili
post hoc analyzu. Byly vyvinuty i flexibilnéjs$i metody, které jsou dostupné prostfednictvim
vyspé€lého softwaru. Patii sem napiiklad Duncaniv test, Tukeyuv test pro vyznamné rozdily,
Scheffé test a Bonferoni test. Detaily k nim zde nebudou probirdny, ale viechny jsou zaloZeny
na podobné rozhodovaci strategii, zaloZzené na stanoveni kritického rozdilu poZadovaného pro
urceni toho, zda dva vybérové prumeéry z n€kolika populaci se 1isi. V mnoha piipadech jsou
tyto testy mnohem efektivnéjsi, neZ LSD metoda, pro tcely nalezeni podskupin ptivodnich
populaci, které jsou homogenni co do rovnosti vybérovych priméra.

10.6. Kruskal-Wallisuv test

Ptedchozi postup ANOVA, vyuZivajici pro rozhodovani popsany F-pomér je velmi citlivy
na predpoklad o normalité rozdéleni pivodnich ndhodnych vybérh. Pro piipady, kdy tomuto
predpokladu nelze upln€¢ vyhovét, existuje Kruskal Wallisiiv pofadovy test. Neuvadim zde
detaily tohoto testu, jen zdkladni mySlenkovy postup. Tento test je zaloZen na potadi
puvodnich datovych hodnot a provadi analyzu rozptylu takto uspofadanych hodnot. Pro vyse

vvvvv

Populace I 1T 11 v
28 11 36 9.5
Potadi 12.5 2 37 23
puvodnich 6.5 8 9.5 35
hodnot 25.5 4.5 31 32
34 21 19 22
1 24 16.5 16.5
19 4.5 12.5 19
15 29 27
30 6.5
25.5 3
33
14
Rozsah vybéru 8 7 12 10
Priimérné poradi 17.6875 10.7143 24.4167 19.35
Smérodatnd odch. 11.1674 8.5919 9.6668 10.6538

-319-



Testova statistika je modifikaci dfive uvedeného F-poméru pro takto uspotfadané hodnoty.
Pozorovand hodnota této, tzv. K-W testové statistiky a piislusSnd hodnota p-value jsou
v daném piipad¢ nasledujici:

K-W testova statistika = 7.24325 p-value = 0.0645

P-value pro tuto K-W testovou statistiku je o néco vetsi, nez davd F-pomeér, ale zavéry
jsou v obou piipadech stejné. Nulova hypotéza neni zamitnuta.

>

Rozsitenim dvouvybérovych testil pro stfedni hodnoty je analyza rozptylu neboli ANOVA,
ktera umoziuje srovnavat nékolik stfednich hodnot nezavislych ndhodnych vybéri.

Testovou statistikou je pfi analyze rozptylu F-pomér , ktery byl odvozen na zdklad¢ analyzy
variability vstupnich datovych soubort. Statistika F-pomeér je citliva na platnost hypotézy Hy,
kter4 je formulovana jako rovnost sttednich hodnot zkoumanych ndhodnych vybéri.
Jednotlivé mezivysledky, provadéné v pribéhu analyzy rozptylu, jsou prubézné a
systematicky zaznamendvany v tabulce ANOVA. Druhym krokem pfi analyze rozptylu je
post hoc analyza, kterd spocivd v porovndvani vybérovych pramérit vSech dvojic populaci
s cilem vybrat homogenni (srovnatelné) populace. Kritériem pro zatfazeni do homogennich
skupin miZe byt naptiklad LSD-statistika.

Popsany postup ANOVA, vyuZivajici pro rozhodovani F-pomeér, je citlivy na predpoklad o
normalité rozdeleni plivodnich ndhodnych vybérG. Pro piipady, kdy tomuto ptfedpokladu
nelze tplné vyhovét, existuje Kruskal Wallisuv potadovy test.

Shrnuti pojmi

* | Otazky

Popiste konstrukei a stochastické chovani statistiky F-pomér
Co je to vnitini a mezitiidni vybérovy rozptyl ?

Jaky je obvykly vystup z analyzy rozptylu ?

el e

Co je to post hoc analyza a LSD-statistika ?
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Ulohy k FeSeni

Pi. 1:

Byl proveden prizkum zavislosti pfijmu na vzdélani lidi. V tabulce jsou uvedeny piijmy
v tisicich K¢ u ndhodné vybranych sedmi muzii na kazdé trovni vzdélani. (Z - zékladni, S -
sttedoskolské, V - vysokoskolské).

Z S \Y
1109 89 |11.2
2198|103 |97
3164 75 |158
4143] 69 | 89
5175 | 141|122
6 1123 93 |17.5
7 5.1 (125 ]10.1

Proved'te jednoduché tiidéni a rozhodnéte, zda vzdélani ma vliv na pifjem.

{p-value = 0.057}

Pr. 2:

Z velkého souboru domdcnosti bylo ndhodn€ vybrdno 5 jednoclennych domécnosti, 8
dvouclennych, 10 tficlennych, 10 ctyf€lennych a 7 péticlennych domécnosti, dohromady tedy
40 domécnosti a byly sledovédny jejich mési¢éni vydaje za potraviny a ndpoje pfipadajici na
jednoho €lena domécnosti (v K¢). Ovéfte pomoci analyzy rozptylu, zda se mési¢ni vydaje za
potraviny (na osobu) lisi podle poctu ¢lenti domécnosti. { Pouzijte vhodny programovy balik }

Vydaje na jednoho ¢lena domacnosti (v K¢)
Pocet ¢l 1 2 3 4 5
domacnosti

3.440 2.350 2.529 2.137 2.062
4.044 3.031 2.325 2.201 2.239
4.014 2.143 2.731 2.786 2.448
3.776 2.236 2.313 2.132 2.137
3.672 2.800 2.303 2.223 2.032
2.901 2.565 2.433 2.101
2.656 2.777 2.224 2.121

2.878 2.899 2.763

2.755 2.232

3.254 2.661

Pr. 3:

Pti rozboru efektivnosti bytové vystavby byly u ndhodné vybranych dokoncenych
mimoprazskych byt tiech typt X,Y a Z zaznamendny ndklady na 1m? bytové plochy.
Vysledky Setfeni:
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Typ X (K&) 6 825 7100 7555 6 890 7175 7300 6 905
Typ Y (K¢&) 6 405 6570 6325 6 895 6 905 6 550 6750 6 965
Typ Z (K¢) 7050 7355 6810 6910 6 700

Pokuste se prokazat existenci rozdili v ndkladech mezi jednotlivymi typy byta.
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