12. METODY PRO KONSTRUKCI BODOVYCH ODHAD ch,
NEZNAMYCH PARAMETR U ZNAMYCH ROZD ELEN]|
PRAVDEPODOBNOSTI

Pro odhad hodnot paramepravd&podobnostnich rozteni se nejasgji pouzivametoda maximalni
vérohodnosti (maximum likelihood), nebmetoda moment.

12.1. Metoda momenti

@ Cas ke studiu: 25 minut

"'E Cil Po prostudovani tohoto odstavce budetétum

» odhadovat parametry rodeéni pravdpodobnosti metodou moment

Vyklad

eV ¢em spdiva princip metody momenti

Metoda momerit je principielrd jednoducha metoda pro konstrukci bodovych odhad
neznamych paramétrznamych rozéleni, kter4 sp&iva vtom, Ze porovnavame Wiové
momenty ziskanych dat s odpovidajicimi teoretickymomenty pedpokladaného rozteni
s hustotou(t).
Mame-li k dispozici zaznamenana data (nahodngmy, . . . , t.)"; pakk-ty vybérovy obecny
1 n

moment je dan vztahemM, =— ) tf

J k niZ:l: 1
(12.1)

Podobs k -ty vyb&rovy centralni moment je dan
M, ==t -1)" (12.2)
n

kde Eje vybérovy pramer.

Odpovidajici teoretické momenty jsou dany rovnicemi



7 :jtkf(t)dt

resp.

" :j(t ) f(t)dt (12.3)
0
Jestlize roz8eni s hustotod(t) mar neznamych paraméte jestlize soustava rovnic
M' =, k=1,...r
resp.
M, =4, k=1,...r
ma jedin&eSeni, pak dava metoda moniejednozné&ne urcené odhady parameti.

T Redeny (riklad 1

Uvazujme exponencialni roddni f(t):/Le‘”t s nezndmym parametresh. Mame najit odhad

nezndmého parametrﬁ metodou momeiatje-li ddn nahodny vy (ty, . . . ,to) .
n
: ) >t
I — -t —— = i=1
M —J;t/l.e dt= /] a M, P

Rovnice 4 = M, pYechazi na rovnici

>

1 i=1 iy n
— = boli J =
1 n nepoli

(12.4)
t

n
i=1

coz je odhad neznamého paramefruziskany metodou momsnt

Uvazujme nyni Weibullovo roddni f (t)

Redeny Fiklad 2

_a

B

porovnanim centralnich momémdostavame soustavu dvou rovnic pro neznamg:

1 1+aj 19
ZF(_ = >t
pr( = nZ .

t"’_l.e7 se d¢ma nezndmymi parametry, 5. Pak

(12.5)

kde " (x) je gama funkce.

Soustava (12.5) je ovSe®sitelna pouze numericky volbou vhodného éteitzo procesu.
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Shrnuti pojmu

Metoda momenti je principielré jednoduch& metoda pro konstrukci odihagznamych paramétr

znamych rozdeni, ktera sp&iva vtom, Ze porovnavame Wiové momenty ziskanych dat
s odpovidajicimi teoretickymi momentygapoklddaného rozténi s hustotou(t). Metoda vede na
reSeni soustavy takovéhodbo rovnic, kolik je neznamych paramietr

L

=

e

Y
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Ulohy k reSeni 12.1.

Neclt turbina elektrarny podléha nahodnym #uok které spluji predpoklady Poissonovych
pokusi. Necly pti kazdém patém Soku dojde k zavazné poruse turBihem dlouhodobého
sledovani byly zaznamenany nasledujici doby dogboturbiny (v hodinach): (1020, 1100,
960, 1500, 1450, 1320, 1255, 1165, 1385, 1410eterpravdpodobnostni rozdeni pro
dobu do poruchy turbiny. Gete dale

odhad nezndmého parametru Zjigho rozdleni metodou momeit
hazardni funkci turbiny

ve které fazi svého Zivotniho cyklu se turbina @ach

12.2. Metoda maximalni vérohodnosti

@ Cas ke studiu: 25 minut

"‘E Cil Po prostudovani tohoto odstavce budetétum

» odhadovat parametry rodeni prav@podobnosti metodou maximalni
vérohodnosti

Vyklad

* Nacem je zalozena metoda maximalnidrohodnosti
Odhady ziskané touto metodou se v3eobegmnaiuji dobrymi statistickymi vliastnostmi.

Necht ty, tp, . . . ,t, je ndahodny vyér z rozdéleni s hustotouf (t;O), kde © je neznamy parametr.
Nasim problémem bude nalézt funkci (zvanou funkeehodnosti) danou



L(t,...t,;©) = f(t;0).f (t,;©)...F (t ;©) (12.6)

a z ni pak ziska® tak, abyé = (tl,...,tn) bylo co nejlepSim odhadem pfd. Prava strana rovnice

(12.6) je sdruzena hustota pragddobnostin-nezavislych prognnych €, . . . , t, ) se stejnym
rozcklenim.

Ve skut€nosti L(tl,...,t O) muze byt uvazovana jako apriorni prépddobnost pro ziskani hodnot
t, ..., th.

Jelikoz L je jednoduSe funkci nezndmého parame®uy ktery je odhadovan, metoda maximalni
vérohodnosti je zaloZzena na ziskani takové hodr®ty kterd maximalizujeL. F¥i praktickych
vypatech byva vSak vyhodisi maximalizovat spiSe funkci Iln namistoL, jelikoZ ol# tyto operace
jsou ekvivalentni a davaji stejné vysledky. Podminloptimality je tedy rovnice

anL(t,...t,;0)
Jo

n?

=0 (12.7)
a hodnota z této podminky ziskana je funkci nahioolnghiru, 6= é(tl, ...,tn) .
Redeny (riklad 1

Méjme exponencidlni rozteni s hustotou f (t) = A.e
vyrazem

“* . Funkce vrohodnosti pak bude dana

L(t,,...t,:4) = (1 e7) (1 .€%) (2 &%) =2 exE—AZn: ;J (12.8)

a logaritmovanim ziskame
n
L.ty A)=nInA =43¢, (12.9)
i=1
Rovnice (12.7) pak davéa vztah pro maxirddérohodny odhad parametnf:
. n
AnL(t,...t;A) ﬂ_zti 0

A 1 =

A= (12.10)

a te
Uvazujme dvouparametrické Weibullovo edis hustotouf (t) = —t7™* exp{——j

B B

Redeny fFiklad 2

Funkce ¥rohodnosti L je dana



ok od-5) 3 ok 53] e 3]

(2.11)
A logaritmovanim ziskame

n 1 n
InL=nlna - nInﬂ+(a—1)ZIn t, ——Z t” (12.12)
j=1 :3 j=1
Optimalizaci vSak provadime s ohledem na oba negnparametry a,f3, takZe rovnice (12.7)
prechazi v tomtosfipad na dv nasledujici rovnice:

dinL n < 1<
=— 4+ > Int. -—— > t%Int. =0
da a i ﬂlzz;l i

=1

dinL 1
B T (12.13)

B= (12.14)

zatimco z prvni rovnice dostaneme

n
D t7Int,
_ =

RPN
—+ ) Int.
a ; .

Porovnanim pravych stran poslednich dvou rovnik&ige jednu rovnici pro jednu neznadmau
ReSeni je nutno provést émumericky volbou vhodného itérdho procesu.

2

Metoda maximalni wrohodnosti je principielr® jednoducha metoda pro konstrukci odinad

neznamych paramétr znamych rozéleni prav@podobnosti, kter4 je zaloZzena na podmince
maximalizacevérohodnostni funkce, coz je sdruZzen& hustota prajgbdobnosti daného nahodného
vybéru, brana oviem jako funkce neznamych parametr

B (12.15)

Shrnuti pojmu

= | Ulohy k reSeni 12.2.



1. Doba do poruchy dieselgeneratoru i$éi exponencidlnim roztenim pravdpodobnosti.
Béhem dlouhodobého sledovani byly zaznamenany ngilegoruchové doby v hodinach:
(150, 190, 165, 177, 203, 178, 162, 181, 194, 1€BJhadite parametr A metodou
maximalni ¥rohodnosti. Charakterizujte hazardni funkci diese&yatoru, odhadte funkci
bezporuchovosti ¥ase t=100 hodin. Wete 90% -tni Zivot dieselgeneréatoru.

Reseni Gloh 12.1.

1. Neclt turbina elektrarny podléha nahodnym #uok které spluji predpoklady Poissonovych
pokusi. Necly pti kazdém patém Soku dojde k zavazné poruse turBihem dlouhodobého
sledovani byly zaznamenany nasledujici doby dogboturbiny (v hodinach): (1020, 1100,
960, 1500, 1450, 1320, 1255, 1165, 1385, 1410eterpravdpodobnostni roztdeni pro
dobu do poruchy turbiny. Gete dale

« odhad neznamého parametru Zjigtho rozdleni metodou momedt
e hazardni funkci turbiny

e ve které fazi svého Zivotniho cyklu se turbina @dach

ReSeni:
/15
Doba do poruchy sédi Gamma roz&lenim s hustotou f(tF I_—.t

©)

‘e sneznamym

parametrem., ktery odhadneme metodou moment
Rovnice g = M; pechazi na rovnici

i
t;
ZL— neboli A = 20

5
A 10 zti
i=1

coz je odhad neznamého parametruziskany metodou momeint

1J0,004




Hazardni funkce je:
h(t) = 0, 004

4

240

—1)%0004)

Turbina se nachazi véeti fazi svého Zivotniho cyklu, tj. v obdobi porugltisledku starnuti a
opotebeni.

= | Reseni tloh 12.2.

1. Doba do poruchy dieselgeneratoru i$éi exponencidlnim roztenim pravdpodobnosti.
Béhem dlouhodobého sledovani byly zaznamenany ngilegoruchové doby v hodinach:
(150, 190, 165, 177, 203, 178, 162, 181, 194, 1€BJhadite parametr A metodou
maximalni ¥rohodnosti. Charakterizujte hazardni funkci diese&yatoru, odhadte funkci
bezporuchovosti ¥ase t=100 hodin. Wete 90% -tni Zivot dieselgeneréatoru.

ReSen

Vérohodnostni funkcd;(tl,...,tn ;/1) =(Ae™)(r.e™).. (2 e")=2 exé— Azn: ;J

~ . n
davé odhad parametiunasledov: A =——, coZ po dosazeni zadanych hodnot
2.t
i=1

jed =22 10005656
176¢

Hazardni funkce je konstantni h(t) = 0,005656, elgenerator je tedy v obdobi stabilniho Zivota.
Funkce bezporuchovostidase 100 hodin je:
Rt)=1-F(t)=¢e"'=e**° 0,568



