11. Regresni analyza

@ Cas ke studiu kapitoly: 60 minut

‘7'@ Cil Po prostudovéani tohoto odstavce budetétum

» vyswtlit pojem obecny linearni model

 princip linearniho regresniho modelu

e pouzivat vysledky regresni analyzy

 verifikovat regresni model pcoci indexu determina

VYKLAD

T

11.1. Uvod

Regrese
Pog pojmem regrese rozumime systematick€ngmedréch velgin pti zménach jinych
velicin a popis &hto zmén matematickymi funkcemi. SnaZzime se tedy napozmév
hodnoty vyrovnat vhodnou matematickou funkci. Gelgtavba regresniho modelu bude mit
nekolik fazi. Jedna sefpdevsim o
» piedEZnou analyzu dat (vyget zakladnich charakteristik, grafickyupgh, studium
vécnych vztalh mezi veltinami apod.)
* vybér vhodné funkce, zahrnuijici
* odhad modelu - volba vhodného postupiuopghadu parametrregresni funkce
» verifikace modelu

ZAavislost jewt a veliin

» funkéni zavislost veliiny Y na veltiné X ve tvaruy=f(x), kde hodnotam pro&nnéX jsou
jednoznéné prirazeny hodnoty

» pravdEpodobnostni pojeti - z teorie praygbdobnosti vyplyva, Ze dva jevy povaZzujeme za
zavislé, jestlize nastoupeni kteréhokoliv z nicHivaiwuje pravépodobnost nastoupeni
druhého jevu

o statisticka zavislost - systematicky pohyb hodredng veliiny pii rastu ¢i poklesu
hodnot druhé veliny. Jde pitom o stochasticky vztah mezntito velicinami.



Terminologie

Vysvétlovana (zavisle) prongénna - prontnna v regresnim modelu, jejiz chovani se
snazime vysitlit, popsat matematickouiikkou. Tato prominna vystupuje v modelu jako
vysledek @isobeni tzv. vysstlujicich prongnnych. Jedna se tedy o prémmou na leveé stran
regresni funkce agtSinou ji ozn&ujeme symboleny.

Vysvétlujici (nezavisle) proménné - prongnné v regresnim modelu, jejichz chovani
vyswtluje chovani zavisle prognné Y. Tyto prontnné vystupuji v modelu jakofiginné
promegnné, to znamend, Ze vusledku jejich zminy se ngni vyswtlovana prominna. Jedna se
tedy o promdnné na pravé stranregresni funkce aé&sinou je ozn&ujeme symbolenk,

Z apod.

Poznamka Pojem leva a prava strana regresni rovnice jeogamge relativni, jde spiSe o
zazitou konvenci, ktera se vSakstedre dodrzuje. Totéz se tyka i pouzivanéhocam.

11.2. Obecny linearni model

Cel& regresni analyza je zaloZzena na ofgtn pojmu, zvaném linearni model. Obecnym
linearnim modelem rozumime model ve tvaru (maticoéis)

= Xﬁ +e
kde
Y je nahodny vektan hodnot vys¥tlované proninné

X je matice zadanych hodnot vylujicich prongnnych o rozmirechnx(k)
B je vektorp neznamych paramét(p=k)

e je vektorn hodnot ndhodnych chyb

Piredpoklady obecného linearniho modelu

1. E(e) =0 pro kazdé=1,2,...,n
Stredni hodnota ndhodné sloZzky je nulova. Tato podanimamena, Ze nahodna
slozka neﬁsobl systematlckym Agobem na hodnoty vy&tlované prorannéy.

2. D(e) = ¢° pro kazdé=1,2,.
Rozptyl ndhodné sloZky Je konstantni (htimee o tzv. homoskedastlcé) Tato
podminka vyjatuje, Ze variabilita nahodné slozky nezavisi na lotdlrh
vyswtlujicich prongnnych a tudiz i podméma variabilita vysetlované prominné
nezavisi na hodnotach vydljicich proménnych a je rovna neznamé kladné

konstank o?.

3. Cov (&, 6)=0 pro kazdé #j, kdei, j =1,2,...,n
Kovariance nahodné slozky je nulova. Tedy hodno@ghodné slozky jsou
nekorelované a z toho vyplyva i nekorelovanoggzngch dvojic pozorovani
vyswtlované prorinnéy.

4. X je nestochasticka (nenahodna) matice. Znamete@lyop Ze vys#tlujici promenné
jsou nenahodné.

5. Parametrys;, j=1,2,...,k mohou nabyvat libovolnych hodnot. Na vekfdedy nejsou
kladeny Zzadné omezujici podminky.

Pokud budou platit jeSdalSi gedpoklady 6 a 7, pak tento linearni model se nazyva
regresni
6. MaticeX ma plnou hodnost, tedy(X)=k a dalen>k (nje paiet pozorovani).
Tato podminka vyZaduje, aby mezi v§Bujicimi promEnnymi nebyla funkni
linearni zavislost, tedy v matic{ nesmi existovat lineanzavislé sloupce. Ret



vyswtlujicich proménnych nesmi byt pochopitéinvétSi nez poéet pozorovani a
v praxi by byt ndl pocet pozorovani vyrazn vétSi nez poet vyswtlujicich
promennych.

7. & maji normalni rozéleni prav@podobnosti pro kazdé&l,2,...,n
Z této podminky vyplyva normalita i pro vy&lovanou pronminnou Y. Nahodny

vektor Y ma potomn-rozmérné normalni rozéleni s vektorem gtdnich hodnoK 5
a kovariagni matici o?l ,.

11.3. Zakladni regresni modely

Obecna regresni pimka, nebolinearni regrese s jednou vysstlujici prom énnou

(nejpouzivanjsi): Yi=f+ L. %+ e
1 x F;
pro specialni matick =| . | ; B :( 0]
1 x, A
Kvadraticka regrese Y; = o+ Bi. X+ Bo. X°+ &
1 x )(12 B
pro specialni matick =| | . , B=| B
Lo B,

Regrese se ddma nezavislymi prongnnymi: Yi= S+ Bi. %+ (. Z2+ €

1 %2z Bo
pro specidlni matick =| . | ; B=|f,
1 %z, B

Nelinearni modet Y; = f (x ,z, 8) .. teSi se #Sinou tak, Zze setfpvadi na model
linearni. Nap.
Y, = 8,55, , ktery Ize pepsat do linearniho tvaru (linearniho v paramejrech

InY, =In(5,)+xIn(B, )+zIn(5,)



11.4. Linearni regrese s jednou vys#lujici prom énnou

M¢gjme n >2 pozorovani, tedy dvojic (Y, ,x ); i=1,..,n
Y=H+pB. %+ e

Urceni modelu: pomoahetody nejmensSichétverci, tj.
z podminky, aby vyraz

¢ = Zn:(\{i -B, - B [X)* = Zn:(q )? byl minimalni.

Nalezeni koeficierit
ming = f,, 5(odhady paramets ozna:. b, b))
% = O M = !
05, 9B X

Ctverce - snazime se, aby
byly co nejmensi

COZ je tzv. soustava normalnich rovnic, kterotegyme:

Odhadem &ekavané hodnoty E{X) regresni funkce pro libovolné x je statistika

Y=ty +hx=.= Y| e KOy
B N

& =Y, -Y(x)=Y -Y, ... chyba mezi skut@mou a
modelovou hodnotou tzwveziduum.
Polozime dale

SS =D1(8)* =D (Y, -Y,)? ... rezidualni souet
i=1 i=1

étvercu

S :% ...rezidualni rozptyl.

Da se ukazat, ze nasledujici statistika x| X
s , o . ,
52 n-2)~ x°(n-2) tj. marozdleni chi-kvadrat

s (n-2) stupni volnosti.



Stiredni hodnoty a rozptyly ziskanych odhad b, ,b;:
1. ER =4, Eb =5 ; EY(X) = + BX ;

B S € T [N S 1 M OUPPIE B P
2.Dby=0; =%y T - a(n+(n_l)S§J,kdesk—n_1;(>q X)

dale podoba

0.2
Db =0} = +—~—

RN O
a koneén¢
2
" n v v _v)\2
D[Y(X)]:Jf =0%) %’f (X ZX)QX=X) | - ...:0—2(%+ ((: Sifj
= (% =x)? )
2
Pomoci nasledujicich statistik provedeme odhadyto rozptyii:
poloZime
Us o’ 2

Snadno sefpswd¢ime, Ze jsou to nestranné odhadiiglnSnych rozptyi.
Testy hypotéz a intervaly spolehlivosti

Na zaklad predpokladu normality popisovaného regresniho moldeluwsoudit, Zze

b, — 5 ~N(0,1) ; % ~ N(0,1) ;Y(X)_O-,Bo_,glx ~ N(0,1)

ab
o b, ¥
A na zaklad statistického chovani reziduélniho rozptylu vie,

b0 _/80 ~t(n-2) ; b1 _131 ~t(n-2) ; ?( X) _ﬂo _ﬂlx ~t(n-2);
S 3, X

tj. vSechny uvedené vyloveé statistiky maji Studentovo rageni s -2) stupni volnosti.
Toho lze samazjme vyuZit jak pro dely testovani hypotéz, tak i pro konstrukci
intervalovych odhail

Dil¢i t-testy

Dil¢i t-testy jsou testy o hodnotach jednotlivych pagtiinregresni funkce a umiidji ndm
testovat oprawnost setrvani vysdlujici promenné vregresnim modelu. Testujeme
(postupsr pro jednotliva) nulovou hypotézu ve tvaru



Ho: $i=0 proi=0,1

proti alternati¢

Ha: i#0 proi=0,1

Pokud se ukaze, Zze pro konkrétninelze zamitnout nulovou hypotézu, jeba zvazit
setrvani pislusné vysttlujici proménné v modelu. Pokud by se totiz parametriislpSné
proménné neodliSoval vyznaninod nuly, pak takova proinnd do modelu nic nového
ne@inasi a je v am tudiz zbyténé. ,Nadbyt&nost* prongnné v modelu by se vSakéh
prokazat i podle jinych kritérii. Dale je vSakeba poznamenat, Ze z hlediska kvality
vyslednych odhadprovagnych na zakla&gregresniho modelu je horSi variantdgippd, kdy
proménnou, ktera do modelu gatchybre vyradime (testovani hypotéz - chyba Il. druhu) nez
piipad, kdy prominna do modelu nepata my ji tam chyb& ponechame (chyba I. druhu).
Pritom je teba si u¢domit, Ze pod kontrolou mame pouze prguatlobnost chyby I. druhu,
nikoliv vSak jiz pravédpodobnost chyby Il. druhu.

Zawrem je teba poznamenat, Ze iageni i nové zd#azeni) prominné do modelu
znamena spustit cely proces tvorby modelu othtka a tedy znamena to i novy odhad
regresnich parametr

Testoveé statistiky pro vySe uvedenécditulové hypotézy jsou odvozené Studentovy t-
statistiky sn-2 stupni volnosti:

B2bin2); BB |
S
Souwasna vypoetni technika afiedevSim statistické pakety, jako haBTATGRAPHIC
nam umo#uji ¢ist vysledky takovychto tasipiimo v podob vystupnich hodnot p-value, jak
demonstruje dale wgSeny piklad.

Firma provadi opravy stolnich kalkulatom pokladen. Data zapsana v tabulce pochazeji z 18
ohlaSenych oprav. U kazdé opravy je uvedeatfepopravovanych kalkulatbix a celkova doba opravy
(v minutach) Y.

Reseny riklad

1 12 |3 |4 |56 |78 9] 10 11 12 183 14 15 16 [17 [18

x (7 |6 |5 |12 |5 4|7 3| 4| 2| 8| 5| 2] 5 7/ 1 4 5
Y |97 |86 | 78 | 10| 75| 62| 10B9 |53 | 33| 11865 |25 | 71| 10517 |49 | 68
a) Nalezrete odhady koeficiefitregresni fimky.
b) Zakreslete data a regresni funkci.
c) Provefte diki t-testy o hodnotach jednotlivych paranietegresni funkce.
Reseni

— pomoci programového paketu STATGRAPHIC:



Linearni regrese - Doba opravy vs. Péet

Regression Analysis - Linear model: Ybg + b, *x

Dependent variable: Doba opravy
Independent variable: &t

Parameter Estimate Standard rErrol’ Statistic P-Value
b,- Intercept  -2,32215 2,56435 -0,905549 0,3786
b, - Slope 14,7383 0,51B25 28,3834 0,0000

V kontextu s pedchozimi odvozenymi vztahy je nyni oZemno:
b, = Intercept b, = Slopg ob: hodnoty uvedeny ve druhém sloupci. Yetim sloupci jsou

pak uvedeny pozorované hodndy, S, .
Nasledujici funkceigdstavuje rovnici pro odhadekavané hodnoty doby opravy:

Doba opravy = -2,32215 + 14,7383F et

Pozorované hodnoty testovych statistik pr@iditesty jsou uvedeny edposlednim
sloupci (T Statistic), fislusné hodnoty p-value jsou pak v poslednim sloupeysledku je
patrné, Ze hypotézuHp,=0 nezamitneme s ohledem na vyznamnou hodnoitistupném
sloupci p-value. Na zakladoho miZzeme prohlasit, Ze regresniimpka prochézi ptatkem,
coz je i logicky zagr s ohledem na povahu dat. Druhy Zitih tesht namtika, Ze smrnice
piimky (Slope) je hodnota, ktera se vyzna&nhgi od nuly, nebt jsme zamitli hypotézu ¢4

ﬂ]_:O.

Regrese doby opravy
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Interval spolehlivosti pro dekavanou hodnotu E(Yx)

Bodovym odhademdgkavané hodnoty Y pro zadanou hodnotu x , tedy B(¥ 5, + GX,
je statistika

\?(x):b0+blx:i %J&i—})mf—}) ,
= (% =x)*

i hledani intervalového odhadu pro ERY budeme vychazet zejména z vySe odvozené
t-statistiky:
Y( X) ﬁO ﬁlx ~ t(n'2) .
X
Z ni a na zakladbézného postupu, aplikovanéhd pledani intervalového odhaduigeme
ziskat snadno nasledujici intervalovy odhad prol EYYse spolehlivost:

E(YIX) =5, + BxO<Y(x)-§ O _,(n-2)¥(x)+ O_,(n-2)>

Tyto intervalové meze pro sp@jise n&nici hodnoty x tvéi tzv. pas spolehlivosti kolem
regresni primky. Sitka tohoto pasu je zavisla na hodnd, . V nekterych aplikacich se
muzeme setkat s otazkou, pro kterou volbu x je patebpivosti nejuzsi, a tudiz také interval
spolehlivosti pro dekavanou hodnotu E(X) nejptesrjsi ? Tento problém Ize zodpamlt
nalezenim takovehgy, které minimalizujes; :

2 _ 2 05_ o f 1 (X_;()Z
< -SSP

= Kopt = X
Vidime, Ze pas ma nejmensik&i pro x,, =X, a @ zméné¢ x a’ uz k Wtsim ¢i mensim

hodnotam $ka pasu monotoriroste. Sku pasu Ize do dité miry predem ovlivnit vhodnou
volbou bodi (X,..., %).

Redeny riklad — pokraéovani

d) Nalezréte 95% pas spolehlivosti kolem regrestiimky pro dobu opravy v zavislosti na
poétu kalkulatofi
e) Nalezréte bodovy a intervalovy odhad préekdvanou dobu opravygp kalkulator.



Reseni

Regrese doby opravy

120 F

=
o
o

N (0]
o o
T T 17T TTT TTT TT T 7T

Doba opravy
N o

o

Prox=5 dostavame:

n

Y(x)=b, +bx = %+ (’E;‘)m’_(_;‘) IY, = 713691
= (% = X)*

E(YIX) =4, + BxO <Y(x)-S [ﬂl_g(n—z),\?(x)+ S O_,(n-2)>= <69.063 736752>
2 2

Index determinace

Slouzi pro dely verifikace spravnosti zvoleného regresniho rhodBri aplikaci metody
nejmensictetverai plati vztah S§ = SS + S§,,

kde SS =) (Y, -Y)* je celkovy sodetétverai,
i=1

SS =Y (Y, -Y)? je sodetctverdi modelu a
=

n n A
SS =D.(8)* =D.(Y, -Y,)? je rezidualni soket ctverai.
i=1 i=1

U souwtu ¢tverar modelu by se ve vzorci mistotonéru z napozorovanych hodnotém
spiSe objevit pmmér z hodnot odhadnutychiiPaplikaci metody nejmenSiattveral se vSak
da odvodit, Ze tyto iméry jsou stejné, Ize tedy psat

Y=Y ,

Je Zejmé, zetim je model lepsi, tim&Sich hodnot bude nabyvat setictverai modelu a
rezidualni sotet ¢tveralr bude mensi. Naopak Spatny model znamena velkounatod
rezidualniho sottu ¢tveral ve srovnani se sétem ¢tveral modelu. Celou rovnost iieme
vydélit celkovym sodtem ctveral a preveést tak na tvar



1= ﬁ +§
SS S§

Oba zlomky jsou kladné, jejich simt je roven jedrice, tedy nutét musi byt hodnota obou
zlomki mezi nulou a jedikou. Pro pislusné zlomky plati nyni analogicka Gvaha jako pro
samotné saity ¢tverai. Bude-li model dote vystihovat zavislost vystiované prominné na
pravé straé rovnice (tedy na vys#lujicich prongnnych), poroste hodnota prvniho zlomku
v rovnosti k jednice a druhy zlomek se bude blizit k nule. Bude-li deiopopisovat
uvazovanou zavislost Spainbude tomu naopak. Je tedy logické vzit prvni #knako
kritérium kvality regresniho modelu. PoloZzime tedy

1% = S8
SS
a nazveme jenpdexem determinace Index determinace tedy

» udava kvalitu regresniho modelugeprEji feceno udava, kolik procent rozptylu
vyswtlované prominné je vysétleno modelem a kolikistalo nevysetleno;

* nabyva hodnot od nuly do jedné (teoretickgetwe téchto krajnich mezi),ipiemz
hodnoty blizké nule zgaSpatnou kvalitu regresniho modelu; hodnoty bligkiné znai
dobrou kvalitu regresniho modelu;

* udava se &sinou v procentech.

Reseny riklad — pokraéovani

f) Posufte kvalitu vySeteného modelu linearni regrese pro dobu opravy isléti na
poétu kalkulatofi pomoci indexu determinace.

Reseni

S§ =SS +S§,

Model S§ 16182,6
ResidualniSS, 321,396

Celkovy SS§ 16504,0

S
12 = % =98.0526%

Poznamka

V piipact linearni regrese s vice vy&hjicimi proménnymi ma vSak index determinace
jednu nepijemnou vlastnost, kter&asté&né sniZzuje jeho kvalitu. Zavisi totiz na §a
vyswetlujicich proménnych a siistem jejich pétu nakista i jeho hodnota. Proto &asgji nez



samotny index determinace pouziva tzv. modifikovaimgex determinace, ktery je
.penalizovany” za nadbytay paet vys\wtlujicich prongnnych. Ma tvar

||\2/| = 2_(1_|2)( p-1)
n-p
kdep je paiet odhadovanych paramitv modelu. Jeho hodnota je tedy vZzdy nepatmensi
nez hodnota indexu nemodifikovaného.

2 Shrnuti pojmu

Regresni modelje speciélni fipad obecného linearniho modeluZzZakladnimi gedpoklady jsou
nulovost stedni hodnoty chyb, dale padlomoskedasticita gedpoklad normality rozdieni chyb.

Vysvétlovana (zavisle) proménna je pronénna v regresnim modelu, kterd je ndhodna a jejiz
chovani se snazime vy4iit, popsat matematickourikkou.
Vysvétlujici (nezavisle) proménné jsou pronenné v regresnim modelu, jejichz chovani
vyswtluje chovani zavisle proénné
Linearni regresni model s jednou v§sujici proménnou je zakladnim modelem a je zaloZzen
na metodé nejmenSich ¢tverca. Z ni Ize odvodit parametry tohoto modelu s velmi
piiznivymi statistickymi vlastnostmi. Sd¢et ¢tverai odchylek skutéenych od modelovych
hodnot se nazyviezidualni soutet étverci.

Dil¢i t-testy jsou testy o hodnotach jednotlivych pagtinregresni funkce a umiddji
nam testovat opra¥nost setrvani vystlujici promgnné v regresnim modelu.
Na zaklad priznivych statistickych vlastnosti odhadovanych peettit modelu nizeme
ziskat snadno intervalovy odhad prgekévanou hodnotu vystlované proninné E(Y x), se
spolehlivostia. Tyto intervalové meze pro spdjitse nénici hodnoty x tvéi tzv. pas
spolehlivosti kolem regresni pimky. Sitka tohoto pasu je nejmensi pro ¥§dvy pramer:

Xopr = X
pt
Index determinaceslouzi pro dely verifikace spravnosti zvoleného regresniho mode

Iy
;
;:)

= | Ulohy k reseni

Pi. L
Pri kontrolnich nétenich rozndri silikatovych Stitovych dilc bylo nahoda vybrano 8 dilé
vykazujicich vesrs kladné odchylky v délce i vySce od normovanyctinuo:

odchylka délky[ 3 4 4 5 8 10 6 3
[mm]
odchylka vygky| 4 6 5 6 7 13 9 4
[mm]

Najdéte linearni regresni model zavislosti odchylky wygla odchylce délky.



Pr. 2

V letech 1931-1961 byly éieny pftoky v profllu nadrze Sance na Ostravici a v profil

nadrze Moravka na Moravce. &d priméry v m'/s jsou dany v nasledujici tabulce:

rok Sance Morav
ka
1931 4,130 2,476
1932 2,386 1,352
1933 2,576 1,238
1934 2,466 1,725
1935 3,576 1,820
1936 2,822 1,913
1937 3,863 2,354
1938 3,706 2,268
1939 3,710 2,534
1940 4,049 2,308
1941 4,466 2,517
1942 2,584 1,726
1943 2,318 1,631
1944 3,721 2,028
1945 3,290 2,423

rok Sance Morav
ka
1946 2,608 1,37
1947 2,04b 1,19
1948 3,543 1,79
1949 4,056 2,4(
1950 2,224 1,01
1951 2,740 1,55
1952 3,79p 1,92
1953 3,087 1,44
1954 1,677 0,8(
1955 2,862 1,87
1956 3,80p 1,24
1957 2,500 1,16
1958 3,65p 1,87
1959 2,447 1,38
1960 2,717 1,67

4
)4
)9
2
9
y2
9
8
3
'8
11
5
2
1

Predpokladejte, Ze v jednom z nésledujicich let cHybxﬂnota pkmérného r@niho
priitoku pro nadrz Moravka. V tomto roéil primérny roéni pritok v profilu nadrze
Sance na Ostravici 2,910 %5 Na zéaklad linearni regrese odhagte hodnotu

pramérného r@niho phatoku nadrze Moravka.
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