4 NAHODNY VEKTOR

@ Cas ke studiu kapitoly: 60 minut

"'E Cil: Po prostudovini této kapitoly budete umét
e popsat ndhodny vektor a jeho sdruzené rozdéleni
e vysvétlit pojmy marginalni a podminéné rozdéleni pravdépodobnosti

e popsat stochastickou nezavislost nahodnych veli¢in

? Pruvodce studiem:

V ptedchazejici kapitole jsme se sezndmili s popisem ndhodné veli¢iny. Nyni se zamétfime na

Vv

mezi dvéma a vice ndhodnymi veli€inami. K pozndni a matematickému popisu téchto
zavislosti slouzi metody regresni a korela¢ni analyzy.

Vyklad:

Jsou situace, kdy je pfi ndhodném pokusu ziskano né€kolik veli¢in. (Napriklad miZeme mérit
pouze teplotu, ale také cely vektor meteorologickych velicin (vyska, tlak, teplota, rosny bod).
Nebo pri volbé Miss CR jsou jednotlivé krdsky popsdny trojict cisel (napr. 92, 60, 95). Kazdé
Z téchto cisel je samo o sobé ndhodnou velicinou, abychom si vsak udélali o dané divce
predstavu, potiebujeme zndt celou trojici téchto ndhodnych velic¢in.) Soubor téchto veliin
nazyvame nahodnym vektorem.

Jednotlivé ndhodné veli¢iny v rdmci ndhodného vektoru mohou byt naprosto nezivislé,
mohou vSak také mit silnou vazbu.

Nahodnym vektorem budeme déle rozumét sloupcovy vektor sloZeny z ndhodnych veli¢in
X=X, X5 ... Xy ).

Pro nazornou ilustraci se omezime na studium vztahu mezi dvémi ndhodnymi veli¢inami (tj.

budeme se zabyvat dvousloZkovym ndhodnym vektorem) s tim, Ze ulinéné zdviry lze
jednoduse zobecnit na n-slozkovy ndhodny vektor.
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SdruZena (simultianni) distribuéni funkce ndhodnych veli¢in X a Y je definovana
predpisem:

F(x,y)=P(X <x;Y <Yy)
Sdruzena distribu¢ni funkce ma obdobné vlastnosti jako distribu¢ni funkce jedné proménné.

Vlastnosti sdruzené distribuéni funkce:

1. lim F(x,y)=0

X, y—>—o0
2. lim F(x,y)=1
3. funkce F(x, y) je neklesajici v kazdé proménné
4. funkce F(x, y) je zleva spojitd v kazdé proménné

Pravdépodobnost, Ze ndhodny vektor je z obdélnikové oblasti 1ze vyjadiit pomoci distribu¢ni
funkce:

Pla, <X <b;;a,<Y<b,)=F(b,b,)-F(b,,a,)—F(a,,by,)+ F(a,,a,)

4.1.1 Rozdéleni nahodného vektoru (dvouslozkového)

Jestlize existuje nejvyse spocetné mnoho hodnot ndhodného vektoru, jde o nahodny vektor
s diskrétnim rozdélenim a sdruzend distribu¢ni funkce je pak definovéna jako:

Fluy)= Y P(X=x.Y=y)

G, J) x<x,y;<y

Veli¢ina P(xjy;) se nazyvd sdruZena pravdépodobnostni funkce, popi. (vicerozmérnd)
pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X.

O nahodném vektoru se spojitym rozdélenim mluvime v piipadé, Ze ma absolutné spojitou
distribucni funkci F(x,y), tj. pokud existuje nezdpornd funkce f(x,y) takovd, Ze:

Fey = | [ £ yhr'ay!

—o0o—00

Pokud existuje druha smiSend derivace distribu¢ni funkce, pak:

9’ F(x,y)

flx,y)= oxdy

Pravdépodobnost, Ze spojity ndhodny vektor je z obdélnikové oblasti 1ze vyjadiit jako:

ble
P(a, <X <bj;a, <Y <by) = [ f(x, y)dxdy

ay a,
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Chceme-li ur¢it distribu¢ni funkci slozky X (resp. slozky Y) ndhodného vektoru, mluvime o
marginalni distribu¢ni funkci.

Margindlni distribuc¢ni funkce dvousloZkového ndhodného vektoru definujeme takto:
Fy(x)=P(X <x)=lim F(x,y)

Fy(y)=P¥ <y)=lim F(x, y)

Ztohoto vyjadfeni dale plyne, zZe v pfipad¢ diskrétntho ndhodného vektoru
s pravdépodobnostni funkci P(x; ,yj) mlZeme ziskat ndsledujici vztahy pro marginalni
pravdépodobnosti:

Py(x)=Y P(X =x,Y=x,)

J

P,(y)=Y P(X=x,.Y=y)

Obdobné¢ pro spojity nahodny vektor s hustotou f(x,y) ziskdme vztahy pro marginalni
hustoty pravdépodobnosti:

fe= [ fx ydy

frO)= [ O y)dx

Slozky X,Y ndhodného vektoru jsou navzdjem nezdvislé pravé tehdy, jsou-li nezdvislé
ndhodné veli¢iny X, Y.

Plati tedy:
F(x,y)= Fx (x)‘FY ()

Konkrétn¢ pro nahodny vektor s diskrétnim rozdélenim plati, Ze slozky X, Y nahodného
vektoru jsou nezavislé pravé kdyz plati:

P(X=x,Y=y)=P,(X=x)P,(Y=y))

A obdobn¢ pro nahodny vektor se spojitym rozdélenim plati, Ze slozky X, Y nahodného
vektoru jsou nezavislé pravé kdyz plati:

Jy)=fyx (x)-fy ()
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V ptipad¢ diskrétniho dvouslozkového ndhodného vektoru s kone¢nym poctem hodnot se
sdruzend pravdépodobnostni funkce casto prezentuje prostiednictvim korelaéni tabulky.
V této tabulce se mimo sdruzené pravdépodobnostni funkce uvadi rovnéz v poslednim tadku
(sloupci) marginélni pravdépodobnostni funkce.

P(X=x,Y=y,
X\Y Y1 Y2 Ym Zj: ( % y))
X1 P(X=x,,Y=y)) | P(X=x,,Y=y,) P(X=x,Y=ym) Px (x1)
Xy P(X=x,,Y=y)) | P(X=x,,Y=y,) P(X=x5,Y=ym) Px (x2)
Xn P(X=Xn7Y=y1) P(X=Xn7Y=y2) P(X=Xn7Y=ym) PX (Xn)
P(X=x,Y=y,
LPX=5Y =) py) Py () Pev | .
ZPY(}’,-):ZPX(X[)ZI
j=1 i=1

Pro ndhodny vektor s diskrétnim rozdélenim pravdépodobnosti je definovdna podminéna
pravdépodobnostni funkce:

P(X:x|Y:y):P(X:x’Y=y)’

P,(Y =y)

pro B, (Y =y)#0

Obdobn¢ pro ndhodny vektor se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti je definovana
podminéna hustota pravdépodobnosti:

ERAC))

f(X| 2 Fr () ’

pro f, (y)#0

e Obecné a centralni momenty

Krom¢ momentli ndhodnych veli¢in X,Y (sloZek ndhodného vektoru) jsou jesté definovany
tzv. smiSené momenty.

Nejpouzivanéjsim obecnym momentem je stiedni hodnota: M, =EX
NejpouZzivanéjSim centrdlnim momentem je rozptyl: M, = DX

SmiSeny obecny moment Fadu k,n je definovan jako: W, =EX"Yy"
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SmiSeny centralni moment Fadu k,n je definovan jako: x4, =E [(X - EX)* (Y —-EY" )]

e Kovariance

Kovariance je nejjednodussim ukazatelem souvislosti dvou ndhodnych velicin. Je definovana
jako smiSeny centrdlni moment 2. ¥adu (1,1).

Cov(X,Y)=u, =E[(X —-EX)Y - EY)]

Kladna hodnota kovariance znamend, Ze se zvétSenim hodnoty X se pravdépodobné zvysi i
hodnota Y.

Oproti tomu zaporna hodnota kovariance znamend, Ze se zvétSenim hodnoty X se
pravdépodobné sniZi hodnota Y.

e Kovarianéni matice

V praxi se cato setkdvame sreprezentaci centrdlnich momenti 2.fddu ve formé tzv.
kovarian¢ni matice:

DX Cov(X,Y)
Cov(X,Y) DY

V této souvislosti se nékdy oznacuje DX = Cov(X, X), resp. DY = Cov(Y,Y).

¢ Jednoduchy korelaé¢ni koeficient

Jednoduchy Kkorela¢ni koeficient je mirou linearni zavislosti dvou ndhodnych veli¢in.
(POZOR!!!! Je mirou pouze linearni zdavislosti, Zadné jiné, tj. je-li jednoduchy korelaéni
koeficient nulovy, neznamen4 to, Ze mezi nahodnymi veli¢inami neexistuje zavislost!!!!)

Korela¢ni koeficient definovan jako:

_Cov(X,Y)

Pxr = Ipx DY

Pro jednoduchy korela¢ni koeficient plati:

DX,DY #0

1. -1<p,, <1
2. Py = Pw

Piedpoklddejme pro X a Y vztah linedrni zévislosti ¥ =a+bX . Pak lze dile odvodit:

. py=0=> X aY jsou nekorelované (= linearné nezavislé, b=0)
(POZOR!!! p,, =0 neznamend nezavislé ndhodné veli¢iny)

2. py>0=> X aY jsou pozitivné korelované (b>0, s rostoucim X roste i Y)

3. Py <0=> X aY jsou negativné korelované (b<0, s rostoucim X klesd Y)
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Je tedy ziejmé, Ze pokud se hodnota korelacniho koeficientu blizi ,,1“ (resp. ,,(-1)*), znaci to
piimou (resp. nepiimou) linedrni zavislost, pokud se hodnota korela¢niho koeficientu blizi
,0%, jsou ndhodné veliiny X,Y nekorelované (= linedrn¢ nezavislé). V mnoha ptipadech vSak
nelze na prvni pohled urcit zda hodnotu korela¢niho koeficientu uz mizeme povazovat za
blizkou ,,1 (resp. ,,-1°, popt. ,,0“) a potom je nutné vyznamnost (,,blizkost ,,0°) korelacniho
koeficientu testovat (viz kapitola Testovani hypotéz).

Reseny piiklad:
Predstavme si, Ze budeme tfikrat opakovat pokus u néjZz zname pravdépodobnost uspéchu
(napf. hody minci, p = 0,5). Zvolme tyto ndhodné veli€iny:

Y ... pocet pokust do prvniho tspéchu
Z ... pocet po sobé jdoucich dspéchti

Néhodny vektor X = (Y, Z).

a) Urcete margindlni pravdépodobnostni funkce Pyv(y ), Pz(z)

b) Sestavte sdruzenou pravdépodobnostni funkci P(Y=y, Z=z)

c) Urcete, zda jsou ndhodné veliciny Y, Z nezavislé.

d) Urcete stfedni hodnoty a rozptyly sloZzek Y,Z

e) Urcete kovarian¢ni matici Y, Z

f) Urcete jednoduchy korelacni koeficient

g) Urcete podminéné pravdépodobnostni funkce a P(Y=y | Z=z ), P(Z=z 1 Y=y )

ReSeni:
VypiSme si vSechny mozné kombinace, k nimZ by mohlo dojit (S - dspéch, F - nedspéch):
{ FFF; SES; SSF; FSS; FSF; FES; SFF; SSS }
A uvaZzujme, Ze pravdépodobnost uspéchu P(S) = p, pravdépodobnost netspéchu P(F) = 1-p.
Jedna se o diskrétni dvourozmérny ndhodny vektor, pficemz:

slozka Y miiZe nabyvat hodnot: 0, 1, 2, 3
slozka Z muze nabyvat hodnot: 0, 1, 2, 3

Pojmenujme si vSechny elementarni jevy zdkladniho prostoru a uréeme pravdépodobnost
jejich vyskytu (pro vypocet jednotlivych pravdépodobnosti vyuZijeme poznatku, Ze jevy F a S
jsou nezavislé).

Al ... FFF P(Al)=(1-p)*=0,125

A2 ... SFS P(A2)=p>’(1-p)=0,125
A3 ...SSF P(A3)=p°(1-p)=0,125
A4 ... FSS P(A4)=p>’(1-p)=0,125
A5 ... FSF P(A5)=p.(1-p)*=0,125
A6 ... FFS P(A6)=p.(1-p)*=0,125
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A7 ... SEF P(A7)=p.(1-p)*=0,125
A8 ... SSS P(A8)=p’=0,125

ada) ZapiSme si nyni do pomocnych tabulek, které jevy vyhovuji danym hodnotdm
ndhodnych veli¢in Y a Z.

Y ... poCet pokusii do prvniho ispéchu
0 1 2 3
A2, A3, A7, A8 A4, A5 A6 Al

Z ... pocet po sobé jdoucich uspéchii

0 1 2 3
Al A2, AS, A6, AT A3, A4 A8
protoZe jevy Al, ..., A8 jsou neslucitelné, miZeme margindlni pravdépodobnostni

funkce jednoduse urcit.

Napt. Py(0) = P(A2) + P(A3) + P(A7) + P(A8) = 0,125 + 0,125 + 0,125 + 0,125 =

=0,500
Y ... pocet pokusii do prvniho dspéchu
Py(0) Py(1) Py(2) Py(3)
0.500 0.250 0.125 0.125

Z ... pocet po sobé jdoucich dspéchii
Pz(0) Pz(1) Pz(2) Pz(3)
0.125 0.500 0.250 0.125

V nasem piipadé¢ (mame urcovat zdrovenl sdruZenou pravdépodobnostni funkci) by
bylo rychlejsi pro ureni margindlnich pravdépodobnostnich funkci vyuzit korelac¢n{
tabulku, kterou budeme vytvaftet pro zdpis sdruZené pravdépodobnosti.

adb) Zkonstruujeme korelacni tabulku. (nejdfive si do ni vypiSeme jevy, které vyhovuji
prislusnym podminkdm a poté na zdkladé jejich neslucitelnosti urcime
pravdépodobnosti vyskytu piislusnych skupin jevit)

Z
0 1 2 3
0 - A2, A7 A3 | A8
1 - A5 A4 -
Y|2 - A6 - -
31 A8 - - -
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adc)

add)

Tabulka sdruzené pravdépodobnostni funkce

Z
0 1 2 3
0 0 0,250 ]0,125|0,125
1 0 0,125 [0,125] O
Y|2 0 0,125 0 0
310,125 0 0 0

Napt. P(Y =0,Z2=2)=0,125; P(Y=0,Z=1)=0,250

Chceme-li ziskat korelacni tabulku v klasickém tvaru, tj. vcetn€¢ margindlnich
pravdépodobnosti, staci secist ptislusné radky (sloupce).

Z

1 2 3 Py(y)
0,250 {0,125 0,125} 0,500
0,125 10,125 O 0,250
0 0,125 0 0 0,125
3 0,125 0 0 0 0,125

Pz(z)| 0,125 | 0,500 | 0,250 | 0,125 1

[=jle) feu]

e
=

Pro srovndni si porovnejte takto ziskané margindlni pravdépodobnosti s margindlnimi
pravdépodobnostmi ziskanymi v ada)

Pro ndhodny vektor s diskrétnim rozdélenim plati, Ze slozky Y, Z ndhodného vektoru
jsou nezdvislé pravé kdyz plati:

PY=y,Z=z)=P¥=y)P,(Z=1))

Tento predpoklad v nasem pifpadé splnén neni. (napt. P(Y =2,Z =1)# P, (2).P,(1);
0,125 # 0,125.0,500 ). Z toho plyne, Ze nadhodné veli¢iny Y, Z nejsou nezavislé.

Sttedni hodnoty a rozptyly ziskdme =z definicnich vztahti pomoci margindlnich
pravdépodobnostnich funkci:

4

EY =Y y,.P,(y,)=0.0,500+1.0,250 +2.0,125 +3.0,125 =

i=1

o |

=0,875

4
EY* =" y2.P,(y,)=0%0,500 +1%0,250 + 22.0,125 + 320,125 = 1,875

i=1

DY =EY’® - (EY)* =1.875-(0.875)" = % =1,109

4
EZ=Y7z,.P,(z,)=0.0125+1.0,500 +2.0,250 +3.0,125 = %1 =1375

i=1

4

EZ* =Yz} .P,(z,)=0%0,125+1%0,500 +2%.0,250 + 3°.0,125 = 2,625

i=1
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DZ = EZ? —(EZ)* =2,625—-(1,375)* = g =0,734

ade) Kovarianéni matice ma obecny tvar:

DY Cov(Y,Z)
Cov(Y,Z) DZ

Pro jeji zapis musime urcit kovarianci.

Cov(Y,Z)=E|(Y —EY)Z - EZ)]= Z(yi —%J(zj —%JP(Y =y.Z=z,)=

_(o- Z)@ - E).o,zso + (o - Zj(z - Ej.o,lzs + (o - zj(3 - 1—lj.o,lzs +
g8 8 8 8 8

+1= ZJ(l _ EJ.0,125 + (1 _ ZJ(Q _ EJ,0,125 + (2 - ZJ(I - EJ.O,IZS +
g8 8 8 g8

+ 3—z 0—E .0,125=—£6§—0,422
8 8 512=——

Kovarian¢ni matice ma tvar:

L1I09 -0,422
-0,422 0,734

adf) Jednoduchy korelaéni koeficient uréime z defini¢niho vztahu:

_Cov(X,Y)  —0422
JDX.DY  |[1,109.0,734

=-0,468

Xy

Na zédkladé této hodnoty korela¢niho koeficientu miiZzeme fici, Ze mezi ndhodnymi
veli¢inami Y a Z existuje stiedné silna negativni korelace, tj. Ze pravdépodobné
s rustem Y bude Z klesat (linearn¢).

adg) Podminéné pravdépodobnosti budeme opét zapisovat do tabulky a jejich hodnoty
uré¢ime z definice:
PY=y,Z=
P(Y= y|Z=Z)=u
£, (2)

Tabulka podminéné pravdépodobnostni funkce P(Y =yl Z = z)

Z
0 1 2 3
0/0,125 {0,250/0,500 | 0,125/0,250|0,125/0,125
0/0,125 {0,125/0,500]0,125/0,250 | 0/0,125
0/0,125 10,125/0,500| 0/0,250 0/0,125
0,125/0,125] 0/0,500 0/0,250 0/0,125

!
W=D
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Z
0 1 2 3
0 0 0,500 0,500 1,000
1 0 0,250 0,500 0
Y|2 0 0,250 0 0
3 1,000 0 0 0

Napt. P(Y =21Z=1) = 0,250

PY=y,Z=2)

Pl =sir =)= P22

Tabulka podminéné pravdépodobnostni funkce P(Z =zl Y =y)

Z
0 1 2 3
0/0,500 {0,250/0,500 | 0,125/0,500 | 0,125/0,500
0/0,250 {0,125/0,2500,125/0,250| 0/0,250
0/0,125 {0,125/0,125| 0/0,125 0/0,125
0,125/0,125| 0/0,125 0/0,125 0/0,125

!
W=D

Z
0 1 2 3
0 0 0,500 0,250 0,250
1 0 0,500 0,500 0
Y|2 0 1,000 0 0
3 1,000 0 0 0

Napt. P(Z=21'Y=1)=0,500

Reseny piiklad:

SdruZena hustota pravdépodobnosti dvouslozkového ndhodného vektoru je definovéna jako:

Floy ="ty pro e (00
0 jinde

Urcete:

a) Margindlni hustoty pravdépodobnosti fx(x), fy(y)

b) Margindlni distribu¢ni funkce Fx(x), Fy(y)

c) Stfedni hodnoty a rozptyly slozek X, Y

d) Hodnotu jednoduchého korelaéniho koeficientu, vysledek dejte do souvislosti s mirou
linedrni z4vislosti
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ResSeni:

ada) Jde o spojity ndhodny vektor, proto:

1 >t
J.(x+y)dy=[xy+y7} =x+% proxe<0;1>
fe()=0 0
j 0dy =0 jinde
0

Ze symetrie sdruzené pravdépodobnostni funkce vyplyva i obdobny tvar fy(y).

1
£,() = y+5 proye <0;1>

0 Jjinde
adb) Margindlni distribuéni funkce jednotlivych slozek uréime z margindlnich hustot

pravdépodobnosti:
J.Odt =0 pro xe (—;0)
T o] 1

F,(x)=|0dt+ || t+—=dt=0+| —+—| =—x(x+1 ro xe (0;1

X()_jm j( 2} {22}0“) pro xe (0:)

0 1 x
JOdt+J(t+%jdt+IOdt=0+1+0:1 pro xe (1;00)
—oo 0 0

ze symetrie f(x,y) miZeme opét odvodit:

0 pro ye (- o<0)
1

Fy()’)=5)’()’+1) pro ye (0;1)
1 pro ye (I;)

adc) Stfedni hodnoty a rozptyly jednotlivych sloZek ur¢ime pomoci marginalnich hustot
pravdépodobnosti, na zdklad€ znalosti defini¢nich vztahl pro oba momenty:

1

[ 1 2o 7
gz_{x.fx(x)dxz;[x(x+5)dx:{?+7} =5

0 =

1

EX? = onz.fx (x)dx = !xz()ﬁ—%)dx = {—+—

DX = EX*—(EX)' =—-
— 12

5 (7)2 60-49 11
12

Opét vyuZzijeme symetrie sdruZené hustoty pravdépodobnosti f(x,y) a miiZzeme tvrdit, Ze:
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12 144

add) Pro vypocet jednoduchého korelacniho koeficientu potfebujeme znit hodnotu
kovariance a proto zaCneme jejim vypoctem:

Cov(X.Y)=E[(X —EX)(Y—EY)]=ii[x—%}[y—%}(x+ y)dxdy =

Il I
Ct— - O t—
T

Il
o) S——

[\o}
-l>|"
7\
|

—_
SRS
N——
|

f—
o=
/N
<
(3]

|

< |

[\®]
<
N—
Y
S

Il
N
7N\
o =
— |~
N <
[\®]

W <
(9%)
\1

—_
SRS
N—
1
|

—_
-|>||
-

Dale jiz staci jen dosadit do defini¢niho vztahu pro jednoduchy korela¢ni koeficient:

-1

5 SCoXY) a1 g

~ Jpxpy 11 11 1 7
144144

Z velikosti korelaéniho koeficientu muZeme usuzovat na to, Ze mezi X a Y
pravdépodobné neexistuje linedrni zavislost, tj, X a Y jsou nekorelované nihodné
veliCiny.

2 Shrnuti:

Nahodnym vektorem rozumime sloupcovy vektor slozeny z nahodnych velicin X = (X;, X5,
... X,y ), ktery je charakterizovan sdruZenou (simultanni) distribué¢ni funkci.

Ze sdruzeného rozdéleni ndhodného vektoru miZeme snadno najit marginalni rozdéleni
pravdépodobnosti jednotlivych ndhodnych veli€in, z nichz je vektor sestaven.

Podminéné rozdéleni pak chdpeme jako podil sdruzeného a margindlniho rozdéleni

pravdépodobnosti  (mé-li  tento podil smysl), vsouladu sdefinici podminéné
pravdépodobnosti.
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Nezavislost ndhodnych veli¢in se projevuje tim, Ze jejich sdruzend distribu¢ni funkce
(sdruzena pravdépodobnostni funkce, resp. sdruZzend hustota pravdépodobnosti) se da
matematicky vyjadfit jako soufin margindlnich distribu¢nich funkci (marginélnich
pravdépodobnosti, resp. margindlnich hustot pravdépodobnosti) jednotlivych ndhodnych
veli¢in.

Mezi nejvyznamnéjsi smiSené momenty ndhodného vektoru patii kovariance.

Mirou linedrni zavislosti je korela¢ni koeficient.
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b=

()

* | Otazky

Vysvétlete pojmy simultanni, marginalni a podminéné rozdéleni pravdépodobnosti
Vysvétlete pojem stochastické nezavislosti nahodnych veli¢in
Definujte podminéné rozdéleni pravdépodobnosti.

Co ndm napovida hodnota koeficientu korelace ?
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1.

3.

~
Q\

d Ijlohy k FeSeni

Nezavisle hodime dvéma symetrickymi mincemi. Pro kaZdou minci zaznamendme
vysledek ,,1, kdyZ padne panna, ,,0°, kdyZ padne orel. Ozna¢me S soucet vysledkd na
obou mincich, R rozdil vysledkli na obou mincich. Definujme dvouslozkovy ndhodny
vektor X = (S, R). Urcete:

a) Typ ndhodného vektoru (diskrétni, spojity)

b) Sdruzenou pravdépodobnostni funkci

¢) Margindlni pravdépodobnostni funkce

d) Stfedni hodnoty a rozptyly jednotlivych slozek
e) Kovarian¢ni matici

f) Jednoduchy korelacni koeficient

g) IJsou ndhodné velic¢iny S, R nezavislé?

Pii priizkumu pri¢in dopravnich nehod byl méfen systolicky tlak fidici autobust
v zavislosti na teploté ovzdusi.Vypoctéte jednoduchy korelacni koeficient a pouze z jeho
hodnoty odhadnéte, zda teplota ovzdu$i spiSe zvySuje ¢i spiSe sniZuje systolicky tlak
ridica.

Teplota -10,5 | 54 0,2 6,4 10,2 | 15,6 | 18,5 | 25,5 | 31,5 | 35,8
ovzdusi [°C)

Systolicky tlak | 76 78 81 81 74 72 76 81 82 83

[mm Hg]

Nahodny vektor X = (R, S) ma sdruZenou hustotu pravdépodobnosti:

2
f(r,s)= E(F +2s) pro (r,s) e ((0;l>><<0;1>)
0 jinde

Urcete:

a) Margindlni hustoty pravdépodobnosti fr(r), fs(s)

b) Margindlni distribu¢ni funkce Fr(r), Fs(s)

c) Stfedni hodnoty a rozptyly slozek R, S

d) Hodnotu jednoduchého korelacniho koeficientu, vysledek dejte do souvislosti s mirou
linearni zdvislosti
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ResSeni:

1. S ... soucet vysledki na obou mincich
R ... rozdil vysledkl na obou mincich

a) Diskrétni ndhodny vektor

b) Korela¢ni tabulka (sdruZené pravdépodobnosti, margindlni pravdépodobnosti)

S
0 1 2 Pr(r)
-1 0 0,25 0 0,25
R 0 0,25 0 0,25 0,50
1 0 0,25 0,25 0,25
Ps(s) 0,25 0,50 0,50 1,00

¢) Margindlni pravdépodobnosti najdete ve vyse korelacni tabulce.
d) ES = 1,00; DS =0,50; ER=0; DR =0,50

e) Cov (S,R)=0;
oL . 05 0
Kovarian¢ni matice:
( 0 O,SJ

f) psr =0=S,R jsou nekorelované

g) S, R nejsou nezavislé ndhodné veliciny

2. Vysledky tohoto piikladu byly ziskdny pomoci programu Statgraphics:

Correlations:

Systolicky tlak Teplota
Systolickij tlak 98,3823
Teplota | 89,3823

= Proplorasysiolicks k. = 0-382 = stiedn€ silnd pozitivni korelace, tj. pravdépodobné

s rostouci teplotou roste i systolicky tlak fidi¢i autobust. To potvrzuje i graficky zdznam
naméfenych hodnot uvedeny nize (graf vpravo nahote).
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Systolicky tlak

N Teplota

X je spojity ndhodny vektor

2 1
a) f.(r) :E(H_l) re <0,1>’ fils)= 5(4s+1) sE <0,1>

0 Jjinde 0 Jjinde

0 re (=o00) 0 se (= 0;0)
b) Fy(r) :%r(r +2) re(0:1), Fy(s) :%s(zs +1) se (0;1)

1 re (1;00) 1 Y= (l;oo)
¢ ER=2 DR=—>, Es=11 ps=2>
9, 162 18 324

d) Cov(R,S)= (— %J s Prs= % =(-0,98) = silnd negativni korelace, ftj.

s vysokou pravdépodobnosti s rostoucim R linedrn€ klesa S
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