7 LIMITNI VETY

@ Cas ke studiu kapitoly: 70 minut
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Vyklad:

V této kapitole nadefinujeme tvrzeni (limitni véty), kterd jsou dulezitd pro popis
pravdépodobnostnich modeli v piipadé€ rostouciho poctu ndhodnych pokusi.

7.1.1 Konvergence podle pravdépodobnosti (stochasticka konvergence)
Konvergence podle pravdépodobnosti ke konstanté a

Je dana posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} (=X;, Xy, ...., X;) a redlné Cislo a (ae R).
JestliZe pro kazdé > 0 plati:
lim P(X, —d|<&)=1

n—oo

(jestliZze pravdépodobnost, Ze X, nabude hodnoty z intervalu (a-¢; a+¢) konverguje pro n — o
k jedné (pro libovoln¢ malé ¢€)), pak fikdme, Ze posloupnost niahodnych veli¢in {X,}
konverguje k a podle pravdépodobnosti.

Konvergence podle pravdépodobnosti k nahodné velic¢iné X
Tato konvergence je zobecnénim ptedchazejiciho piipadu.

Je déna posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} a ndhodna veli¢ina X. JestliZze pro kazdé &> 0
plati:
lim P(X, - X|<€)=1

n—oo

(jestliZze pravdépodobnost, Ze X, nabude hodnoty z intervalu (X-¢; X+¢) konverguje pro n— o
k jedné (pro libovolné malé ¢€)), pak fikdme, Ze posloupnost ndhodnych veli¢in {X,}
konverguje k ndhodné veli¢in€ X podle pravdépodobnosti.

7.1.2 Konvergence v distribuci

Je déna posloupnost ndhodnych veliin {X,},posloupnost distribucnich funkci ndhodnych
veli¢in {X,}-{F.(x)} a ndhodna veli¢ina X, kterd ma distribu¢ni funkci F(x).
Jestlize:

limF, (x) = F(x),

n—oo

pak fikdme, Ze posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} konverguje k ndhodné veli¢in¢ X
v distribuci a F(x) nazyvame asymptotickou distribu¢ni funkci.

Konverguje-li posloupnost ndhodnych veli¢in {X;} k ndhodné veliciné X v distribuci,

znamend to, Ze pro dostatecné velkd n miZeme distribu¢ni funkci ndhodné veliciny X,
aproximovat (tzn. s jistou chybou nahradit) asymptotickou distribu¢ni funkci F(x).
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Piiklad:
Jestlize posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} konverguje v distribuci k rozdéleni N(L, o)),
(fikame také, Ze nahodna veli¢ina X,, ma asymptoticky normalni rozdéleni), pak

lim F, (x) = F(x) = cp(x_”j
n—oo lo

(tzn. pro velkd n muzeme distribucni funkci ndhodné veli¢iny X, aproximovat distribu¢ni
funkci normélni ndhodné veli¢iny a tu po standardizaci najit v tabulkach).

Je-li X libovolnd nahodnd veligina se stfedni hodnotou EX a koneénym rozptylem DX (=¢%)
(DX <), pak Cebysevova nerovnost odhaduje (velice hrub&) pravdépodobnost odchylky
ndhodné veli¢iny X od jeji stfedni hodnoty.

Ve>0: P(]X—EX|28)£D8—§

Nasledujici vztah reprezentuje aplikaci CebySevovy nerovnosti pro piipad, kdy chceme
odhadnout pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X je od své stiedni hodnoty vzdalend o vice
neZ k- nasobek smérodatné odchylky o (za € dosadime k.c):

1

Vo,k>0: P(]X—Ex|2k.a)sk2

Reseny piiklad:

Odhadnéte pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina je od své stfedni hodnoty vzdélend o vice
nez 3c.

ResSeni:

Vo>0: P(]X—Ex|z3.a)s3—12(=0,i)

Hledand pravdépodobnost nepiekracuje 11%. (Je to opravdu hruby odhad, srovnejte si
s pravidlem 6 sigma platnym pro normalni rozdéleni.)

Reseny piiklad:

Pravdépodobnost vyrobeni zmetku je 0,5. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pifi vyrobeni 1000
vyrobktl bude 400 — 600 zmetk?.
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ReSeni:

X ... pocet zmetkti v 1000 vyrobcich, proto:

X — Bi(1000;0,5)= EX =n.p=500; DX —n.p(l- p)=250; o, =JDX =+/250
Pravdépodobnost, Ze pocet zmetkt bude v rozmezi 400 az 600 lze vyjadfit ve tvaru:
P(400 < X <600)= P(X —500]<100)=1~- P(X —500/>100)

Vyjadiime-li si povolenou odchylku od stfedni hodnoty (100) jako ndsobek smérodatné
odchylky (/250 ), miizeme z CebyS$evovy nerovnosti zjistit, Ze:

P(]X—500|2100):P(|X—500|2 100 -stojs ! 20 _ s,

V250 ( 100 jz 10000
V250

z ¢ehoz Ize jednoduse odvodit, Ze:

P(400 < X <600)> 0,975

Je-li P(X —500/>100)<0,025, pak 1- P(X —500/>100)> 0,975 (=1-0,025)). Znovu si
pfipomenime, Ze jde o velice hruby odhad.

Vyklad:

Jako zdkon velkych c¢isel oznaCujeme tvrzeni o konvergenci primeéru v posloupnosti
ndhodnych velicin.

Z:akon velkych disel:

X1, Xa, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliiny se stejnymi stifednimi hodnotami
EX, =EX,=...=EX, =u .Jestlize X, definujeme jako:
X, =+ X neN
n n * . Jj? ?

pak posloupnost {X_”} konverguje podle pravdépodobnosti k p.

(x, —— ), 4. ,llig;P(lX_n—ﬂ\ <e)=1
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VSimnéme si, Ze X, X, ..., X, nemusi mit stejné rozdéleni, a zdroveil nemame Z7adné
poZadavky na jejich rozptyl.

7.3.1 Silny zakon velkych ¢isel
Nastdva-li tato konvergence s pravdépodobnosti 1, mluvime o silném zdkonu velkych &isel.

Silny zakon velkych ¢isel:

X1, Xa, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliCiny se stejnymi stiednimi hodnotami
EX =EX,=...=EX,=u .Jestlize X, definujeme jako:
X, =+ Z X, neN
n n . . j? s

pak posloupnost {X_n } konverguje podle pravdépodobnosti k p skoro jisté:

Plim X, = u)=1

7.3.2 Slaby zakon velkych cisel

Slaby zdkon velkych ¢isel postihuje (oproti silnému zdkonu velkych &isel) slab$i formu
konvergence (konvergence odchylek primeéru od jeho stfedni hodnoty), mdme pii ném vsSak
také slabsi poZadavky na nezdvislost ndhodnych velicin.

Slaby zakon velkych ¢isel:

X1, Xz, ..., X, jsou nekorelované nihodné veli¢iny se stejnymi stifednimi hodnotami
EX, =EX, =...=EX = u akonenymi rozptyly, pak:

i(x,. —EXl.)(

i=1

ve>0: limP

n—co n
{ Pruvodce studiem:

Nasledujici pasaz je vénovana dikazu platnosti zakona velkych ¢isel (pro zdjemce):

<e|=1

Vime, Ze: EX =EX,=...=EX, =u
DX,=DX,=...=DX,=0"
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J

Je-li: X_nzl X.; neN,
n i=1

pak na zdkladé vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu mizeme tvrdit, Ze:

1 — (1Y ,\ O’
EX,=—(n-u)=p,DX,=|~| [n-0*)=-
n n

Cebyéevova nerovnost 1ika, ze: vVe>0: P(]X —EX | > 8) < D—2 ,
€
Y oy (o DX
coZ muzZeme zapsat taktéz jako: vVe>0: P(]X - EX| < 8) <l=—
&
Aplikujeme-li tuto nerovnost na ndhodnou veli¢inu X_n , dostaneme:
0.2
Ve>0: PQXﬂ—ﬂ‘<8)s1—i2,poﬁpravé: Ve>0: PQX,,—,U‘«Q)SI— -
& n-&

V dal$im kroku uréime limitu pro n— o z vySe uvedeného vyrazu:

lim PQX_,, — < e)< lim(l _o j

n—oo n—oo n . g

limPQX_n—,u‘ <e)<l,

n—eo

coZ znamend, Ze posloupnost {X_n } konverguje podle pravdé-podobnosti k p

Vyklad:

Dusledkem zdkona velkych ¢isel je Bernoulliho véta.

7.3.3 Bernoulliho véta

Bernoulliho véta tikd, Ze relativni Cetnost sledovaného jevu stochasticky konverguje
(konverguje podle pravdépodobnosti) kjeho pravdépodobnosti. To ndm umoZiuje
experimentdlné odhadovat neznamou pravdépodobnost pomoci pozorované relativni Cetnosti
(viz. klasicka definice pravdépodobnosti).

Bernoulliho véta:

Necht’ X, X, ... jsou nezdvislé ndhodné veliiny s alternativnim rozd€lenim (pocet tispéchii
v jednom pokusu) s parametrem p (pravdépodobnost ispéchu), jestlize X, definujeme jako:
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pak

(x, ——»p)

JelikoZ vyraz na levé strané predstavuje relativni Cetnost vyskytu uvaZované udalosti

v posloupnosti n pokusii, miZzeme
nastoupeni néjaké udalosti relativni

i

pti velkém poctu pokusti odhadovat pravdépodobnost
cetnosti vyskytu této uddlosti v posloupnosti n pokust.

Pruvodce studiem:

A opét zde mdme objasnéni matematického pozadi vySe uvedené véty.

Odvozeni Bernoulliho véty:

Vime, Ze: X,...X, — A(p)
EX =EX,=...=EX =p
DX,=DX,=..=DX, =p(l- p)
Je-li: X=)X; neN,
j=1
pak X — Bi(n; p)

Jestlize X_n definujeme jako:

pak X, oznacCuje relativni ¢etnost

{X_n } (relativni Cetnost) konverguj

(soucet n alternativnich ndhodnych veli€in s parametrem
p (pocet uspéchii vjednom pokusu) je binomickou
ndhodnou veli¢inou s parametry n a p (pocet uspéchl v n
pokusech)

vyskytu uddlosti a podle zdkona velkych ¢isel posloupnost

e podle pravdépodobnosti k pravdépodobnosti p (stfedni

hodnoté EXj), tzn. Ze pro velkd n miZeme pravdépodobnost odhadovat relativni Cetnosti.

(X_n%p)’

g. lim PQX_”— P < e)=1

-204 -



Vyklad:

V piedchdzejicim vykladu jsme se zminili o tom, Ze mimofddné dulezité postaveni mezi
rozdélenimi ma rozdéleni normdlni. Je tomu tak mimo jiné i proto, Ze k normédlnimu rozdéleni
se za urcitych podminek bliZ{ i jind rozdé€leni ndhodnych veli¢in. O ndhodnych veli¢inich, jez
konverguji v distribuci k normédlnimu rozdéleni (ndhodné veli€iny, jejichZ distribu¢ni funkce
pro velkd n konverguje k distribuéni funkci normdlniho rozdé€leni), fikdme, Ze maji
asymptoticky normalni rozdéleni. Konvergenci rozdéleni k norméalnimu rozdéleni se zabyva
centralni limitni véta, kterd ma dvé dil¢i formulace: Lindebergovu-Lévyho vétu a Moivreovo-
Laplaceovu vétu.

7.4.1 Lindebergova-Lévyho véta

Podle této véty md pro dosti velké n soucet i primér ndhodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim, stejnym primérem a stejnym rozptylem pfiblizn¢ normalni rozdéleni.

Lindebergova-Lévyho véta

Jestlize X, X», ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliCiny se stejnym (libovolnym) rozdélenim,
stejnymi sttednimi hodnotami EX, = EX, =...= EX, = u a se stejnymi (konecnymi) rozptyly
DX,=DX,=...=DX, =0", pak plati:

Zn:Xl. —nu
Yy, =i = limP(Y,<u) = ®(u)

O-\/; n—oo

(Yo md asymptoticky normdlni rozdéleni N(0,1), (F, (u)—)CD(u)), tj. Y,  konverguje
v distribuci k rozdéleni N(0,1))

Z této véty bezprostiedné vyplyva, Ze pro dostatecné velkd n plati:

l. X=)X,=EX=npu; DX=no",

i=1

rozd€leni ndhodné veli¢iny X lze aproximovat rozdélenim N(n,u;naz), tj. X ma

asymptoticky normdlni rozdéleni, X = ZX ;>N (,11;0'2).

i=1
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Podobny zavér plati pro X:
. 2 2
v v i=1 1 2 o
2. X=X=—=—=FEX=—nu=/ DX=(—) "noT =—
n n

2
v P P o ~ . v , o .= .
rozdéleni ndhodné veli¢iny X Ize aproximovat rozdélenim N(,u;—j, tj. X ma

2 X )
asymptoticky normélni rozd&leni, X =-4=— — N ( ,u;o-—j .
n n

Reseny piiklad:

Dlouhodobym priizkumem bylo zjiSténo, Ze doba potfebna k objeveni a odstranéni poruchy
stroje ma stiedni hodnotu 40 minut a smérodatnou odchylku 30 minut. Jakd je
pravdépodobnost, Ze doba potiebna k objeveni a opraveni 100 poruch neptekroci 70 hodin?
ReSeni:

Xj ... doba potiebna k objeveni a odstranéni i-té poruchy

Vime, ze: EX; = 40 minut a DX =30? minutz, rozdéleni ndhodné veli¢iny X; nezndme

X ... celkova doba do objeveni sté poruchy

Na zdkladé Lindebergovy-Lévyho véty vime, Ze soucet n ndhodnych veliin se stejnym
rozdélenim (nemusime védét jakym), stejnymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly
miiZeme aproximovat norméalnim rozdélenim s parametry: g=n-EX,, 6> =n- DX, proto:

X — N(100- 40;100-30°)

Nyni jiZ neni problém urcit hledanou pravdépodobnost (nesmime jen zapomenout na uzivani
stejnych jednotek, v naSem piipad¢ minut (70h = 4200 minut):

=®(0,67)=0,749

P(X < 4200)= F(4200)= q{wj

/90000
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Reseny piiklad:

Zivotnost elektrického holiciho strojku Adam md exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou
2 roky. Urcete pravdépodobnost, Ze primérna Zivotnost 150-ti prodanych strojkit Adam bude

vyS$$i nez 27 mésici.

ReSeni:

X ... Zivotnost i-tého holiciho strojku Adam

X, —>Exp(2):>EXi =%=2roky:>/1=%rok_l = DX, =%=4r0k2

X ... prumérnd Zivotnost 150-ti strojkit Adam

150

_ ZXI' 1 150
X== - X,
150 150z

n

S,

_ 2
Z Lindebergovy-Lévyho véty vime, Ze: X=-H—>5N ( ,u;O-—J

_ 150
V nasem piipadé: X = L X, - N(Z;ij
150 = 150

Nyni, kdyZ zndme rozdéleni primérné Zivotnosti 150-ti strojki Adam, muZeme feSeni

dokon¢it (27 mésict = 2,25 roki):

2272 |- a(1,53)=1-0,937=0,063

P(X >2.25)=1-F(225)=1-®

150

Vyklad:

Specidlnim piipadem tvrzeni o konvergenci souctu stejn€ rozdélenych ndhodnych velicin (se
stejnym prameérem a stejnym rozptylem) k rozdéleni normalnimu je Moivreova - Laplaceova
véta.
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7.4.2 Moivreova-Laplaceova véta

Tato véta vyjadiuje konvergenci binomického rozdéleni k normalnimu rozdéleni.

Staci si uvédomit, Ze binomick4 ndhodna veli¢ina je souctem alternativnich ndhodnych veli¢in
(nezavislé ndhodné veliCiny se stejnym rozdélenim, stejnou stfedni hodnotou a stejnym

rozptylem) a tudiz spliiuje pfedpoklady Lindebergovy-Lévyho véty. Proto ji lze pro
dostateéné velkd n aproximovat norm. rozd&lenim s parametry: g =n-p;c° =n- p(1-p)

Moivreova-Laplaceova véta
Necht X — Bi(n; p); EX =np; DX = np(l— p), potom pro velka n plati, Ze:

X —np

ynp(l—p)

tj. jinak fe¢eno: pro dostatecné velkd n: X — N(np;np(1- p)).

— NQO.D,

Aproximace binomického rozdé€leni normélnim se zlepSuje s rostoucim rozptylem. Pomérné
dobré vysledky dava tato aproximace v piipadé, Ze:

np(l—p)>9 nebo minfnp;n(l-p)}>5

Centralni limitni véta se Siroce vyuZiva pro vétSinu rozdéleni.

7.5.1 Aproximace rozdéleni vybérové relativni ¢etnosti normalnim rozdélenim

Mame-li n Bernoulliho pokust, pii kterych nastane k vyskytt néjaké udalosti, miizeme urcit
vybérovou relativni cetnost p:

X.
e 25
p == —

n n

kde X; maji alternativni rozdéleni s parametrem © ( X, — A7), EX =7, DX, =x- (1-7)).
Na zdklad¢ Lindebergovy-Lévyho véty miiZeme Kkonstatovat, Ze soucet alternativnich
nahodnych veli€in se stejnymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly miizeme aproximovat
rozd&lenfm normalnim s parametry: g =n-EX, =n-n, 6> =n-DX, =n-x-(1- 7).

Zn: X, = N(nm;nz(1- 1))

=l

(Ke stejnému zdveru dojdeme na zdkladé Moivreovy-Laplaceovy véty, uvédomime-li si, Ze
soucet alternativnich ndhodnych veli¢in mé rozdéleni binomické.)
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Zaroven z Lindebergovy-Lévyho véty vyplyvd, Ze primér ndhodnych velic¢in X; (vybérovou
relativni Cetnost p) lze také aproximovat normdalnim rozdélenim, tentokrdt s parametry:
DX, #n-(l-xz
U=EX =7, 0’ =—""1= ( )
n n

p— N(ﬂ' _ﬂ(l—ﬂ)j

n

Na zédklad¢ standardizace (pfevodu na normované normdlni rozdé€len{) pak mtzeme také fici,
ze:
_pP=r
n(l-rm)
n

— N(O,1)

7.5.2 Aproximace Poissonova rozdéleni normalnim rozdélenim

Také Poissonovo rozdéleni muzeme nahradit rozdélenim normdlnim v piipade, Ze Casovy
interval (0;7) je dostate¢nd velky a tudiZ je dostate¢né velky i ocekdvany pocet uddlosti
(stfedni hodnota) At:

X — Po(At), EX =At, DX = At

pak pro dostatecné¢ velké t plati, Ze X mulZeme aproximovat normdlnim rozdélenim
s parametry: u=At, o> =At:
X - N, At)

Obdobn¢ plati, Ze praumérny pocet vyskytu udalosti za ¢asovou jednotku lze aproximovat
normalnim rozdélenim:

. . X
Y ... poCet vyskytu udélosti za asovou jednotku, ¥ =—
t

UvaZujeme-li, Ze X lze aproximovat normalnim rozdélenim, X — N (ﬂt,/it), pak 1 ndhodnou
veli¢inu Y, danou jako funkci ndhodné veli¢iny X, Ize aproximovat normélnim rozdélenim,

2
jehoZ parametry jsou: ,u=l-/1t=/1, o’ =(1j -lt=i:
t t t

Y%N(l,%)

Pii vyuzZiti této aproximace si uvédomme, Ze primérny pocet udalosti (Y) miizeme vztahovat
k libovolné ohrani¢ené oblasti (nejen ¢asové) — napft. k plose.
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z Pruvodce studiem:

Tato pasaz je opét vénovana zdjemctim o hlubsi pochopeni studované problematiky.

Pro¢ mizeme Poissonovo rozdéleni aproximovat normalnim?

Tento dikaz je obdobny jako diikaz Poissonovy véty (odvozeni pravdépodobnostni funkce
Poissonova rozdéleni):

Uvazujme Poissontiv proces, ktery je pozorovan v prubéhu cCasu t. Predpokladejme, zZe
rychlost vyskytu uddlosti je A. Potom pravdépodobnost vyskytu udédlosti béhem intervalu (O;t)
bude imérna hodnoté At.

Nyni rozdélime interval délky t na n subintervalt stejné délky (t/n). Vyskyt udalosti v kazdém
z téchto subintervali bude nezavisly a pravdépodobnost vyskytu udalosti béhem jednoho
tohoto malého intervalu bude imérna hodnot€ (A.(t/n)). Pokud n je dostatecné velké ¢islo, pak
délka intervalu (t/n) bude dostate¢né¢ mald - natolik, Ze pravdépodobnost vyskytu vice nez
jedné udalosti v tomto intervalu je t€éméf nulova a pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti je
umérna (A.(t/n)).

Necht' X; je pocet vyskytu uddlosti vi-tém subintervalu. Je ziejmé, Ze X; ma alternativni
rozdé€leni s parametrem p=A.(t/n).

X, %A(l-ij; EX, =11 DX, =/1~£~(1—/1-£j

n n n n

Je-li X definovdna jako pocet vyskytu udalosti béhem €asového intervalu (0;t), pak ma tato
ndhodna veli¢ina Poissonovo rozdé€leni s parametrem At.

X — Po(Xt)

Zaroven muzeme nahodnou veli¢inu X vyjadfit jako soucet n ndhodnych veli¢in Xj, a tudiz ji
muzeme podle centrdlni limitni véty aproximovat normalnim rozdélenim:

n 2
X=) X ,=EX=nEX,=At; DX=n DX, zlim[zt(l—ﬁﬂ :hm(zr—@J =t

- n—>00) n—»oo
i=1 n n

X = N(Ar; At)
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Vyklad:

Chceme-li urcovat pravdépodobnost vyskytu diskrétni ndhodné veliiny na intervalu <a;b>
(resp. (a;b> , Tesp. (a;b), resp. (b;oo)), popt. pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina nabude

konkrétni hodnoty, zavadi se pro piesné¢jsi vypocet tzv. oprava na spojitost. Oprava na
spojitost bude prezentovana v nasledujicim feSeném piikladu.

Reseny piiklad:

Na telefonni dstfednu je napojeno 3000 ucastniki. Kazdy z nich bude volat telefonni dstfednu
béhem hodiny s pravdépodobnosti 10%. Jaka je pravdépodobnost, 7Ze béhem nasledujici
hodiny zavola dstrednu:

a) prave 300 ucastnikt?

b) vice nez 310 ucastnika?

c) mezi 200 a 450 tcastniky(vcetné)?

ReSeni:

X ... pocet ucastniki volajicich ustifednu béhem nasledujici hodiny (z 3000)

Z definice ndhodné veli¢iny X je ziejmé, 7e X ma binomické rozdéleni: X — Bi(3000;0,1),
jehoz pravdépodobnostni funkce je:

P(X =k)= {Zj.pk (1= p)

. (0’1)300 . (1 _ 0’1)3000—300 _ 3000! (0’1)300 . (0’9)2700

3000
~2700!300!

ada) 1%X=3m»=(xm

Zde nardZzime na problém. S pomoci kalkulacky nedokdZzeme urcit Zadny z vySe
uvedenych faktoridlii. Proto v tomto pfipad¢ provedeme alesponi pfiblizny vypocet
(aproximaci).

Z Moivreovy-Laplaceovy véty vime, Ze binomické rozdéleni miZeme aproximovat
rozdélenim normalnim:

Moivreova-Laplaceova véta:

Necht X — Bi(n; p); EX =np; DX = np(l - p), pak  dostatecné¢ velkd n:
X — N(np;np(1- p))
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adb)

V nasem pripadé:
X — Bi(3000;0,1); EX =3000-0,l=300; DX =3000-0,1-0,9=27,
proto X mohu aproximovat normélnim rozdélenim s parametry p=300; 6°=27
X — N(300;27)
Nyni musime vyfeSit je$t€¢ jednu komplikaci. Pfi aproximaci diskrétni ndhodné

veli¢iny spojitou dochdzi k tomu, Ze vypocet pravdépodobnostni funkce nelze
jednoduse provést (pravdépodobnostni funkce spojité ndhodné veli€iny je nulova).

P(X =300)=0
Proto se provadi tzv. oprava na spojitost.

Je-1i X definovano jako pocet ticastnikti volajicich béhem nasledujici hodiny ustfednu,

mizeme tvrdit, Ze pravdépodobnost, Ze pfisSti hodinu bude volat 300 ucastnika je
stejnd jako pravdépodobnost, Ze bude volat alespoii 299,5 a mén¢ nez 300,5 tucastnikd.

(V intervalu <299,5;300,5) je pouze 300 tcastniki.)
P(X =300)= P(299,5 < X <300,5)

P(299,5< X <300,5) jiz neni pro spojitou ndhodnou veli¢inu nulovd a tak miZeme
provést aproximacni vypocet. Této dprave se fika oprava na spojitost.

P(X =300)= P(299,5< X <300,5)= P(X <300)-P(X <299,5)=

= F(300,5)— F(299,5) = cp(wj _ ¢(MJ _

J27 J27
=®(0,10)—®(-0,10)= ®(0,10)— [1-P(0,10)] = 2- D(0,10)-1=
=2-0,540-1=0,08

3000 3000 . 310 3000 , )
P(X >310)= >’ ( J.(o,l)k (1-0,1)"* :1-2( J.(O,l)k (1-0,1)%0+

k=321 k=0 k
I zde nastava problém. Vidime, Ze vyc¢isleni pfislusSnych souctii (sum) by ndm zabralo
spoustu ¢asu (pokud bychom to viibec s pomoci kalkulacky dokazali). Proto i v tomto
piipadé pristoupime k pfibliZnému vypoctu (aproximaci).
X — N(300;27)

Nyni mZeme provést piiblizny vypocet:

P(X >310)=1-P(X <310)
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Znovu nastava problém zplisobeny aproximaci diskrétniho rozdéleni spojitym a proto i
zde piistoupime k opravé na spojitost:

P(X >310)=1-P(X <310)=1-P(X <310,5)

=1-®(2,02)=1-0,978 = 0,022

P(X >310)=1—F(310,5)=1_q>[w]

V27

_ <5 (3000 k 3000-k
adc) P(200< X <450)= ) (0,1)°-(1-0,1)

k=200
Opét mame ve vyse uvedeném vztahu velky pocet s¢itanct a vysoké faktoridly, proto

hleddme pfiblizny vysledek pomoci centrdlni limitni véty (Moivreovy-Laplaceovy
vety). Zaroven i zde budeme provadét opravu na spojitost:

P(200 < X <450)= P(X <450)—P(X <200)= P(X <450,5)- P(X <200)=

= F(450,5)- F(200) = cI)( 450,5— 300] _ q{ 200 300} _

J27 J27
= d(28,96)- P(—19,25) = D(28,96)— [1 - ®(19,25)] = D(28,96)+ ®(19,25)-1 =
=1+1-1=1

Pouzitd aproximace ndm dava velmi dobré vysledky (velmi blizké skutecnym), protoZe je
splnéna podminka, Ze: np(l— p) >9 (27 > 9).

Reseny piiklad:

Sekretarka Petra piSe na stroji rychlosti 250 thozti / min. Pfi této rychlosti udéld primérné 3
chyby za 10 minut. Jak4 je pravdépodobnost, Ze pii 30-ti minutovém diktatu ud€la vice nez 10
chyb?

ReSeni:

Definujme si ndhodnou veli¢inu X jako pocet chyb v diktitu (za 30 minut). Tato ndhodnd
veli¢ina (pocet uddlosti v ¢asovém intervalu) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 9
(pramérny pocet chyb za 30 minut, = EX = DX).

X — Po(9)

10 9k 90 91 910
P(X >10)=1-P(X <10)=1-) Z—.¢~° :1—e-9(U+T+...+1—0'J=1—o,706=0,294
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Tento vypocet byl pon€kud pracny. Proved'me srovnavaci vypocet pomoci centrdlni limitni
véty:

Vime, Ze Poissonovu ndhodnou veli¢inu s parametrem At mlZeme aproximovat pro
dostateéné velka At normalnim rozd&lenim s parametry: p = At, 6> = At.

X — N(9,9)

Pak:

P(X >10)=1-P(X <10)=1-P(X <10,5)—1- F(IO,S):I—CI{IO’S _9j =1-®(0,5)=

V9

=1-0,691=0,309

Vyhodnoceni aproximace pro tento piipad:

Aproximacni postup byl mnohem rychlejsi, vysledky obou postupt se ndm 1isi o 1,5%, coz je
asi 5% -ni chyba (0,015/0,294).

Vyklad:

Oprava na spojitost (u pravdépodobnostni funkce):
Je-li X diskrétni nahodna veli¢ina, pak:  P(X =a)=P(a—-0,5< X <a+0,5)

Hodnota 0,5 ve vySe uvedeném vztahu je didna dohodou. Teoreticky bychom mohli tuto
komplikaci vyfesit napiiklad takto: P(X =a)=P(a—03< X <a+0,2).

Obecné — oprava na spojitost:

Posouzeni vhodnosti pouZiti opravy na spojitost provddime vzdy pfi feSeni konkrétniho
ptikladu dislednym prevodem pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veliCiny na n&jakém
intervalu na vztah mezi distribu¢nimi funkcemi v piislusnych bodech.

2 Shrnuti:

V této kapitole jsme se vénovali limitnim vétam, tj. tvrzenim, kterd jsou dllezitd pro popis
pravdépodobnostnich modell v piipadé€ rostouciho poctu ndhodnych pokust..

Pro orientaci v této problematice jsme se seznamili s nékolika novymi pojmy:

Jestlize posloupnost nahodnych veli¢in X, konverguje podle pravdépodobnosti k nahodné
veli¢iné X, pak:
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ve>0: limP(X, - X|<e)=1

n—oo

Jestlize posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} konverguje k nahodné veli¢iné X v distribuci,
pak:
limF, (x) = F(x),

F(x) v tomto pfipadé nazyvame asymptotickou distribué¢ni funkci.

Velice hruby odhad pravdépodobnosti odchylky nahodné veli¢iny X od jeji stfedni hodnoty
nam umoziuje CebySevova nerovnost:

Ve>o: P(]X—EX|2£)SZ—)2(

Chceme-li odhadnout pravdépodobnost, Ze odchylka ndhodné veliciny X od jeji stfedni

hodnoty je knasobkem smérodatné odchylky (k-o), pak pouZijeme upravenou verzi
Cebysevovy nerovnosti, kdy za & dosadime k.o:

Vok>0: P(X-EX|>k o)<~

k
Konvergenci priméru v posloupnosti nezavislych veli¢in se zabyva zakon velkych ¢isel,
ktery fikd, Ze prumér nezdvislych ndhodnych veli¢in se stejnymi stfednimi hodnotami
konverguje podle pravdépodobnosti k jejich stiedni hodnoté.

Dusledkem zdkona velkych cisel je Bernoulliho véta. Bernoulliho véta fikd, Ze relativni
¢etnost sledovaného jevu konverguje podle pravdépodobnosti k jeho pravdépodobnosti. To
ndm umoZznuje experimentdlné odhadovat nezndmou pravdépodobnost pomoci pozorované
relativni ¢etnosti (viz. klasické definice pravdépodobnosti).

Konvergenci rozdéleni k normalnimu rozdéleni se zabyva centralni limitni véta, kterd ma
dv¢ diléi formulace: Lindebergovu-Lévyho vétu a Moivreovo-Laplaceovu vétu.

Lindebergova-Lévyho véta fikd, Ze pro dosti velké n ma soucet i primér ndhodnych veli¢in
se stejnym rozdélenim, stejnym prumerem a stejnym rozptylem ptiblizn€ norméalni rozdéleni:

Jestlize X, Xy, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym (libovolnym) rozdélenim,
stejnymi sttednimi hodnotami EX, = EX, =...= EX, = u a se stejnymi (konecnymi) rozptyly
DX,=DX,=...=DX, =0, pak plati:

X =YX, = X - Nugno?)

i=1

X==— 5 Nl u;—
n n

(s

Moivreova-Laplaceova véta vyjadiuje konvergenci binomického rozdéleni k normalnimu
rozdélenti:
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Necht X — Bi(n; p), pak: pro dostate¢n& velkd n: X — N(np;np(1—p))
PticemZ pomérn€ dobré vysledky dava tato aproximace v piipadé, Ze:
np(1—p)>9 nebo min{np;n(l-p)}>5

Mezi dilezité aplikace centrdlni limitni véty pak patii moZnost aproximace vybérové
relativni ¢etnosti norméalnim rozdélenim:

r-a)

p—)N(ﬂ';
n

moznost aproximace Poissonova rozdéleni rozdélenim normalnim:

Necht X — Po(/it), pak pro dostate¢né¢ velké t muzeme X aproximovat normalnim
rozdélenim s parametry: X — N(Ar, Ar)

a moznost aproximace primérného poctu udalosti za ¢asovou jednotku normalnim
rozdélenim:

Necht' Y je primérny pocet vyskytu uddlosti za ¢asovou jednotku, pak: ¥ — N (/1, ij
t

Na zavér zbyva ptfipomenout, 7Ze chceme-li dostat co nejlepsi vysledky pfi aproximaci

diskrétniho rozdéleni rozdélenim spojitym, nezapomeneme pii vypoctech na opravu na
spojitost.
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* | Otazky

Vysvétlete pojmy: konvergence podle pravdépodobnosti, konvergence v distribuci.
Co je to CebySevova nerovnost a jak ji miizeme vyuZit?

Vysvétlete zdkon velkych ¢isel s ohledem na relativni Cetnost vyskytu néjaké udalosti
v posloupnosti n pokusii (Bernoulliho véta)?

Co tika centralni limitni véta (Lindebergova-Lévyho véta, Moivreova-Laplaceova véta)?

Jak maZeme pouZit centrdlni limitni vétu k aproximaci rozdéleni Poissonova (popiipadé
binomického) rozdélenim normalnim?

Jak mizeme pomoci centrdlni limitni véty aproximovat vybérovou relativni ¢etnost?

Kdy se pouziva oprava na spojitost?
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Ly
g:

< | Ulohy k FeSeni

Farméf proddva brambory po koSich. Viha koSe ma logaritmicko-normélni rozdéleni se
sttedni hodnotou 17,80 kg a smérodatnou odchylkou 1,76 kg. Jaka je pravdépodobnost, Ze
celkova vaha péti kosti brambor bude vyssi nez 90 kg ?

Zameéstnanci jistého podniku maji narok na jeden den pln€ hrazené nemocenské mésicné.
Jestlize vime, Ze zaméstnanci si vybiraji cca 0,78 dni mésicné ( na zaméstnance ) a v

podniku pracuje 220 zaméstnanctl, jakd je pravdépodobnost, Ze si zaméstnanci piiSti
mésic budou ndrokovat vice nez 195 dni ?

V tovarn¢€ na vyrobu zarovek bylo pfi vystupni kontrole zjiSténo, Ze Zivotnost Zarovky je
(1600x250) hodin. Jak4 je pravdépodobnost, Ze vybereme-li nahodné 100 Zarovek, tak

Vv,

jejich primérna Zivotnost bude nizsi nez 1560 hodin ?

Majitel kiosku na tramvajové zastdvce odhadnul, Ze 15% zédkazniki si kupuje hamburger.
Ve stfedu nakupovalo v daném kiosku 375 zakaznika. Jaka je pravdépodobnost, Ze bylo
prodéno vice nez 65 hamburgera?

Mistni firma kompletuje pocitace PC. Primérnd doba potiebnd k sestaveni jednoho
pocitace je 35 minut. Ve firm¢ se kompletovianim se pracuje 8 hodin denné¢, 20 dni
mésicné. Jakd je pravdépodobnost, Ze piisti mésic zaméstnanci sestavi:

a) vice nez 300 pocitact

b) mezi 250 a 275 pocitaci

Firma XY se zabyvd vyrobou mobilnich telefont. 5% vyrobku je pfi vystupni kontrole
vyfazeno v dasledku vyrobnich vad. Jaka je pravdépodobnost, Ze v kontrolni sérii 500
telefonti bude:

a) mén¢ nez 30 vadnych kust

b) mezi 2.5% a 7.5% vadnych kust

Pred volbami je v populaci stitu 52% piiznivetl koalicnich stran. Jakd je
pravdépodobnost, Ze pruzkum vefejnosti rozsahu n = 1500 ukdZe nespravné prevahu
opozice?

Pravdépodobnost zdsahu leticiho cile stfelcem je 0,95. Jaka je pravdépodobnost, Ze pocet
zasahu ve 100 pokusech bude alespoii 977

Pti zdsahu jadra atomu urcitého prvku dojde s pravdépodobnosti 10% k vyzifeni jisté

Céstice.

a) Kolem jaké stfedni hodnoty bude kolisat poCet vyzarenych Castic pfi zasahu 100
jader?

b) Odhadnéte interval, v némZ se bude pohybovat pocet vyzifenych ¢dstic pfi zdsahu
100 jader s pravdépodobnosti 99,9%.
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1. 1-®(0,25)=0,401

2. 1-®(1,79)=0,037
3. 1-®(1,6)=0,055
4. 1-®(1,34)=0,090 (aplikovdna oprava na spojitost)

5. a) 1-®(1,58)=0,057 (aplikovdna oprava na spojitost)
b) ®(0,04)+ ®(1,47)—1=0,445 (aplikovdna oprava na spojitost)

6. a) ®(1,03)=0,848
b) 2-®(2,56)-1=0,99

7. 1-®(1,55)=0,061
8. 1-®(0,92)=0179

9. a) EX=10; o, =3
b) P(l1< X <19)=0,999

-219 -



