8 ODHADY PARAMETR U ZAKLADNIHO SOUBORU

@ Cas ke studiu kapitoly: 90 minut

4@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

e rozunet pojmim: bodovy odhad, intervalovy odhad
 znat vlastnosti bodového odhadu

e umdt zkonstruovat intervalové odhady pro vybrané patan
normalniho rozéeni: stedni hodnotu, rozptyl, strodatnou odchylku,
relativni ¢etnost (podil), rozdil dvou i&dnich hodnot a rozdil
relativnich¢etnosti (podit)
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Vyklad:

Nahodnou vetiinu X, jejiz hodnoty g realizaci nahodného pokusu pozorujemeiZzeme
popsat pomocitznych¢iselnych charakteristik (v souvislosti s ndhodnelicinou hovdime
casgji o parametrech zakladniho souboru (populace)pop. o parametrech rozdéleni
nahodné vetiny). K parametim zakladniho souboru fFat stedni hodnotau, rozptyl ¢?,
smerodatnd odchylkao, relativni ¢etnostn, atd... Parametry populace jsdwnstantni
hodnoty (pro ugitou nahodnou velinu).

Ve vykerovém souboru (visu ze zakladniho souboru (populace)) Ize nafislpSne
protejsky parametru populac®ika se jimvybérové charakteristiky a jejich hodnoty se
méni podle aktualniho vydru.

Prehled nejpouzivaijSich parametr populace a ipslusnych vybrovych charakteristik,
véetns jejich zn&eni je uveden v nésledujici tabulce:

Zakladni soubor | stredni hodnot | rozptyl | smérodatna odchylk podil
(populace) u (EX) o? o (relativnicetnost)
T
Vybérovy soubcr pramer vybérovy vybérové vybérova
(vybér) X rozptyl | smerodatna odchylkg relativni¢etnost
2 S P

Z pravaEpodobnostniho hlediska maji Wrové charakteristiky charakter nahodnych &isli
(na zaklad raznosti jednotlivych vybra, nelze hodnoty vydyovych charakteristik it
piredem). Kazda vylsova charakteristika ma tedy svoje rélahi pravépodobnosti, které se
nazyvavybérove rozdéleni. Zname-li vylirové rozdéleni, dokazemedhadnout prislusny
parametr zakladniho souboru.

%% Pravodce studiem

Nyni se pokusime vySe uvedenou terminologii prapopraxi. Na nasledujicim konkrétnim
piikladu se pokusime ukazat rozdil mezi &@m (parametry vydsu) a populaci (parametry
populace). Dale bychom si na tomtéikladu n®li ujasnit, pr& pottebujeme parametry
populace odhadovat:

M¢jme nap. denni produkci i (o daném pmmeru) oceldské firmy - 600 ocelovych &y.
Nasim cilem je wit sttedni hodnotu taznostic¢hto tyi.

Populace je vtomto pipact tvorena vSemi tyemi z denni produkce atstini hodnota

taznosti je jeden z paramittéto populace. Jefgimé, Zze pozadovany ukol jeig8itelny —
k jeho splgni bychom museli @it taznost vSech ty (destruktivni zkouska) a z naienych
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hodnot uéit pramér. To je v praxi neproveditelné. Jediné moze8eni je — pokusit se o
odhad tohoto parametru.

Jestlize vybereme nahotimagiklad 10 tgi (10 tyi mazeme ,oltovat’) a ukime jejich
pramérnou taznost, dujeme ptmér a je Zejmeé, Ze jeho hodnota zavisi na konkrétnim
vybéru (vybereme-li jinych 10 @, jejich ptimérna taZznost bude jin& neZ tepdchazejicim
piipadt). Paimeér je vybérovou charakteristiku denni produkce ty a je tedynahodnou
veliéinou. Proto mu niZzeme piifFadit n¢jaké rozdéleni (viz. Limitni veéty). Zname-li
rozcleni piméru, mizeme vytvéet izné Usudky o gdni hodnat Nap. dokdZzeme uit
jaké je pravépodobnost, Ze &dni hodnota lezi v nami zvoleném intervalu.

Vyklad:

V této podkapitole se dozvite, jak na zakladnalosti vykroveho souboru (a jeho
charakteristik) najit co nejlepsi odhad paraiheékladniho souboru.

Nejdrive si musime ujasnit, co si pod pojmem ,nejlepian” gredstavujeme.
Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhealametit:

* bodovy odhad kdy parametr zakladniho souboru aproximujemenjgdicislem

a

* intervalovy odhad, kdy tento parametr aproximujeme intervalem,éma s velkou
pravéEpodobnosti dany parametr lezi

O tom, ktery z vySe uvedenych odliapgouzijeme, rozhoduje konkrétni situace, v niz se
nachazime. Pokud pebujeme hledany parametr vyféddjedinou hodnotou @&tSinou

v pfipadech, kdy jej budeme pouzivat v dalSich ¥§g@ch), pouzijeme bodovy odhad.
Potebujeme-li pesrgjSi odhad, pouZzijeme intervalovy odhad, tzn., Zglerae tzv. interval
spolehlivosti.

Interval spolehlivosti (konfidenéni interval) je interval, v 8mZ hledany parametr lezi
s danou prawipodobnosti. Této pra¥godobnosti séika spolehlivost odhadu

Priklad:
90%-ni interval spolehlivosti pro 7/&dni hodnotu je interval, wmz stedni hodnota lezi
s prav@podobnosti 90%.

Je Zejmé, Zetim vysSi spolehlivost odhadu poZzadujeme, tim gitgrval spolehlivosti bude
(hledana hodnota se ¥m musi nachazet s vysSi prépddobnosti). Bohuzel to vSak ubira na
jeho vypovidaci schopnosti, jeho vyznamnost klggfvédomte si jaka je vypovidaci
schopnost informace, Ze gonérny vék vSech lidi na zemi lezi se 100%-ni spolehlivosti
vintervalu (0; 142) let.)) Proto v praxi vzdy hledd kompromis mezi spolehlivosti a
vyznamnosti
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Ozna&ime-li spolehlivost odhadu (le), paka se nazyvdladinou vyznamnosti S rostouci
spolehlivosti odhadu klesa hladina vyznamnostieshhické praxi se spolehlivost odhadu se
voli negastji 95% nebo 99% (hladina vyznamnosti tedy byva 5ban1%).

Pri konstrukci bodovych a intervalovych odlidoudeme pouzivat nasledujici pojmy:

Nech’ mame ndhodny vy (Xy, ... , %) z rozdéleni s distribdni funkciF(x,0) shneznamym
parametrem @ . Mnozinu vSech uvazovanych hodnot paramétnazyvameparametricky
prostor. Statistiku 8=T(X;, ... , %), kterd bude slouzit procély odhadu neznamého

parametrw, budeme nazyvaidhademparametruw, jeji pozorovanou hodnotu palodovym
odhademé.

,Dobry* (vérohodny) odhad musi smvat ucité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
vérohodnych odhadpati:

* nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
» vydatnost (eficience)

* konzistence

dostaténost

8.3.1 Nestranny odhad

Rekneme, Ze odhad jestranny, jestlize se jeho &dni hodnota rovna hledanému parametru

(Eé=9). Znamena to, Ze tento odhad systematicky nenaudfvoge ani nepodhodnocuje
odhadovany parametr.

Slabsi formou nestrannosti §symptotick& nestrannost Rikame, Ze odhad je asymptoticky
nestranny pokudtim Ef =6

n - oo

Priklady nestrannych odhadi:

« X je nestrannym odhadentexini hodnoty (limitni sty)

* Vybérova relativnicetnost p je nestrannym odhadem relatégihosti (podilu)t

e V piipadst ndhodného vydsu z normalniho roztleni je vykErovy rozptyl € nestrannym
odhadem rozptylw?

Je tebarici, Ze existuje mnoho dobrych odlia#teré nejsou nestranné.

8.3.2 Vydatny (eficientni) odhad

Nestrannost sama o sobezarduje, Ze je odhad ,dobry“. Radi bychom dosahli tadio,
aby bodové odhady byly rozloZzeny co #gjgji kolem odhadovaného parametru. Pokud

budeme mit dva nestranné odha@ya 5’2, vybereme si ten, ktery bude mit mensi rozptyl.
Tato vlastnost se nazywgdatnost (eficience).
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Jestlize pro dva nestranné odhaflya 6, plati D4, > D4,, potom jerelativni eficience
odhaduéﬁ?l vzhledem k odhad@2 dana podileeré’l/DéA?2 , COZ jecislo mezi 0 a 1.

Nestranny odhad, jehoZ rozptyl je nejmenSi mezinvSeestrannymi odhadyiislusného
parametru, se nazyvejlepSi nestranny (eficientni) odhad

Priklady nejlepSich nestrannych odhad:

« X je nejlepsim nestrannym odhadetieghi hodnoty (limitni sty)

» Vybérova relativnicetnost p je nejlepSim nestrannym odhadenteshosti (podilu)t

« V pripact ndhodného vydu z normalniho rozdleni je vykErovy rozptyl € nejlepSim
nestrannym odhadem rozptyte?

8.3.3 Konzistentni odhad

DalSi zadouci vlastnosti dobrého odhadu je konmsteOdhad je konzistentni pokud se
s rostoucim rozsahem wjini (n) zpresiuje, kéemuz dochazi pokud:

a) i je asymptoticky nestranny, tj.Eé - 6
b) ImD&8=¢6

n- o

Vlastnost b¥ika, Ze se s rostoucim(rozsahem vyru) rozctleni 8 zuzuje kolem hledaného
parametru.

Priklady konzistentnich odhadi:

N

. Yje konzistentnim odhaden¥stini hodnoty, protoz® X =2 .o pro n - oo

5

» Vybérova relativnic¢etnost p je konzistentnim odhadem rgaltnosti (podilu)t, protoZze

Dp:M_,Opron_,oo

8.3.4 Dostata’ny (postatujici) odhad

Odhad parametru jedostatany, jestlize obsahuje veSkerou informaci o sledovaném
parametru, kterou fiZe vykErovy soubor poskytnout. Znamena to, Ze Zadny jiagametr
neobsahuje &Si mnoZstvi informace o vgtovém souboru.

Priklady dostatetnych odhadi:

. X je dostatenym odhadem stdni hodnoty, protoze pro jeho vyb jsou pouzity
vSechny hodnoty vytového souboru (nese né§Si informaci, srovnejte naiklad
s medidnem)

» Vybérova relativnicetnost p je konzistentnim odhadem rga&tnosti (podilu)t, protoze
pro jeji vypa@et jsou pouzity vSechny hodnoty \&bvého souboru
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8.3.5 Chyba bodového odhadu

Bodovy odhad je ndhodna w#ta. | v giipadt, kdy bude bodovy odhad gplvat vSechny
vySe uvedené pozadavky jeegné, Ze jeho hodnota, vytena na zakladjednoho vykru,
bude odlisSna od skuteé hodnoty parametru populaceudiedkem této odliSnosti je tzv.

vybérova chyba (6-6), ktera utuje velikost chyby fi odhadu na zaklad jednoho
vybérového souboru. Je-li bodovy odhal nezkreslenym odhadem parametru pak

metitkem @esnosti odhadu je jeho gmdatnd odchylkay D&, pro niz setasto pouziva
nazevstiredni chyba Stedni chyba udava ,pmérnou” chybu odhail urcenych z éiznych
vybérovych souboru daného rozsahu.

V praktickych aplikacicltasgji urcujeme odhad ifsslusného parametru pomaoci intervalového
odhadu. Tento odhad je reprezentovan intervalesy Th), v #mz hledany parametr lezi
s predem ukenou pravdpodobnosti (spolehlivosti), kterou ozogeme (1e).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jak@dnostranné (dulezita je pouze jedna mez,
odhadujeme-li nagklad délku Zivota &akého zézeni, je pro nasudezita pouze dolni mez.)
nebodvoustranné

8.4.1 Jednostranné intervaly spolehlivosti

U jednostrannych intervialse udava pouze dolni mezpjTnebo pouze horni mez |
odhadu.

Je-li dana pouze dolni mez odhady {TH = ), mluvime olevostranném intervalu
spolehlivostia plati pro #j:
P(e>T,)=1-a

Interval (TD;oo) se pak nazyva 100.(1e)%-ni levostranny interval spolehlivosti pro
parametr 0.

Je-li dana pouze horni mez odhaduy (To = -0), mluvime opravostranném intervalu
spolehlivostia plati pro #j:
P(e<T,)=1-a

Interval (—oo;TH) se pak nazyval00.(1le)%-ni pravostranny interval spolehlivosti pro
parametr 0.

8.4.2 Oboustranny interval spolehlivosti

Zajimaji-li nas ob meze odhadu (dolni i horni), konstruujeme oboustyainterval
spolehlivosti. \étSinou tyto meze dujeme tak, aby platilo, Ze praggbdobnost, Ze parametr
populace lezi pod dolni mezi byla stejna jako pfpedobnost, Ze lezi nad horni mezi a byla
rovnao/2:

P(O<T,)=P(B2T,)=

N R
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Tyto dw podminky zartuji, Ze:
P(T, <0<T,)=1-a

Interval (T, T,,) se pak nazyvd00.(1a) %-ni interval spolehlivosti pro parametr 6.

Obecné metody konstrukce intervadpolehlivosti jsou zrmé nara@né. Pro naSedély se
omezime nantervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni, které jsou doie
prozkoumané (i proto se t&ksto setkame s pozadavkem na normalitu zpracovékiaist).
V pripac, Ze =zakladni soubor nema normalni ®edi, musime fistoupit Kk tzv.
neparametrickym metodam odhadu(ty vSak nejsou obsaherthto material).

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim staténym) bodovym odhademistini
hodnotyu je ptimér x. Nyni si ukdZzeme jak najit intervalovy odhaitdhi hodnoty.

8.5.1 Odhad stredni hodnotyp, zndme-Ili srérodatnou odchylku ¢

Predpokladejme, Ze sledovana nahodnéacireli X ma normalni rozdeni, jehoz rozptyls?
zname. Zvolme vy#rovy soubor z dané populace. Nécha tento vybrovy soubor rozsah n

a primer Xx.

VyuZijeme poznatku o asymptotickém reélhi piiméru (viz. Lindebergova-Lévyho ¢ta
(kap. 7.4.1)). Vime, Ze pro dostate velky rozsah vybru (n - oo) je rozcleni prtimeru
asymptoticky normalni seistini hodnotow a rozptylens?/n:

o 2
X - N(,u;a—j
n

Definujeme-li nahodnou velnu Z jako:

z=2"H X" Hpp,
o* o

n

vime, Ze Z ma normované normalni reiedi: Z - N(03)

Neclt z, az , jsou 100(%} %-ni a 1001—(%} %-ni kvantily normovaného normalniho
= 1-—

2 2
rozckleni. Pak nizeme tvrdit, ze:

- 226 -



Upravou tohoto vztahu,ipvyuziti vlastnosti symetrie normovaného norméamniozdleni

(z ==z aj pak dostaneme poZadovartyoustranny interval:
1-=
2

a
2

PIX-ZLz , <pu<x+Llrz =1-g
N

n v

Obdobré bychom mohli ukazat, devostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:
> O
P X-—=l,<ul|=1-a
[}~ <]
apravostranny interval najdeme podle vztahu:

P[/,J<Y+%Ez1_aj=1—a

n

Vsimnéte si, Zes rostoucim rozsahem nahodného vyou (n) Sika intervalu klesa, takzee
odhad zp‘esiuje (pii konstantni spolehlivosti). Naopakii fxonstantnim rozsahu vyt se
s rostouci spolehlivostiika intervalu zétSuje.

VySe uvedené intervalové odhady pouzivameejen v pipadech, kdy zname snodatnou
odchylkuo, alei v piipadech, kdy mame dostatné velky vybér (n=30) a smérodatnou

odchylku ¢ nezname V téchto pipadech Ize ve vySe uvedenych vzorcich nahradit
smérodatnou odchylkw vybérovou snérodatnou odchylkou s, aniz by tim vznikla vyznamna
chyba. (viz. 8.5.2)

%% Pruvodce studiem:

Vtomto piivodci studiem najdetepodrobné odvozeni oboustranného intervalu
spolehlivosti pro s¥edni hodnotu (zname-lis):

z=¥a/ﬁ; Z - N(02)

Plz,<Z<z a]:F(z a]—l{za]:[l—ﬂj—[ﬂjzl—a
2 ) ) 2 2) \2
Pl-z ,<Z<z a] =1l-a
1-2 1-2
2
Pl-z <X "Hah<z =1-q
-2 o -2
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- O <~ g
Pl-X-Lz  <-pu<-x+Lz =1-a
,/n 1-— n l—j
PAIX+-Lz su>x-Lz =1-a
Jn = n 1—5
PIX-Lz , <pu<Xx+Lrz =1-qa
Jn 1 n 1—5

Vyklad:

8.5.2 Odhad stredni hodnotypu, nezname-li snérodatnou odchylku o

V praxi se ¥tSinou setkavame s tim, Ze &adatnou odchylkws nezname. Pokud nemame
ani dostatéeny rozsah vybru (n230), nemizeme pouzit vySe odvozené intervaly

spolehlivosti pro $edni hodnotu. Je i v takovéntipad® mozné najit intervalovy odhad
stredni hodnoty?

S ohledem na zadani vezmemetoghodné vyBrové rozéleni — tel’ to bude takové, které
neobsahuje a @ritom z rgj miZzeme ziskat interval spolehlivosti ptoz kapitoly 6.10. vime,
Ze nadhodna valina definovana jako.

Tn—l = X_lull/ﬁ

S
ma Studentovo t rozteni s (n-1) stupni volnosti.
T4 -t
Z toho plyne, Ze iiveme zapsat nasledujici prépddobnost:

Pt, <T.<t, =l-a

—,n-1 1-—,n-1
2 2

kdet, ;t

jsou @islusné kvantily Studentova ro#dni sn-1 stupni volnosti.
- -1
2

1(1

Upravou tohoto vztahu, ip vyuziti vlastnosti symetrie Studentova  rélmhi

(ta T _tl-ﬂ n_lj pak dostaneme pozadovasiyoustranny interval:
> ,
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Obdobré bychom mohli ukdzat, Aevostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:
PIX-20  <ul|l=1-a
\/ﬁ 1—%,n—l

apravostranny interval najdeme podle vztahu:

— S —a
P[,U<X+ﬁ[ﬂl_gvn_lj—l a

Vime, Ze pron - o (vysoky p@et stugi volnosti, v praxi pro »r30) se Studentovo t
roz&kleni blizi normovanému normalnimu ré#ehi. Pro &30 tedy niizeme kvantily
Studentova rozfleni nahradit kvantily normovaného normélniho edi a pak vztahy pro
urceni interval spolehlivosti sedni hodnoty v{fipact neznameé semodatné odchylky
prechazeji ve vztahy pro deni interval spolehlivosti sedni hodnoty v{fipack znamé
smerodatné odchylky, v nichZz sfrodatnou odchylku aproximujeme Wrovou snérodatnou
odchylkou.

Redeny riklad:

Utvar kontroly podniku Edison testoval Zivotnost giék. Kontroldi vybrali z produkce
podniku nahod& 50 Zarovek a dosli k zéku, Ze pimérna doba Zivotagthto 50-ti Zarovek je
950 hodin a HsluSna vybrova snérodatna odchylka doby Zivota je 100 hodin¢éte 95%-
ni interval spolehlivosti Zivotnosti Zarovek firnBdison.

Resent:

Chceme najit 95%-ni interval spolehlivosti préedhi hodnotu Zivotnosti Zarovek firmy
Edison, picemz nezname sirodatnou odchylku Zivotnostétchto Zzarovek. Mame k dispozici

informace pochazejici z vytu o rozsahu 50 Zarovek, tj. rozsah &ybje vysSi nez 30 a proto

k nalezeni fsluSného intervalového odhaduubeme pouzit nasledujici vztah (jde o
intervalovy odhad s¢dni hodnoty pro zname kde jsme polozils=s) :

= S = S
PIX-—0 ,<u<X+—[0, =l-a
( vn o vn 13]

Spolehlivost intervalového odhadd:— a = 095
= Hladina vyznamnosti: a=1-095= 005

a a
= —=0025 1-—=0975
> 023 > 9
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= Zy97s =196  (viz. Tabulka 1)

Vybérovy soubor: x=950hodin

s=100hodin
n=50
100 100
Dosadime: P 950——Eﬂ,96<,u<950+—DL96) =095
( V50 V50
Po Upra¥ dostavame: P(9223< < 9777) =095

Tzn., Ze s 95%-ni spolehlivostitizreme tvrdit, Ze Zivotnost Zarovek firmy Edison sbybuje
v rozmezi 922 hodin 18 minut az 977 hodin 42 minut.

Redeny riklad:

Obchodnirettzec TETO si v dubnu 2006 zadal studii tykajici sétyp zakazniku v prodefn
TETO Poruba v patek odpoledne (od 12:00 do 18:@@hrh Po jednom #sici sledovani
prodejny jsme ziskali tyto Udaje:

Datum Pocet zakazniki v TETO .Poruba
(12:00-18:00) hodin
2.5.200( 375¢
9.5.200( 2987
16.5.200i 304z
23.5.200! 420¢
30.5.200! 3597

a) Objasrte, pr@& jsme neziskali vyirovy soubor o rozsahu alesp80 hodnot a jaké jsou
dusledky volby vyléru o malém rozsahu.

b) Urcete pro managmerietzce TETO 95%-ni interval spolehlivosti ggo zakazniku v
prodejré TETO Poruba v patek odpoledne.

Resent:

ada) Pro ziskani vyéru o rozsahu minimat30 hodnot bychom museli danou prodejnu
sledovat minimalé 30 patku (tj. déle nezaproku), coz by vedlo jednak k zvySeni
finaneéni nar@nosti studie, jednak bychom museli dloutekat na vysledky. Zthto
davodu jsme zvolili menSi rozsah Wi (n=5) odpovidajici ¥sicnimu sledovani
prodejny. Nevyhodou malého rozsahu &b je nizka pesnost odhadu (paimé
Siroky interval).

adb) Urc¢ujeme intervalovy odhad isdni hodnoty s neznamou &wodatnou odchylkou a
malym rozsahem vyiou, proto pro jeho vypget pouzijeme nasledujici vztah:
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vl S vl S
PIX->0, <u<xX+—>0, =1-a
( \/ﬁ -7 01 \/ﬁ 1—2,n—1j

Spolehlivost intervalového odhadd:— a = 095
= Hladina vyznamnosti: a=1-095= 005

a a
= —=0025 1-—=0975
> 023 > )
= toers4 = 278 (viz. Tabulka 2)

Vybérovy soubor:

er
5
X
izzl: ' 3756+ 2987+ 3042+ 4206+ 3597
5 5

X=

=35176

N —\2
) le(x - _ (3756-35176)° +...+ (3597- 35176)°
g° = =

=2611913 = s=5111

n-1 4
n=5
Dosadime: P(3517,6 O 78< < 35176+ 21 EQ,?S] = 095
5 J5
Po Upra¥ dostavame: P(28822< 1 <41530) =095

Tzn., Ze s 95%-ni spolehlivostitdeme tvrdit, Ze navdtnost TETO Poruba se v libovolny
patek v odpolednich hodinach bude pohybovat v raz2@82 az 4153 zakazriik

Vyklad:

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim astatgnym) bodovym odhadem
rozptyluc? je vybsrovy rozptyl 3.

Intervalovy odhad rozptyls? se hleda jinak vifpact Ze zname #dni hodnotu populace
(zakladniho souboru) a jinak, kdyZ tutdesini hodnotu nezndme. ProtoZze znalostdsi
hodnotyp pii neznalosti rozptylw? neni ili$ redlnd, omezime se pouze na drufigau.

Predpokladejme, Ze sledovana nahodn&iveli X ma normalni rozdleni. Zvolme vykrovy
soubor z dané populace. Néaha tento vybrovy soubor rozsah n a vittovy rozptyl $.
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Z vlastnosti rozéleni Chi-kvadrat (kap. 6.9) vime, Ze definujemstlinahodnou vetinu y
jako:
(n-1)s?

AP

pak ma tato nahodna viha rozaleni Chi-kvadrat s (n-1) stupni volnosy. —» x>,

Z toho plyne, Ze iiveme zapsat nasledujici prépddobnost:

a

kdex, ;x
E,n—l

jsou @islusné kvantily? rozdsleni sn-1 stupni volnosti.
n-1

Upravou tohoto vztahu (pozor, rageni 2 neni symetrické) pak dostaneme pozadovany
oboustranny interval:

Obdobré bychom mohli ukdzat, Aevostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P[M ¥ < 02] =1-a
X:L—a,n—l

apravostranny interval najdeme podle vztahu:

P(JZ <@E§j =1-a

a,n-1

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim astatgnym) bodovym odhadem
smérodatné odchylky je vykérova snérodatna odchylka s.

Intervalovy odhad simodatné odchylkys najdeme snadno ssomime-li si, Ze sirodatna
odchylka je odmocninou z rozptylu. Staedy upravit intervalové odhady pro rozptyl.
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Opst predpokladejme, Ze sledovana nahodnaciweli X ma normalni rozdeni. Zvolme
vybérovy soubor z dané populace. Néaha tento vybrovy soubor rozsah n a w§tmvou
smerodatnou odchylku s.

Oboustranny interval spolehlivosti u¢ime jako:

Obdobrt je levostranny interval spolehlivosti vymezen vztahem:

P{ -1 ES<UJ=1—0

Xl—a, n-1

apravostranny interval najdeme podle vztahu:

Redeny riklad:

Automat vyrébi pistové krouzky o danéniiperu. Fi kontrole kvality bylo nahodhvybrano
80 krouzki a vypatena smrodatna odchylka jejich pméru 0,04mm. Odhadie 95%-ni

levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl a &odatnou odchylku @méru pistovych
krouzka.

Resen:
Nejdiive najdeme 95%-ni levostranny interval spolehlivpso rozptyl. Pro jeho nalezeni
pouZzije nasledujici vztah:
p| (1=Y) e g |21y
Xl—a,n—l

Spolehlivost intervalového odhadd:— a = 095
= Xo0579 U 604 (viz. Tabulka 3)

Vyberovy soubor: s =(004)* =0,0016mn?
n =280
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Po dosazeni: P ﬁ[ﬂ),0016< o’ | =095
604

P(0,0021< %)= 095
Jednoduchou Upravou pak ziskame 95%-ni levostraeryal spolehlivosti pro sénodatnou
odchylku:

p(/00021< 0)= 095
P(0p46< o) = 095
S 95%-ni spolehlivosti tedyiheme tvrdit, Ze rozptyl gméru pistovych krouzk je wtSi nez

2,2.10° mn¥ (resp., ze s 95%-ni spolehlivosti je &adatnd odchylka gméru pistovych
krouzkii vétsi nez 4,6.18 mm).

Vyklad:

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim astatgnym) bodovym odhadem
relativnicetnostin je vybirova relativnicetnost p.

Jsou-li splgny podminky Moivreovy-Laplaceovyéty (n=30, pog. nlp E(l— p)>9), pak
zname rozdeni relativni¢etnosti (podilu) (viz. kap. 7.5.1):

Je-li nahodné valina X definovana jako:

__p-n__ p-n o
i [ B e

pak méa nahodna velha X normované normalni rogeni: P, - N(01)

Neclt z, az , jsou 100(%} %-ni a 1001—(%} %-ni kvantily normovaného normalniho

= 1-—
2 2

rozckleni. Pak nizeme tvrdit, ze:
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Upravou tohoto vztahu,ipvyuziti vlastnosti symetrie normovaného norméamniozdleni

(z ==z aj pak dostaneme poZadovariyoustranny interval:
1-=

N
Pl p- [T~ 7 ﬁ_njga<n< p+ (L= ) ﬁ_ﬂjﬁa =1-qa
n oY n =

Uvazime-li, Ze pro dostate¢ velké vylEry mizeme relativntetnost aproximovat vyoovou
relativnicetnosti (viz. Bernoulliho &ta), mizeme tvrdit, Ze:

P(p—‘/—p (L~ p) [z ,<m<p+ /—pfﬁ— pjﬁ aj -1-q
n -7 n -2
2 2

Obdobré bychom mohli ukazat, devostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P(p— plT_p[zH <71j =1-a

apravostranny interval najdeme podle vztahu:

p(,K o+ [PIE-P) QH] g
n

Reseny riklad:

P kontrole data spétby ugitého druhu masové konzervy ve skladech pradukasného
pramyslu bylo nadhod# vybrano 320 konzerv a zj&to, Zze 59 z nich ma proslou zéni
Ihatu. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro odhadcpnta konzerv s proSlou zéni
Ihttou.

Resent:

Pro nalezeni 95%-niho intervalu spolehlivosti petativni ¢etnost pouzijeme nasledujici

vztah:
F{p_ [pdi-p) <m<p+ POLZP) f-p) J —1-a
n 1‘5 n 1—E

Spolehlivost intervalového odhadd:— a = 095
= Hladina vyznamnosti: a=1-095= 005

a a
= —=0025 1-—=0975
> 023 > 9

= Zy9s =196  (viz. Tabulka 1)
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59

Vybérovy soubor: =—[1018
yberovy p 32C 1
n=320
Po dosazeni:
018[{1- 018) \/O;LSE(l— 018)
P 018-,——>—"+ 6<m< 018+, —>+—"—2 6 = 095
( . \/ 320 3 o 320 13 P
P(0138< < 0222) =095

S 95%-ni spolehlivosti iZeme tvrdit, Ze mezi masovymi konzervami se v dams&mdu
nachazi mezi 13,8% a 22,2% konzerv s proslowrathitou.

Vyklad:

Jest pred zahajenim vysového Sdtni musime stanovit velikost Witového souboru.
Ukazali jsme si, Ze velikost vglu ma gimy vliv na gesnost odhadu parametzakladniho
vénovaném studii pro obchodiéttzec TETO jsme si vSak také ukazali, Ze ekonomické a
casové dvody nads mnohdy nuti volit rozsah ¥h co nejmensi. V praxi proto hledame
kompromis, ktery pro poZadovanouepnost vyp&u povede k co nejmenSimu rozsahu
vybéru.

PoZadovanou fpsnost vyp&tu vyjadujeme pomoci tzv. maximalnpiipustné chyby
odhadu A. Jde o hodnotu, o kterou jsme ochotni se zmylit bpsute&éné hodnat

odhadovaného parametrdi glané spolehlivosti odhadu (hladirvyznamnosti). Hpustna
chyba odhadu je rovna polo¥isirky oboustranného intervalu spolehlivosti.

8.9.1 Rozsah vykEru p¥i odhadu stredni hodnoty

Obdobre jako @i hledani intervalu spolehlivosti proistini hodnotu, musime i zde rozliSit
dva pgipady: situaci kdy zname snodatnou odchylku populace a situaci, kdy tuto
smérodatnou odchylku nezname.

a) Znameo

Oboustranny intervalovy odhad je dan vztahem:

Vi g v g
Px-L , <u<x+Zz,| =1-a
( Jn o Vn 1_2j

- 236 -



Prislusny intervalovy odhad tedyireme vyjadit ve tvaru:

- O > . O >, O
X-——  X+—=0IF , |=| Xz—=[1*,
( vnoo Vn 1‘zj ( vn l_zj
Polovina siky oboustranného intervalu spolehlivosti a tetippstna chyba odhadi je:

r=2rz,

\/ﬁlz

PoZadujeme-li, abyifpustna chyba odhaduA dosahovala ip dané spolehlivosti odhadu
maximalre urcité pripustné hodnoty, pak rozsah ¥yb utime jako funkci této chyby:

b) Neznameo

Obdobrg jako v gredchazejicimippadt bychom mohli ukazat, Z&ipustna chyba odhadu je:

A:i[ﬂ

\/ﬁ 1—%, n-1

Pripustna chyba odhadu je vtomteigad nejen funkci hladiny vyznamnosti a rozsahu
vybéru, ale zavisi také na vytové snérodatné odchylce, kterou ¥ipads, Ze je& nemame
stanoveny vylr, nezname. Jeji hodnotu tedy musime odhadnoutyKdbv se za timto
Ucelem provadi tzvpredvybér, tj. vybér o malém rozsahuinz rehoz vyp@teme vykérovou
odchylku g, kterou povazujeme za odhad w¥§tvé snérodatné odchylky s. Pak dime
minimalni rozsah vy#ru Upravou gislusného vztahu:

Po zjis&ni pozadovaného rozsahu n pakstioplnit pedvyker o chykgjicich (n-n) prvka a
intervalovy odhad pak provést z Wh o rozsahu n.
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8.9.2 Rozsah vykEru p¥i odhadu relativni ¢etnosti (podilu)

Oboustranny interval spolehlivosti je dan jako:

(p_ [pl-p), ., [PH=P), ]
n 1‘5 n 1‘5

Polovina siky oboustranného intervalu spolehlivosti a tetippstna chyba odhadi je:

NS CE I
n 1‘5

Vidime, Ze pipustna chyba odhadu zavisi tentokrat naéugle relativnicetnosti, kterou
nezname. Nemame-li Zadné informace oévgté relativnicetnosti, nizeme dale postupovat
dvéma zgmisoby:

a) Provedemepiedvybér, z rthoz vypa@&teme vykrovou relativni cetnost p, kterou
povaZzujeme za odhad Wfové relativni¢etnosti p. Pak @fme minimalni rozsah vyiou

Gpravou pislusného vztahu:
Az [P Py t-p), .
n =

Po zjiseni poZzadovaného rozsahu n pakéstdoplnit geedvykér o chyljicich (n-n)
prvki a intervalovy odhad pak provést z ¥ o rozsahu n.

b) Druhou moZnosti je odhadnout \¥bvou relativnicetnost nejhor§i moznou variantou, tj.
maximalni hodnotou rozptylu p.(1-p), které je desazpro p = 0,5.

Redeny riklad:

Vybérovym Setenim bychom chti odhadnout pimérnou mzdu pracovnik urtitého
vyrobniho od¥tvi. Z vycerpavajiciho Séeni, které probihalofpd rékolika mesici, vime, Ze
smérodatna odchylka mezd byla 750¢:KO0dhad chceme provést s 95% spolehlivosti a jsme
ochotni gripustit maximalni chybu ve vySi 50,eKJak velky musime provést Wb abychom
zajistili pozadovanouipsnost a spolehlivost?

Resent:

Chceme odhadnou rozsah ¥ pro intervalovy odhad igdni hodnoty zname-li
smérodatnou odchylkuc (vycerpavajici Séeni = zkoumani celého zakladniho souboru

(populace)).
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1-a=095=q = 0,05:1—%: 0975

Z,975 =196 (Tabulkal)
o =750K¢
A <50K¢

Rozsah vybru odhadneme v tomtdipadct podle vztahu:

Po dosazent:

750 ?
n=|—— 6
[50 Dl'gj

n=8644

Chceme-li dosadhnoutipustné chyby ve vysi maximab0,- K&, musime pro nalezeni 95%-
niho intervalového odhadu provést ¥gdvé Seteni na souboru o rozsahu minimAld65
pracovniki.

Vyklad:

Na z&e¢r této kapitoly si je$t ukdZzeme jak najit intervalové odhady pro rozdiédnich
hodnot dvou populaci a pro rozdil relativnéginosti dvou populaci.

V praktickych gipadech ¥tSinou nedokadzZzemergsré urcit parametry zakladniho souboru
(populace). K jejich odhadu pouzivame charaktéasprislusnych vybrovych souboru —
vybérové charakteristiky.

Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhealametit:

* bodovy odhad kdy parametr zakladniho souboru aproximujemenjgdicislem

a

* intervalovy odhad (konfidertni interval), kdy tento parametr aproximujeme maem,
vnémz parametr lezi sdanou prapddobnosti. Této pra¥dodobnosti fikame
spolehlivost odhadua oznédujeme ji (1¢), a nazyvamenladinou vyznamnosti

,Dobry* (vérohodny) odhad musi smvat ucité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
vérohodnych odhadpati:

* nestrannost(nevychylenost, nezkreslenost)
» vydatnost (eficience)
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* konzistence
+ dostata&nost

V praktickych aplikacich¢asgji nez bodovy odhad, tujeme intervalovy odhadislusného
parametru. Tento odhad je reprezentovan intervédlenTu), v €mz hledany parametr lezi
s predem uéenou pravdpodobnosti (spolehlivosti), kterou ozogeme (1e).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jalkednostranné nebo dvoustranné V nasledujici
tabulce najdete fghled intervalovych odh&dpro parametry normalniho roddni wetns

pouzitych vykrovych charakteristik.

Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

Odhadovany Vhodna Rozdéleni | Meze oboustranného intervalu| Dolni mez Horni mez
parametr vybérova vybérové spolehlivosti levostranného| pravostranného
charakteristika char. intervalu intervalu
spolehlivosti | spolehlivosti
To TH To TH
[, Zndmeo Y X-2 X+ 2 x-Z X+ L
23| N . 7 g Jn e T
M, _X- X-Sn X+ X-Sq X+ 2
neznames Toa . B/7 tos n 1_%”_1 n 1_%"1_1 \/ﬁ 1-a,n-1 \/ﬁ 1-a,n-1
—1)2 2 - - - -
2 -1k I (-1 . -1 -7 -7
c 02 X a Xa Xl—a n-1 Xa n-1
1—,n-1 E'n_l d )
intervalovy odhad je odvoze n-1 n-1 n-1 n-1
G z intervalového odhads? s » s N s N s
1_2 n-1 E,n—l 1-a,n-1 'a,n-1
2 2
__p-n pli-p plfi-p - p) pd-p)
P = &/n - z + z _|P p +
n b A7) N(0;1) P n -9 P n e | P \/ - ge n b

Vi s

mnohdy nuti vollt rozsah vyiou co nejmensi. V praX| proto hledame kompromisykipro
pozadovanou fesnost vypétu (piipustnou chybu odhaduA) povede k co nejmensimu
rozsahu vybru.

Odhadovany parameti Rozsah vylE#ru
U, Zzramec o 2
nz|—Lz ,
A =
i, neziameo 2
n= (i i, j
A 1—E n-1
Tl —
n> pl[( . pl)liza
i
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* | Otazky

Objasrete rozdil mezi zakladnim souborem (populaci) aswglym souborem.
Jaké znate Zsoby odhadu paraméteakladniho souboru ?

Vysvétlete co je to ,dobry” odhad (vystlete pojmy: nestrannost, konzistence, vydatnost,
dostaténost).

PopiSte obeah oboustranny (levostranny, pravostranny) 10@x(B6-ni interval
spolehlivosti pro gjaky paramets.

Najdkéte oboustranny interval spolehlivosti prdesini hodnotu: pii zvolené hladig
vyznamnosti o, pro zadany nahodny v§b z normalniho roz&leni, jehoz rozptyl

o’zname (resp. nezname).

Najdkte oboustranny interval spolehlivosti pro rozpt¥lpii zvolené hladia vyznamnosti
a, pro zadany ndhodny v§bz normalniho rozgeni.

Najdkte oboustranny interval spolehlivosti pro &odatnou odchylkuc pii zvolené
hlading vyznamnosti, pro zadany nahodny v§bz normalniho roztleni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro relativigitnost (podil)z pii zvolené
hlading vyznamnosti, pro zadany nahodny v§tbz normalniho roztleni.
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Ulohy k reSeni

Nahodny vylr péti stati USA ma nasledujici rozlohy (v 10@6veresnich mil):
147, 84, 24, 85, 159
Vypoctéte 95% interval spolehlivosti proistini rozlohu kazdého z 50-ti staiSA.
V nahodném vyéru cipu vyrakinych velkou setovou spolénosti 10%c¢ipa nevyhovuje

novym pozadavikm na kvalitu. Sestrojte 95% interval spolehlivgst podil¢ipa (v celé
produkci spolénosti), které nevyhovuji dané nognjestlize rozsah vyiou je:

a) n=10
b) n=25
c) n=50
d) n=200

Pro realizaci rozsahlého Beni o diferenciaci mezd ve velkémupryslovém podniku
musime velmi rychle ziskat ditou predstavu o pimérné odchylce mezd. Z celkového
poctu 5.000 zardsstnand jsme jich nahodhvybrali 30 a uili pramérnou mzdu 9.450,-
K¢ a smérodatnou odchylku ve vySi 1.200¢&K V jakém intervalu lze s 95%
praviEpodobnosti  dekavat smrodatnou odchylku mezd vcelém podniku?
Predpokladame, Ze ro&léni mezd v zakladnim souboru vSech pracavrpkdniku je
normailni.

Jaky minimalni rozsah vybu pro odhad podilu chybnzitovanych polozek musime
navrhnout, chceme-lifp90% spolehlivosti zajistit ffjpustnou chybut 3 %. O mozném
podilu chybnych poloZek nemami provadném auditu Zadnou informaci

. Hypermarket Hyper chce pro zkvaktr sluZzeb poskytovanych zakaziik zkratit dobu
jejich ¢ekani u pokladen. Nahoéibylo vybrano 10 zakaznika byla znéiena doba jejich
¢ekani u pokladny fedpokladame normalitu roZéni dobcekani). Vysledky Séeni (v
sekundéch): 310, 225, 390, 265, 358, 255, 170, P63, 240.
a) Vjakych mezich Ize s pragdodobnosti 0,95 d@kavat pémérnou dobu éekani
zékaznika na obsluhu (v minutach)?
b) Jaka je horni hranice dolkgkani, ktera nebude s prapddobnosti 0,95fkraiena?

Agentura provagici prizkum véejného migni planuje Séeni, na zaklaglkterého chce
odhadnout, kolik procent vali podporuje sotasnou viadni koalici. fe¢dpokladejme (v
praxi tomu tak ovSem neni), Ze jsou dotazovani raylii zcela nahodn Kolik
dotazovanych by #to byt do vylEru zaazeno, jestlize si vedeni agentutgjp, aby se
odhad z vybBru neliSil od skuténého podilu fiznivci koalice o vice nez 3%? (Volte
hladinu vyznamnosti 0,05.)

Z 90 zkouSek meze kluzu konsttumk oceli z produkce ité ocelarny byl vypéten
vybérovy primér 251,34 MPa a vyisovy rozptyl 319,48 MPa Najdte 80% intervaly
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=

spolehlivosti pro $edni hodnotu a sénodatnou odchylku meze kluzu. (zéedpokladu
normality dat)

Agentura STAT udava, ze v lednu 1999 byla v populaské republiky 30%-ni podpora
CSSD (1000 respondenta g prizkumu v kwtnu 1999 (1600 respondéhtzjistili
pouze 25%-ni podporu této strany. Na zaklddétnového piizkumu winte 90%
intervalovy odhad ohledrprocentuélniho zastoupeni w@iCSSD v celé populaci.

P(319< 1 <167,7)=0,95

a) P(- 0086< < 0286)=0,95
b) P(- 0018< < 0218 =0,95
c¢) P(0017<m< 0183=0,95
d) P(0058< < 0142)=0,95

VSimnéte si, Ze rostouci rozsah Wh vede k zpesiovani konfidetiniho intervalu

P(95570K¢ < 0 <16132K¢) = 0,95
n=7517=n=752

a) P(2091< u<3165)=0,95
b) P(3019 < )= 095

n=10671= n=1068

P(24891< < 25377)=0,80, P(1634< o < 1981)=0,80

P(023< < 025)=0,95
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