5. Néktera dilezita rozdéleni pravdépodobnosti

5.1. Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

@ Cas ke studiu kapitoly: 50 minut

"'E Cil Po prostudovéani tohoto odstavce budetétum

» charakterizovat Bernoulliho pokusy a z nich odvez@dnotlivé typy
diskrétnich rozéeni: binomické, geometrické, negatéinomické

e charakterizovat Poissm proces a zd& vychazejici Poissonovo
rozcleni

* popsat vzajemnou souvislost mezi diskrétnimi éeadmi

VYKLAD

o

Existuje mnoho tyf diskrétnich ndhodnych veéin. My si nyni shrneme zakladni poznatky o
téch nejleznejSich.
Bernoulliho pokusy:
» posloupnosnezavislychpokusi majicich pouze 2 mozné vysledky (udalost nastane-
nenastane; ugph-neuspch; pogipad 1-0)
» pravdEpodobnost vyskytu udalosti (ismhu)p je konstantni v kazdém pokuse

Binomicka nahodna veltina:
X - B(n p)
pocet vyskyti udalosti (Uspcha, jedniéek) v posloupnosti ,n“ nezavislych pokus

P(X=k) =(:ka(1— P 0<ks<n

EX = ZKEP(X K) ;)k - _k)lkl p* - EDZ( _(E)'[Cllz l)IEpk_lm_ D)™ = np

DX = EX¢ — (EXY



EX? = ikz [P(X =K) =Zn:k k-1 0—" P - p)™* + EX =
k=1 k=1 (n—k)'i!

_ _ 2 N (n-2)! k-2 1 _ Nk —
=nin-y ot A o -y EX
=n[{n-1)[p*+nCp=(np)*-np’ +np

DX = EXe — (EXf=n.p.(1 - p)
Z nasledujiciho obrazku je patrné, Ze rozptyl gximalni prop=0.5
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Priklad:
Ne¢které giklady demonstrace pragpodobnostni funkce binomického rékehi pron = 14
pokusi jsou znazorény na nasledujicim obrazku. VSigme si, Ze pokug roste, rozdleni se
posouva k vy3§im hodnotam na x-ové ose. Dale, ppkad5, rozcleni je symetrické okolo
hodnoty7.5.
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Geometricka nahodna vekina:

X - G(p)
G(p) ...pccet Bernoulliho pokus do prvniho vyskytu udalosti (Usghu) Wwetng ngj

P(X=k)=p@-p)"lsk<o
EX = ZkEP(X k) ZkEbE{l p)“-pDZkE(l p)“-p Z(-p)J

PoznamkaV predposlednim vyrazu ndjgte séteme danou geometrickdadu a posléze derivujeme.

Tedy stdni hodnota pitu pokus: do prvniho Usfchu je gevracené hodnota prasgbdobnosti
UspEchu v kazdém pokuse, coz znamena, Ze pokud 10%spakasg@sSnych, pak pdebujeme
pramérné 10 pokusd k tomu, abychom dosahli G&ghu.

DX = EX? - (EX)? = 1;2'0

Odvozeni:
E(X?) =) K p@-p)*
k=1
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Z ¢ehoz po dosazeni dostavame vztah pro rozptyl.

Priklad
Nekteré giklady geometrického rozteni pro fizné hodnoty jsou ilustrovany nize.

Z odvozeného vztahu vyplyva, Ze s klesajici p¢paodobnosti vyskytu ugphu
rozptyl vziista.
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Negativné binomicka nahodna veltina

X = NB(k, p)--- pocet pokus dok-teho vyskytu udalosti (Usphu) &etre tohotok-tého vyskytu.

-1
P(X :”):(E-ka @-p"™ ksn<e

Negativni binomickondhodnou vetinu si mizeme pedstavit jako sotet nezavislychk
geometrickych ndhodnych vei:

W - G(p);l<i<k

E() =Y EM) =

k
D(X) = z D (W) = k(1_2p)
i=1 p
Priklad:
Nasledujici obrazek ilustrujekteré giklady NB rozéleni prok = 3 a tizné hodnotyp.
Pokudp je v blizkosti hodnoty).5, NB rozdleni ma jednoduchy modus pobliz hodnoty
5. Tento modus se vzdaluje &@m od pdatku a gitom se jeho prawgpodobnostni
hodnota zmenSuje, pokup klesa, coz znamendist rozptylu pro klesajicp. NB
rozdéleni mé podobny tvar jako geometrické réledi pro velké hodnotp.
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Poznamka

Porovnani binomického a NB rozdleni.

Ackoliv se mize na prvni pohled zdat, Zecotozleni maji podobnou pragdodobnostni
funkci, existuji vyznamné rozdily:

Binomické rozdleni

P(X = k) = @ p“d-p)™0<k<n

V tomto vztahu je&k ndhodné a deterministické.

Negativig binomické rozdleni

-1
P(X =n) =(E_ka L-p)"ksn<w

V tomto vztahu jer nahodné & deterministicke.

Poissoniiv proces

Poissofiv proces je dalsi z obecnych madsthémat shyu dat, ktery ma Siroké vyuziti v praxi.
Lze ho chapat jako zobesii Berhoulliho posloupnosti pokius/e spojitéméase. Poissatv proces
popisuje vyskyt nahodnych udalosti n&jakém pevnémcasovém intervalu. Poissiwm proces
predpokladd, Zeychlost vyskytu udélosti je konstantniv praibéhu celého intervalu (nebosjaké
vymezené prostorové oblasti). DalSivegpokladem jmezavislostudalosti.
A ... lambda-

rychlost vyskytu udalosti (je @ma pravdpodobnosti vyskytu jedné udalosti za jednatkau)

Poissofiv proces popisuje udalosti, které se vyskytnou déhor pribéhu rgjakého
intervalu nebo v &aké prostorové oblasti.



Obecnym nazvem pro takové procespgelovy procesPoissofiv proces je specialnitipad
bového procesu.

Priklady:
+ poget student vstupujicich do budovy VSB TUO od 8:00 do 9:0@ho
* pocet pacieni oSetenych khem dopolednich ordigaich hodin
* pocet mikrodefekl v zadaném vzorku materialu, atd.
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Udalosti #2  ~~°°°° oo Woooe- Wrooommmmmmmmemes WMo

Udéalosti #3  A--A-------- Y S A-------- A-A-A---A-A---
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Poissonovo rozdleni pravdépodobnosti

« Jak vypada pravdépodobnostni funkce a zakladni¢iselné charakteristiky Poissonova
rozdéleni ?

X - P(At)

UvaZzujme Poiss@m proces, ktery je pozorovan wviehu casut. Pedpokladejme, ze
rychlost vyskytu udalosti j& Potom pravébodobnost vyskytu udalostéiem intervalu od 0
do t bude urrna hodnat At. Nyni rozdlime intervalt nan subinterval stejné deélkyt/n.
Vyskyt udalosti v kazdém #Zdhto intervalh bude nezavisly a prawdodobnost vyskytu
udalosti Bhem jednoho tohoto malého intervalu budeédma hodnat 4 t/n. Pokudn je
dostateén¢ velké cislo, pak délka intervalu t/n bude dostate¢ mala natolik, ze
pravdpodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v tomitervalu je tém¥ nulova a
pravdpodobnost vyskytu jedné udalosti je &mmait /n. Potom prav&podobnostni rozileni
poctu udalosti vyskytlych &em celého intervalu délky bude mozno aproximovat
binomickym rozdlenim s parametrg ait /n . Tedy,

- (2]

Po provedeni limity dostavame,



lim (nj(ﬁjk(l_ﬂj _ (At) im n! (kﬂj"_k _ (Atye™
n-e (kAN n k! nee (n=-k)In n k!

neba’ cely prvni zlomek s faktoridly mé po vykraceniitiml. TakZe miZzeme vyjadt
pravdpodobnostni funkci Poissonova rékhi jako:

P(X =k) = - 0<k<o

(At) —At
ki

Snadno se fizeme peswdCit o splreni normaliz&ni podminky,
0 0 k -
z P(X - k) - z (At) e —Atz (At)
k=0 k=0 kl

Vypocet stedni hodnoty:

E(X)= ZKP(X K) = ZK(’”)ke_M_Atz(’ztk)kll)'M_/n
Dale,
2 (/]t)k N _
E(X?) = Zk P(X =k) = Zk(k = +E(X) =

- (1) kzz("(tz 2)_' At = (M) At

Pro rozptyl pak dostavame,
D(X)=E[(X-E(X)*)=E(X*)-(E(X))* =1t

Cili zajimavost tohoto roztleni spa@iva v tom, Ze $edni hodnota je stejné jako rozptyl.
Priklady

Obrazek ilustruje fpklady Poissonova rozteni pro fizné hodnotyl , pii t=1.
Poznamenejme, Ze pAo= 9 je rozdleni téngi symetricke.
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Obrazek: Pravtpodobnostni funkce Poissonova réedi pravépodobnosti



5.2. Spojita rozckleni pravdépodobnosti

@ Cas ke studiu kapitoly: 50 minut

"‘E Cil Po prostudovani tohoto odstavce budetétum

e charakterizovat jednotlivé typy spojitych rakehi: exponencialni,
Gamma, Weibullovo

* popsat jejich vzdjemnou souvislost

VYKLAD

o

» Jak vypada zakladni popis pro exponencialni, Gamma Weibullovo rozdéleni ?

Exponencialni rozdleni

T - EWN)

T = doba mezi udalostr

Cas vyskyti udalost

T ma exponencialni rozteni

Popisuje nahodnou veéinu T ... dobu do vyskytu prvni udalosti nebo dobu nebaima po sob
jdoucimi udélostmi v Poisson®yrocesuT je tedyspojith nahodna vetina.

N: ... patet udalosti Poissonova procesu v interalt) N, — P(At)
Nejdiive zapiSeme ekvivalenci dvou fev

N1l -T<t
Prava@podobnost jevu na praveé stéagkvivalence je definice distribni funkceT.
FO=P(T<t)=P(Nt=1)=1-P(N<1)

Z ¢ehoz déale plyne vztah pro hustotu



ft)=2e"t=0

E(T) = J'Ate'”‘ dt:%

t=0

DT = ET?~(ET) =..= =

AZ
Hazardni funkce - Intenzita poruch

* Odvozeni intenzity (hazardni funkce) poruch exponetialniho rozdéleni

> Intenzitu poruch odvodime z deféniho vztahu:

F(t)<L1t.t>0

A(t)zl—fl(:t)(t);
Alt)= 1—/](1[?_;) A= Elx

A = konst. = charakteristicka vlastnost exponencialniho &eul, ktera byva interpretovana
jako skuténost, Ze toto rozteni ,nema part’ “.

Priklad

Nasledujici graf ilustruje akteré iklady hustoty pravépodobnosti pro rzné hodnoty
parametrui. Stoji za povSimnuti, Ze tvar hustoty je podobakojtvar pravépodobnostni
funkce geometrického roZigni. Exponencialni rozteni je spojitym ekvivalentem
diskrétniho geometrického raddni prav@podobnosti.
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Hustota prawgbodobnosti exponencialniho razeni pravédpodobnosti



Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce
exponencialniho rozaleni
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Exponencialni rozdéleni = ,rozdéleni bez panéti*

Exponencialni roz&leni byva rkdy nazyvano rozdéleni bez panéti”. Tento nazev
znamena, ze:

P(X >t +t,)X >t)=P(X >t,)  t;t,=0

Co si predstavit pod timto vztahem?

Povazujme exponencialni ndhodnou &ieli X za dobu do poruchyéjakého zéizeni. Pak
pravdépodobnost, Ze #&eni, které pracovalo bez poruchy po dophubtide pracovat bez
poruchy je&t alespd po dobu 4, je rovna pravébodobnosti, Ze Z&eni, které dosud nebylo
v provozu, bude pracovat alesipoo dobu 1

poruch:

0 11 t1+to

poruchi

X ... doba do poruchy

Zda se jako by toto *aeni "zapomé#&o" na dive odpracovanou dobu. (Povazovali-li
bychom dobu do poruchy Vaseho monitoru za expoaéricindhodnou valinu, pak
pravdpodobnost, Ze se Vas monitor poroucha za vice @ekddin od této chvile, by nijak
nezavisela na jeho $tddoke jeho gedchazejiciho provozu)).



Tato vlastnost vysitluje pouziti exponencialniho rodéni v teorii spolehlivosti.
Exponencialni rozdleni popisuje dolire rozdleni doby Zivota z&izeni, u kterych
dochazi k poruSe ze zcela nahodnych¢gin a nikoliv v disledku opof¥ebeni(mechanické
opofebeni, Unava materialu apod.). Zanpveato vlastnost exponencialniho reébahi
vys\wtluje pra je jeho intenzita poruch konstantni (neni zaviséadélce pedchazejiciho
provozu zéizeni).

Mé-li doba do vyskytu udélosti exponencidlni réedi, pak informace o tom, Ze udalost
nenastala po dobu, thenéni prav@&podobnost vyskytu udalosti v nasledujicim obdoldkydé
to.

Redeny riklad:

Vyrobce Zarovky XX vi, Ze @mérna Zivotnost Zarovek XX je 10.000 h. Vramci své
propagéni kampag chce garantovat dobu T, do niz se nespali vice3tezarovek. Ufete
tuto dobu.

Reseni:

X ... Zivotnost Zarovky (doba do poruchy) ma expai@ni rozaleni

X - E(4)

e Ur¢ime parametk.:

1
EX ) = A=10"h"
EX = 10000h

* Na zéklad zadané pravgpodobnosti nejdeme dobu T:

P(X <T) <003

F(T) < 003
1-e <003
097 <e™
_In(097) o7

A

T <-10*0n(097)= T 0304h

Vyrobce mize tvrdit, Ze vice nez 97% zarovek ma ZivotnosiidedZz 304 hodin.




Gamma rozdéleni
T - Ga(k,A)

Popisuje nahodnou veéinu T ... dobu do vyskytu k-té udélosti v Poisso&@vocesu.
Neclt' k = 4:

T = doba do vyskytu 4.udalo

Cas vyskyti

0 1 2 3 4 5
T ma Gamma rozdeni
Nahodnou vetinu s Gamma rozienim si nizeme pedstavit jako satet knezavislych
exponencialnich nadhodnych w@ti. Jestlize exponencialni raddni je spojitym ekvivalentem
diskrétniho geometrického raftdni, pak Gamma roZteni lze chépat jako spojity ekvivalent

diskrétniho NB rozéleni.

Odvozeni Gamma rodeni:

Kk
{Ne>k} = {(T, =D X,) <t} ekvivalence dvou jéy N, - P(}t)
i=1
T = z X, .... Gama nahodna veéina = sodetk dob do vyskytu prvni udalosti (tedy set

k exponencialnich nahodnych ).

Z vySe uvedené ekvivalence Ize odvodit disttiitfunkci tohoto rozéeni:
F(t) = P(Tk<t) =

P(Zk:Xi<tj=P(Nt2k)=l—P(Nt<k)=1—i ”té}lt— =1- ‘”{kl( )}

jOJ

DerivaciF(t) dostaneme funkci hustoty prajgbdobnosti:

o= 50|54

= J

:Ake_/“ tk_l . t>0
(k-2) [

T, = X+ X, + X+ .+ X,
X, - E(1)




ET, = EX, + EX, +...+ EX, :%+...+% :E ... stedni (@ekavana) hodnotd,
DT, = =)I_k2 ... TOZptyl T,

Pokudk je cel&iselné, toto rozileni miva ozn&eni jakoErlangovo.
Priklad

Na obrazku jsou iklady hustoty Gamma rozlni pro A= 1 a fizné hodnotyk.
Poznamenejme, Ze s rostoudkmoste jednak rozptyl tohoto roddni a navic rozgéeni je
vice symetricke.
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Hustota pra¥godobnosti pro Gamma roddni @i uvedenych hodnotadh

Hazardni funkce — intenzita poruch

* Odvozeni intenzity poruch

h(t) = — &L

1-F(f)
e (AT
:me (k-1) _ p) _ p) _ p) _
=IRY k=1 i KT [, ]k k=1
ey W gy Wy Ty 1
= = () o = = () oy
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k-1

1
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j—0



h(t) = =

(k=1)1)" 1

= (k-1-j)(at)!

Graf intenzity poruch Erlangova rozdéleni proA=1; k=3;5; 7

Erlangovo rozd éleni

17 k=3
0,8 - k=5
0,6 - k=7
h(t)
0,4
0,2
0 1 T T T 1
0 5 10 15 20

t

Intenzita poruchh(t) je v piipact Erlangova rozéleni rostouci funkce a proto je toto
rozdéleni vhodné pro modelovani proces starnuti.
h(t) je oste rostouci pro k > £ rozctleni je vhodné pro modelovani progestarnuti a oposebeni

Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni je velmi flexibilni (diky parametrl) a proto se jim zejména v teorii
spolehlivosti popisuji spojité nahodné vely definované jakodoba do poruchy (doba
bezporuchovosti). Pouziva se zejmétiapopisu komponent, které jsauobdobi rannych
poruch nebo v obdobi starnuti(tj. tam kde se projevuje mechanické dpbeni nebo Unava
materialu).

Weibullovo rozdleni ma dva parametry® — parametr @¥itka (scale,® > 0, zavisi na
materidlu, namahani a podminkach uzivanf) a parametr tvaru (shapg,> 0, na jeho
hodnot zavisi tvar intenzity poruch a tim i vhodnost pitiyro urité obdobi doby Zivota).
Mé-li ndhodné vetiina X Weibullovo rozdleni, zn&ime to takto:

X - W(S,5)

Distribu ¢éni funkce:

(1Y
F(t):l—e(ej : t>0,0>03>0



Hustota pravdépodobnosti:

g [t
f(t):g(éj e[OJ; t>0,0>0, >0

Intenzita poruch (Hazardni funkce):
_B(tYT 60
h(t)—e.(ej ; t>00>0 48>0
Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rélehi je 2ejmé, Ze:
h(t) = konst @A

a proto tvar intenzity poruch zavisi na vdfimrametrip.

Nékteré priklady intenzity poruch Weibullova rozdéleni (@=1):

h(t) 10 -
8 _

6
4 |
p=1,t
5 | //
0 ;—r; p=1,C

=0,t
0 1 2 3 b

t

VSimnéme si, Ze pr@=1, p'ejde Weibullovo rozéleni v rozéleni exponencialni (konstantni

intenzita poruch) s parametreﬂpé .

B=1 = W(ei)—»E(éj

Z vySe uvedeného grafu je rasn z'ejmé pouziti Weibullova roztkni v zavislosti na
parametr:

0< <1 | obdobi dtskych nemoc h(t) ... Klesajici funkc:
£=1 obdobi stabilniho Zivo h(t) = konst:%:/] (exp. rozadlen)
1<f<2 obdobi starnu h(t) ... konvexni, rostouci funk
B=2 obdobi starnu h(t) ... linear® rostouci funkc

LB>2 obdobi starnu h(t) ... konkévni, rostouci funk




DalSi giklady hustoty pravépodobnosti a intenzity poruch Weibullova rétshi:

f(x) o=1
2
B=05

B=3.0

B=1.0

Weibullovo rozdéleni je velmi flexibilni a pouziva se zejména vrtespolehlivosti pro modelovani
nahodné vetiny ,doby do poruchy.

Reseny riklad:

Predpokladejme, Ze doba do poruchyité#ho systému je modelovana Weibullovym
rozc&klenim s linear& rostouci intenzitou poruch®(=50)

a) Jaka je intenzita poruch systému po deseti hodififtdtce?
b) Jaka je pravgpodobnost, Ze systém bude pracovat bez poru¢hgnb pg@atenich 100
hodin?



Resen:
X ... doba do poruchy,X - W(50, ,8)

Hodnotu parametr@ uréime na zaklagl poznamky, Ze intenzita poruch je line&noestouci.
Obecny tvar intenzity poruch Weibullova rékehi je:

B-1
A(t):g.(éj . t>0,0>0 >0

_z¢éehoZ vyplyva, 2@ = 2.
X ~ W(502)

ada) Hledanou intenzitu poruch &ime dosazenim do obecného vztahu:

2 (10"
A00=—| =— = 0008
100=2(38] =00

Intenzita poruch daného systému je po 10 hodinaolkogu 0,008. Tj. pokud byl
systém po 10 hodin bezporuchovy, pak pepediobnost, Ze v nasledujicim velmi
kratkémcasovém intervalt dojde k poruse, je 0,008t.

adb) Pravdpodobnost, Ze systém bude prvnich 100 hodin bezhowy utime pges jev
opany, jehoz pravépodobnost udava distribai funkce.

(LY
F(t):l—e[Oj ; t>0,0>0,8>0

_(100° (100)°
P(X >100)=1-F (100)=1{1—e %) ]=e (%) =e™“= 0018

Prava@podobnost, Ze dany systém bude prvnich 100 hodipdsechovy je 1,8%.

2 Shrnuti pojmu

PosloupnostBernoulliho pokusi je posloupnost nezavislych pokusnajicich pouze 2
mozné vysledky (udalost nastane-nenastane;¢ctispeuspeh; pogipact 1-0) a
pravdpodobnost vyskytu udalosti (Usmhu) p je konstantni v kazdém pokuse. Na zaklad
piedpokladi téchto pokus Ize definovat nésledujici nahodné ely: binomickou,
geometrickouanegativné binomickou.

Pcatet vyskyti udalosti na &akém deterministickém intervalu od 0 do t je ztyjth Fedpoklad
popsanPoissonovymrozdlenim pravdpodobnosti. Ndhodné veéina T ... doba do vyskytu prvni
udalosti nebo doba mezi &wa po sob jdoucimi udalostmi v Poisson®yprocesu jespojitd ndhodna
veli¢ina, kterd je zpravidla popsaeaponencialnimrozclenim pravdpodobnosti. Doba do vyskytu



k-té udalosti je popsanaa@ma rozclenim. Weibullovo rozdleni pravépodobnosti je zobeénim
exponencialniho rozteni, které je velmi flexibilni.

(?

« | Otazky

Jaka diskrétni a spojita ra#dni pravépodobnosti znate ?

2. Charakterizujte Bernoulliho pokusy a z nich odvezgednotlivé typy diskrétnich rogkni:
binomické, geometrické, negatibinomické. Vypeététe stedni hodnotu binomické ndhodné
veliginy.

K ¢emu slouzi Gamma rogkéni a jak souvisi s exponenciélnim rélzshim ?

Jakou hodnotu musi mit parametr tvaru Weibullowakileni, aby intenzita poruch byla
linearre rostouci ?

5. Provelte komenték nasledujicimu schématu. PopiSte vztah mezi uwederozdlenimi
pravcépodobnosti.
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PF. 1 Pravépodobnost usfchu je 0.1. Utete pravépodobnost, Ze do prvniho &sihu provedeme:
a) mére nez 5 pokus
b) vice neZ 10 pokus
c) mezi 6 a 8 pokusy
d) praw 7 pokus.

{aBa4; b) 0.349; c) 0.160; d) 0.053}

PF. 2 Vime, Ze pravébodobnost vady vyrobku je 17%. déte pravédpodobnost, Ze mezi 20 vyrobky
bude:

a) vice nez 5 vadnych vyrolk

b) mérg nez dva vadné vyrobky

c) mezi 4 a 8 vadnymi vyrobky

d) praw 3 vadné vyrobky

{a)la0; b) 0.123; c) 0.446; d) 0.236}

Pr. 3 Predpokladejme, Ze pragpodobnost vyskytu vSech krevnich skupin je stejigka je
pravdpodobnost, Ze proto abychom nasli 3 darce se stulrboudeme muset vysiet

a) vice nez 20 dafckrve

b) ménrs nez 12 darnt krve

c) mezi 14 a 18 darci krve

d) praw 15 daré krve

{apa91; b) 0.545; c) 0.197; d) 0.045}

PF. 4 Kolikrat (praimérné¢) musime hodit minci, aby nam 5x padl lev?
f10

PF. 5 Tovarna produkuje integrované obvody XXi [edné fazi vyroby dochéaiasto k zavatl
proto je 25% vyrobk vadnych. Jaka je pravpodobnost, Ze mezi 12 integrovanymi obvody budou:
a) 4vadné
b) mért nez 4 vadné
c) Jaka je sedni hodnota a rozptyl ptu vadnych 10, budeme-li testovat 15 vz?rk
d) Nyni uvazme, Ze bylo vyrobeno pouze 48 10 a my whe 12 z nich. Jaka je nyni
pravdpodobnost, Ze mezi vybranymi 10 budou grdwadné?

{a) 0.19; b) 0.65;EX=3.75, DX=2.81; d) 0.22}

P¥. 6 Distributor prodava knihu XY po telefonu. 12% kol je asgsnych (tj. objednaji si knihu).
Jaka je pravghodobnost, Ze distributoigdtim nez bude Uuspny bude muset uskutat:

a) 5 hovoi

b) mére nez 5 hovat

c) vice nez 8 hovdr
Predpokladejme, Ze distributor musi splnit denni ivdprodat 10 knih.

d) Jaka je praygbdobnost, Ze distributor bude pro spihdenni kvoty padebovat méa

nez 30 telefonat

e) Urcete stedni hodnotu a rozptyl ptu telefonal potrebnych pro spkni denni kvoty.
Uvazme nyni, Z2e ne kazdy &ch, kdo si telefonicky objednaji danou knihu, juskné odebere.
Presrgji receno - 65% osob objednanou knihu skatezaplati. Distributor je podle této skatesti



ohodnocen. Dostava 30,- ¢ka kaZzdou objednavku a dalSich 50¢ ¥e chvili, kdy je objednavka
prevzata.
f) Jaka je pra¥godobnost, Ze vydek distributora ve chvili, kdy spini svou dennbky,
bude vy3Si nez 500¢?K
g) Jaky je jeho prmérny vydklek ( a rozptyl jeho vy&lku ) pii splnéni denni kvoty?

{a) 0.06; b) 0.47; c) 0.32; d) 0.001 X =83.33, DX=611.11; f) 0.91; g) (62% 75)Kc}

PF¥. 7. Celnik na hranici se Slovenskem ma za uUkol kéoned projizdjici vozidla. Vime, Ze 25%
vozidel veze kontraband a 40% z nich celnik odiJalka je pravtpodobnost, Ze celnikigdtim nez
objevi prvni vozidlo s kontrabandem, bude musehlganout:

a) 5aut

b) vice nez 10 aut

c) Urcete stedni hodnotu a rozptyl ptu aut, jenZ musi celnik prohlédnotegtim nez

objevi prvni automobil s ka@itandem.

Nadizeny tohoto celnika vydakikaz, Ze celnik tize jit donti poté co nalezne 5 aut s kontrabandem.
Predpokladejme, Ze prohlédnuti jednoho auta trvakemn10 minut.

d) Jaka je pravgpodobnost, Ze tentdigaz prodlouZzi celnikovi pracovni den ( 8 hodin ) ?

e) Jaka je nyni gmeérna pracovni doba ( a jeji rozptyl ) celnika?

{a) 0.059; b) 0.31;EX = 10, DX=90; d) 0.47; €) E¥=8h 20min,cy = 3h 32min}

P¥. 8 Bankovni dednik provadjici kontrolu navrii pajcek zjistil, Ze se v nich nachazi 0.5 chyby na
navrh. Jaké je pra¥godobnost, Zeiédnik najde v deseti navrzich:
a) 6 chyb
b) vice nez 6 chyb
¢) anijednu chybu
V 35% chyb je nutno chybuigist umysiné chybné prezentaci dat.
d) Jaky je gimérny patet chyb zfisobenych chybnou prezentaci v celkovém mnoZstvi 100
navih?
e) Pokud vSechny chybné navrhyragdime, jaka je praggodobnost, Ze vice nez 2 navrhy
z deseti budouraygeny vlivem umysiné chybné prezentace dat ?

{binom. NV - a) 0.21; b) 0.1%;@001; d)17.5; e) 0.74}

Pf. 9 Paet nav&vniki Fitness Centra VSB je vignéru 10 na hodinu. Wete:
a) Pravdpodobnost, Ze v dgitou hodinu je ve Fitcentruiesré 10 lidi
b) Pravdpodobnost, Ze v titou hodinu je ve Fitcentru mémez 5 lidi
¢) Pravdpodobnost, Ze v titou hodinu je ve Fitcentru mezi 8 a 15 osobami

{a) 0.125; b) 0.029; ¢) 0.731}

P¥. 1Q Bankovni dednik provadjici kontrolu navrli pijcek zjistil, Ze se v nich nachazi 0.5 chyby
na navrh. Jaka je praygbdobnost, Zer@dnik najde v deseti navrzich:
a) 6 chyb
b) vice nez 6 chyb
¢) anijednu chybu
V 35% chyb je nutno chybuigist umysiné chybné prezentaci dat.
d) Jaky je pmérny patet chyb zfisobenych chybnou prezentaci v celkovém mnoZzstvi
100 navah?
e) Pokud vSechny chybné navrhyadime, jaka je pra¥godobnost, Ze vice nez 2 navrhy
z deseti budouraygeny vlivem umysiné chybné prezentace dat ?

{poisson. NV - a) 0.146; b) 0.238; c) 0.007;(srgwé.9); d) 17.5; e) 0.738}



Pr. 11: Kazda tramvaj DPMO Ostrava je jednogsiiné podrobena technické kontroleiigem?z
doba prohlidky je samégjme silné zavisla na typu zavady.i€pokladejme, Ze doba prohlidky
tramvaje mé exponenciélni rateni se siedni hodnotou 3 hodiny. tete:
a) Pravdpodobnost, Ze doba prohlidky tramvaje bude kraZizhhodiny
b) Pravdpodobnost, Ze prohlidka tramvaje bude trvat détednieodiny
¢) Pravdpodobnost, Ze mechaniagiiem osmihodinového pracovniho dne prohlédnou
prav3 tramvaje
d) Pravdpodobnost, Ze mechaniaiiem osmihodinového pracovniho dne prohlédnou
men nez 3 tramvaje

{a) 0.486; b) 0.264; c) 0.220; d) 0.502}

PF¥. 12 Predpokladejme, Ze doba do poruchyitého systému je modelovana Weibullovym
rozcklenim s klesajici intenzitou poruch, paramekry: 0.02;3 = 0.5.
a) Jaka je intenzita poruch systémo deseti hodinach funkce?
b) Jaka je intenzita poruch systémo 200 hodinach funkce?
c) Jaka je pravgpodobnost, Ze systém bude pracovat bez porugtgni prvnich 10 hodin?
d) Jaka je pravghodobnost, Ze systém bude pracovat bez porugtgnb prvnich 200
hodin?

{a) h(10) = 0.022; b) h(200) = 0.005; c) 0.9050c)35}



DalSi spojita rozdéleni pravdépodobnositi

Jiz dive, v rekterém z pedchozichieSenych fikladi, jsme se setkali s rovna@mmym
(rektangularnim) rozdenim. Jde o rozdleni, jehoZ hustota praypodobnosti je konstantni

na rgjakém intervalu{a;b) a viude jinde je nulova.
X ... nahodné vetina s rovhomirnym rozdlenim na intervall(a;b>

X - R(ab)
Hustota pravdépodobnosti:
1 :
f0=p-a &P
0 jinde
Distribu éni funkce:
0 x (- ;a)
F=22 O(a;b)
b-a
1 x O (b; o)
Stiedni hodnota: EX = a; b
- b)2
Rozpty!: px =@
pty 12

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce
rovnomérmého rozdéleni na intervalu (- 1:1)
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% Pravodce studiem:

Jak jsme prisli na to, Zze hustota pravé@podobnosti rovhomérného rozdéleni je
definovana jako:

1

f(X)ZF XD<a,b>
0a jinde ?

Odvozeni:

Uvedli jsme si, Ze rovnoémné rozaleni na intervalu(@b) je takové, jehoZ hustota je
konstantni na daném intervalu a vSude jinde jev@ulo

Z toho vyplyva, Ze vztah pro hustotu prépddobnosti mZeme zapsat ve tvaru:

f(x):C xO(a;b)

N , kdecOR
0 jinde

Zbyva nam nalézt konstantu c:
jf(@dx:l

j f(XQdx= Tcdx: [ex]’ = c(b-a)

—00

cb-a)=1
1
c=——
b-a
A proto:
1 :
f(0=p-a *(&D)
0 jinde

e Qdvozeni distribuéni funkce rovhnomérného rozdéleni

x0(- w;a) F(x)=f0dt:0

F Pl X—a
0(a; F(x) = =
x0(a;b) (X) lpm+£b_am —
_ 8 1 T . _b-a_
x 0 (b; ) Foo_imn+£b_am+£om_6tg_1



Vyklad:

* Odvozeni stedni hodnoty a rozptylu:

EX = Tfo(x)dx

b 2P 2 _ .2
EX:J'xD 1 dx= 1 x| _b°—a° _a+bhb
b-a b-a | 2

a E—

EX? = sz Of (X dx

n 3 _ 43 2 2
Exzzj’xzmbl dx:b1 P 3a -2 +33b+b
) a -a

DX = EX? - (EX)’

DX _a’+ab+b’ _(a+bj2 _4a’ +4ab+4b° -3a” -6ab-3b* _a’ -2ab+b’ _
— 3 2 12 12
_(a=b)’
12

e

Normalni rozdleni je nejdlezit¢jSim prav@podobnostnim rozdienim, popisujicim chovani
velkého mnozstvi ndhodnych jev technice, firodnich ¥dach i ekonomii.

Klasickym gikladem tohoto roz#leni je rozdleni nahodnych chyb vzniklychiipméreni
néjaké veltiny (taznosti 0,5 palcovych trubek)iiPopakovaném wrieni téze vetliny za
stejnych podminek Zobuji nahodné (neovlivnitelné) vlivy odchylky okiugs:né hodnoty
meéteneé velkiny.

Lze ftici, Ze normalni rozdéleni je vhodnym pravdépodobnostnim modelem tehdy,
puasobi-li na kolisani nahodné vetiny velky pocet nepatrnych a vzajem@ nezavislych
vlivi.

Znany vyznam normalniho rozténi sp@iva rovrez v tom, Zeza uréitych podminek Ize
pomoci néj aproximovat Fadu jinych spojitych i nespojitych rozcéleni.

Normalni rozdleni mé dva parametryt — stedni hodnotu, charakterizujici polohu tohoto
rozckleni ae? — rozptyl, charakterizujici rozptyleni hodnot kolstedni hodnoty.

POZOR!
V anglosaskeé literate (a v rkterych statistickych paketech) jsou jako parametgmalniho
rozckleni uvaa@ny stedni hodnota a snérodatna odchylka.



Normalni rozdleni (hustota pravghodobnosti) je jednomodalni raddni, symetrické kolem
sttedni hodnotyu. Stedni hodnota je rovna modu a medianu. Nahodn&inaliX, jez se
rimto rozdlenimtidi, miZe nabyvat libovolné hodnoty z Rtika hustoty pravépodobnosti
(Gaussova ihvka) ma zvonovity tvar s maximem vefexini hodnat a ,Sikou“ amgrnou
smérodatné odchylce.
To, Ze se ndhodna vé&ha X #idi normalnim rozéenim se sedni hodnotow a rozptylems?
zapisujeme:

X o N(,u;az)
Hustota pravdépodobnosti:

(x=uY’
f()=—> @[ﬁ”] :

o2
Distribu éni funkce:

Ll

F(X) = Ol e Y%/ dt
o\ 2T _J;,

Stiedni hodnota: EX =y

Rozptyl: DX =o”

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce:
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Vliv ¢ na kiivku hustoty pravdépodobnosti
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Vypocet distribuéni funkce je analyticky nemozny a proto se vyuziva moZnegjadrit
distribweni funkci normalni ndhodné veiny pomoci distribani funkce normované nahodné
veliciny, tj. normalni nahodné veélhy s parametryy = 0, 6> = 1. Distrib@ni funkce
normované nahodné veély je pritom tabelovana (fjpadré spaiteme pomoci vhodného
software).

Jak jiz jsme se zminili, jde o specialni typ nomilab rozéleni se sedni hodnotou rovnou
nule a jednotkovym rozptylem.

To, Ze m& ndhodn& veéina Z (obvyklé zn&ni pro tuto ndhodnou vé&ihu) normované
normalni rozdleni, zngime:

Z - N(03)
Dulezitost tohoto roz#leni ukazuje i nestandardni zeai pro distribani funkci @(x)) a
hustotu pravé&podobnosti ¢(x)).

Hustota pravdépodobnosti:

¢(x):ice7; —0< X< 00

Vo

Distribu éni funkce:

2

®(x) =%T e 2

Stredni hodnota: EZ=0
Rozptyl: Dz =1

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribuni funkce:
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Ur &eni distribuéni funkce ®(x):

0,457

1-d(x)

>
,x’
o

Hustota prav&podobnosti normovaného normalniho réledi je symetricka kolem ,0" a
plati pro ni tedy:

#(2)=¢(-2); —o<z<w
A opét ze symetrie dostavame pro distibufunkci (viz. vySe uvedeny obrazek):
P(2)=1-P(-2); —0<Z<0o
Zarovei lze dokazat, Ze pro kvantily normovaného normamézdleni plati vztah:
Zp = "4y
DuleZitost tohoto roz#leni spd@&ivA zejména vtom, Ze jehdlistribuéni funkce je

tabelovana V tabulkach najdeme distribni funkci normovaného normalniho rakehi pro
z> 0, pro z < 0 utime distribéni funkci na zaklaé& prevodniho vztahu me#zb(z) ad(-z).

Standardizace normalniho rozéleni

Jak jsme jiz uvedli vySe, distriboi funkci normalni nahodné véiiny nedokadZzeme analyticky
nalézt a proto pro jeji geni pouzivame distrildni funkce normované (standardni) normalni
nahodné vetiny.

Nech’:

Pak definujme ndhodnou vé&hu Z:

N&hodna vetiina Z m& normované normalni raeni, Z — N(01).



Mezi distribini funkci normalni a normované normalni ndhodn&iel plati tento pevodni

vztah:
F(x) = q:( X“H j
o
Diukaz:
F(X)=P(X <x)= P(Z O+ u< x): P(Z <ﬂj :q;[ﬂj
g g
Pravidlo 66

Pravidlo & je jednim ze zakladnich prinéi;ma nichZ stoji kontrola kvality a jakosti (SPC —
Statisitics Process Control, ISO normy). Toto piaviiikda, Zemame-li data pochazejici
z normalniho rozdéleni o parametrech n, 62 (hodnoty normalni nahodné vekiny X,

X - N(,u, 02)), pak téméf vSechna (99,8% z nich) lezi v intervall(,uiBJ). Protoze délka
tohoto intervalu je 6, hovai se o pravidle Sesti sigma.

Dukaz:
X o N(,u, 02)

Chceme dokazat, 7eP(/—30 < X < p+30) = 0998

ReSeny f¥iklad:
L: P(u-30<X <u+30)=F(u+30)-F(u-30)= ¢((ﬂ+3§)‘ﬂj_¢((ﬂ‘35)_ﬂj _
= &(3)-&(-3) = &(3)-[1- »(3)] = 2[®(3) -1= 2[0999-1=
= 0998




Reseny riklad:

Stanovme prawipodobnost, Ze nahodna w@hia X majici rozdleni N(,U,O'Z) nabude
hodnoty z intervall -k [&r; 1+ k&) pro dané kladné k.
Reseni:

Pro k>0:

P(u—ko <X <u+ko)=F(u+ko)-F(u-ko)= q)((/H I;U)—/JJ_q)((y—l;a)—yJ _

= (k) - d(-k) = ®(k)-[1- d(k)] = 20 (k) -1

Nasledujici tabulka uvadi hodnoty této prgwadobnosti pro ¢které hodnoty k:

k P(u-ko <X < u+ka)
1 0,68¢

1,64 0,90(

1,9¢ 0,95(

2,5¢ 0,99(
3 0,99¢

Jestlize ma nahodna v#hia Y, Y = In X, normalni roz&leni s parametry ac?, pak ndhodna
veli¢ina X mé logaritmicko-normalni ro2teni se stejnymi parametry, coz zapisujeme:

X - LN(g;07)
Z definice je tejmeé, Ze nahodna veiina s logaritmicko-normalnim rozkknim mize nabyvat
pouze kladnych hodnot (defimi obor In x). Proto nach&zi uplam pi popisu ndhodnych
veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména pripadech, kdy hustota
pravdépodobnosti je asymetricka (Sikmost neni nulova) s jednim vrcholem. Zma
vyznam tohoto roz#eni tedy nachazime v teorii spolehlivostiZiné parametry s@dastek
nabyvaji pouze kladnych hodnot — Zivotnost, régmtaznost, ...) a v ekonomiifippopisu
piijmu (ptijmova rozaleni).

Hustota pravdépodobnosti:

1 _(in ><-2#)2
f(x) = XON 21T

& 2 ; prox >0

0 prox<0

Distribu éni funkce:
Distribwni funkci log.-normalniho rozdeni nalezneme prasdnictvim distribani funkce
normovaného normalniho raddni.



q)(_lnx-,uj; prox >0
F(x) = ¢

0 prox<0

2

Stredni hodnota: EX =¢" 2

2 ,1.1+a2 (

Rozptyl: DX =e e —1)
100p%-ni kvantil: ~ x, =e*"7%,
kde 2 je 100p%-ni kvantil normovaného normélniho rdedi

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribuni funkce:

X ~ LN(12000:400¢)

(X 0,00001)

12F ' ' ' B 1T R 3
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Pri praktickém pouZzivani tohoto rodeni postupujeme tak, Ze nahodnou &ieli X nejdive
pirevedeme na Y =In X a potom jiz postupujeme stgjko u normalniho rozdeni.

* Odvozeni distribuéni funkce logaritmicko-normalniho rozdéleni:
Neclt:
Y =InX
X - IN(,0?) = Y = N(go?)

Fx(x) (resp. k(y)) je distribi&ni funkce ndhodné veélny X (resp. Y)

Ox>0: F (x)=P(X <x)= P(eY <x): P(Y <Inx)= Fy(lnx):cb(lnxa—,uj

Ox<0: F(x)=0

e Odvozeni hustoty pravdpodobnosti logaritmicko-normalniho rozdéleni:

fx (X) ... hustota prawgpodobnosti nahodné veiny X



q (Inx—uj (Inx—,u)z
_ _dR (X) _ o B (Inx—,uj 1 1 e
Ox>0: f, (x)=—2= = 0— = e 2 =
<) dx dx ¢ o X[ xov2mr
_(nx-p)?
N S =
xo2m

Ox<0: f,(x)=0

* Odvozeni vztahu pro vypdet 100p%-niho kvantilu:

P(X < xp) =p
F(x,) =p
q{In X, —,uj .

o
Inx, —u

M s (b))

Inx, =olz,+u
X - e(/'”gap)

p

Nech’ X je ndhodna vetina s logaritmicko-normalnim rozkknim s parametryu=2; ¢?=9.
Urcete:

Redeny riklad:

a) pravdpodobnost, Ze nahodna watia X je z intervalu (0;30)
b) median daného rozkeni
c) stredni hodnotu a rozptyl nahodné valy X

Redeni:
X - LN(29)
ada) Pravdpodobnost, Ze nahodna wéhia X je z intervalu (0;30) fiZeme ukovat rovréz
jako prav@podobnost, Ze nahodna witia X je mensi nez 30, nebdog.-normalni
nahodna vetina mize nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pripomaime si postup ifp uréovani distribdni funkce log.-normalni nahodné \thiy:

(D(Inx-,uj; prox >0
F(X) = ’

0 prox <0



A nyni jiz prejdkme k ugeni hledané prawgpodobnosti:

P(0< X <30)=F(30)- F(0) = Cb(ln ?:/%_ 2] ~0=d(047)= 0681

nebo

P(0< X <30)=P(X <30)=F(30)= Cb(ln ?:/%_ 2] = »(047)= 0681

adb) Pro ugeni medianu rizeme pouZzit vztah pro 100p%-ni kvantil, ktery bylvozen

v Privodci studiem:

_ _putolz
X, =€ P

205 =0 = X5 = @2V — o2 174

adc) Stredni hodnotu a rozptyl &ime na zaklaglvySe uvedenych vztah

9 13

Ex=¢"? = Ex=e 2=e? 06651

DX =e*' [ -1) = DX =e®*(¢° -1)036010°
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= | Dalsi tlohy kreSeni

. Doba vypracovani testu ma normalni rdedi se dedni hodnotou 60minut a
smerodatnou odchylkou 10minut.

a) Kolik % student dokorti test do hodiny &tvrt?

b) Jaka doba by #ha byt stanovena, aby test dokda praimérné 95% studerit?

. Vyrobni z&izeni ma poruchu v pméru jednou za 2000 hodin. Jaka je prépadobnost,
Ze pistroj bude pracovat déle nez 550 hodin?

. Zivotnost zarovky méa exponencidlni reéhi se gsedni hodnotou 400h. S jakou
pravcEpodobnosti bude Zarovka svitit dalSich 100 hoeéistlige jiz svitila 600 hodin?

. Odhadujeme, Zeistdni Zivotnost witého @istroje je 110 dén S jakou pravépodobnosti
bude Zivotnost ndhodrvybraného fistroje mezi 100 a 150 dny?

. Pxi kontrole jakosti pebirame satastku pouze tehdy, jestlize se jeji raznpohybuje
v mezich 26-27mm. Rozfry sowastek maji normalni rozténi se stdni hodnotou
26,4mm a srirodatnou odchylkou 0,2mm. Jaka je prgwadobnost, Ze rozén sowastky
nahodr vybrané ke kontrole bude v poZzadovanych mezich?

. Praimérna doba meaziifljezdy nakladnich automolik betonovou s#si je 10 minut. Jaka
je pravépodobnost, Ze doba meZijpzdy dvou vozidel bude kratSi nez 7 minut?

. Firma zisk& z kazdého prodaného vyrobku 108,-Ka vynenu bthem zardni lhaty
zaplati 300,-K. Zivotnost vyrobku v letech ma normalni rélahi N(3;1). Jakou zatai
dobu v ngsicich ma firma stanovit, abyistni (pamérny) zisk byl alespd 60,-
K¢élvyrobek?

. Doba do vybiti baterie sédi exponencialnim roztenim.

a) Jaka je sedni doba do vybiti, vime-li, Ze 4000 hodieZije 1% &chto baterii?

b) Je-li stedni doba do vybiti 3.150 hodin, kolik proceathto baterii pezije 4000
hodin?

. Chybu @i méfeni ugité veliciny modelujeme normalnim roZiénim s nulovou $edni
hodnotou a s rozptylem 1,5. ddte interval (sougrny podle pdatku), ve kterém se bude
nachazet chyba v 90%s¢iteni.

10.Obsah né&istot v odpadnich vodach je popsan normalnim dlerdm se sedni hodnotou

0,18 a smrodatnou odchylkou 0,03. Vyptte:
6. procento zkouSek ipkterych obsah nistot prekrai hodnotu 0,24.
7. hodnotu obsahu #istot, ktera budeiekratena v 1% zkousek.



10.

a) 0933= 933%
b) 1 hodina 17 minut

_ 550

e 2000 = 0760= 76%

1
4

e*=0,779=77,9%

100 150

e 110 —g 110 [] 0147 = 147%

0,976 = 97,6%

7

1-e *° J0,503=50,3%

T < 289let = T =34 n¥sice
869 hodin

P(- 201< X < 201) = 09

a) 0977= 97.7%
b) 0,25



