Nahodné procesy

Definice:

Nahodny procege systém nahodnych veéin {Xcher | které jsou definovany na stejné mna@zin
elementarnich jevQ (zakladni prostor)MnozinaT se nazyv&asova mnozina.

MnozinaT mize byt libovolnaCasto mar vyznamc¢asu; potom je todaka podmnozina
redlnycheiselR neboT =(0,%) neboT =(a,b) neboT =N . Ma-li T vyznam¢asu, nazyvame
nekdy {XJr misto nahodnym procesatasovouiradou.

Priklady:

1. Nahodna veliina X; popisuje poet impulg: (hovorit) registrovanych na telefonni iestire

(operatorem) zaasovy intervakOt) . Pak{X},; je ndhodny proces B=(0,+x)

2. {Xiher , T=(0+) je fluktuasni sloZka nagti na vystupu rezistoru v elektrickém obvodsase
t20. Fluktuace nastava visledku ndhodneého pohybu elektiofiento nahodny proces se
nazyvatermicky sum

3. Uvazujme gjakou populaci (hmyzu, zkat, lidi). Jeji velikost kolisa nahoglmzhledem
k ndhodnosti narozeni, Gmrti, emigragiémigrace.{X.}, oznauje velikost populace
v ¢asetdT

Definice:
Prvky zakladniho prostor@Q, tj. hodnoty, kterych iize NP nabyt, nazyvanstavy tohoto NP.



Nahodné procesy ...budeme uZivat z&ani bud’to {X - nebo {X(t):tOT}

Nahodnym (stochastickym) procesemmazveme zobrazeni, které kazdé ho&lidi T priradi
nahodnou vetinu X(t). Pronénndt ma ve wtSing piipadi vyznam ¢asu (odtuddasova
mnozina).

Realizaci nahodného procesuwozumime konkrétni pozorovani nahodného procgsujzt
nen&hodnou funkci, a zeiane ji X(t). Tuto funkci nazyvameajektorii NP {X(t):tOT}.

Dle povahy mnoziny rozliSujeme:
* nahodné procesy se spojityndasem(nahodné funkce) F je realny interval,

* nahodné procesy s diskréetniméasem (nahodné posloupnosti) F je realna diskretni
mnozina.

Prvky zakladniho prosto, tj. hodnoty, kterych iize NP nabyt, jsme nazvaliavy tohoto NP.
HodnotaX(t) tedy vyjaduje nahodny stav pozorovaného procegaset.



Dle povahy zakladniho prostofu(stavi X(t)) rozliSujeme:

* nahodné procesy s diskrétnimi stavyX(t) — mnozinaQ je sp@etna, tj. proces ixe
nabyvat jen kon&a¢ nebo spéetné mnoha hodnot.
» nahodné procesy se spojitymi stavi{(t) - Q je rgjaky interval vR

Nahodny proce$X(t):t=0} se spojitymtasem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle nazyvame
¢itaci proces protoze zaznamenava ded ngjakych udalosti wase. HodnotaX(t) pak
ptedstavuje p&et danych udalosti v interval@t) a vzdalenosti jednotlivych okamzikudalosti

od paatkut = 0 jsou nahodné vélny.

Priklademcitaciho procesu jBoissomiv proces.

Nez ho zadefinujemefipomeneme znalosti ze Statistiky I:



Poissonova NV

Priklady:
« podet student vstupujicich do budovy VSB TUO od 8:00 do 9:0@ ho
» pocet pacieni oSetenych khem dopolednich ordidgaich hodin
» pocet mikrodefeki v zadaném vzorku materialu, atd.

Udalosti #1 ==~ #-===-========- L e GRRRRECEEEEEES
Udalosti #2 7777~ oo Wo-ooes Moo o
Udélosti #3 A -A-------+ AA----A----n--- A---mme- A-A-A---A-A----
Casy vyskyti
\ At ke—/ﬁ
P(X:k):( ) :0<k<ow
k!
EX)=At DXY=At



NV s exponencialnim rozélenim

X - E(J)

X = doba mezi udalostmi

| |
R R EEEEEEE .- .

Cas vyskytu udalosti

T ma exponencialni rozéeni

X

F(X)=1-¢"
f(x)=de™™;x=0

E(X)= J'Ate‘”t dt :/1i
t=0

DX = EX? - (EX)? = =t

/]2



Poissoniv proces

Priblizme si nyniPoissoriv procesjako @iklad ¢itaciho procesu, ktery se velgasto vyskytuje
v aplikacich (nafiklad v teorii hromadné obsluhy).

Necht {X(t):t=0} je ¢itaci proces. Ne¢havic plati:

x(0)=0,
delky intervah mezi vyskyty sledované wudalosti jsou nezavislé odak veltiny
s exponencialnim roztenim s hustotou

Ae™  prox>0,

f(x)=

0 pro x< 0,

kde 1 >0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissomouaesu).

Pak tento proces nazverhnemogennim Poissonovym proceserpiicemz X(t) ma& Poissonovo
rozckleni s parametrervﬂt , tedy

Px()=k) =ML Zgq



Stredni pdet vyskyfi udalosti v intervalu<0,t> je roven At . Parametr. tedy udava sedni
pocet vyskyti sledované udalosti za jednotéasu.

Protoze intervaly mezi jednotlivymi vyskyty udalosiou nezavisle, znalost okamiigrvnichn
vyskyti neovliviiuje predpovd doby ¢ekani na dalSi vyskyt udalosti. Také skutst, ze
sledovana udalost uz po ¢iiou dobu nenastala, néni prav@&podobnost jejiho vyskytu
v dalSim intervalu.

Piikladem Poissonova procesu by mohl byt propék):t=0}, kde X(t) udava poet poruch
n&jakého z#izeni véasovém intervalgot).

= Reseny f¥iklad
Zdroj zareni vysila vpraméru 1 impuls za 2 sekundy, picemz impulsy tvadri
Poissoriv proces. Jaka je pravépodobnost, ze v kazdém péti intervalu o délce £
sekund

(O0s, 59), (5s, 10s),..., (20s, 25s)

budou registrovany nejméré 4 impulsy?



ProtoZze EX(t)=At, spateme z rovnicd=A[2 parametrA=05. Pro t= 5 pak ziskam
EX(5)=0503=25. Pro pravdpodobnost, ze dnem jednoho intervalu dojderégistraci
alespa 4 impuls:, plati

00 k
P(X(5)=4)= Z’T?e‘%
k=4 .

a hledana pravépodobnost pro vSeclepinterval: je tak rovna hodnét

0 2 5k °
|:Z y e— 25 j|
k! :

k=4




Markov av proces
Nebude-li uvedeno jinak{X(t):t=0}, pop. {X,.t=0}, bude ozneovat nahodny proces se

spojitym ¢asem a diskrétni mnozinou stav={012,..} (stavy jsou pro jednoduchost ozray
celymi nezapornymtisly).

Proces{X(t):t=0} nazvemeviarkovovym procesem sphuje-li tzv. markovskou vlastnost:
pro libovolnd0<t <t, <..<t <t<T7T gi,..j,i,j0! plati:

P(X ()= i|X () =1, X(ta) =in,- X (1) =i1) = P(X () = | (£) =i) .

Pravdpodobnost na prave stkanvedené rovnosti nazyvameavdépodobnost rechodu

Je-li tedyt pritomny okamzik, potom chovani Markova procesu w\ifiném budoucim
okamzikur =t zavisi pouze naffiomném stavu a nikoli na stavede@chozich.



Markoviv proces se nazyvahomogennj pokud pravépodobnost fechodu z fedchoziho
vykladu nezavisi na hodnotathrz, ale pouze na jejich rozdilu. Pouzivame palkéena

ozn

B (T—t)= P(X(T)z j‘X(’[)=i).

Tedy v homogennim procesu zaviseji pipatobnosti pechodu pouze na rozdidasovych
okamziki a jsou navic invariantniiwi posunuti wWase. Pral =1 pak dostaneme

0O proi#j,

p.j(o): o
1 proi=j.

Pro popis rozéleni Markovova procesudaset budeme v dalSim textu uzivat

ozn

p(t)=P(x(t)=i),i=0,1,2,....

Pri pravcépodobnostechp.(o), I = 0,1,2,..., se mluvi goéatecnim rozdéleni Markovova
procesu.



Pri velkemt je obvykle Markoviv proces stabilizovany &di sestacionarnim rozdélenim se
stacionarnimi pravibodobnostmi

n=limp(t) izo12.

t- o

Jednoduchym fiikladem homogenniho Markovova procesu by mohl lmyhdgenni Poissdiv
proces z fedchoziho fikladu. P@atesni rozcatleni by nelo tvar p,(0)=1, p,(0)=0 pron=1,2,...

j i
proi, jONO{0}, j =i

—-Ah

Ah
a pro pravépodobnosti pechodu by platiloP; (h)zme

V homogennim Markovayprocesu plati

. (t +1 ) me( )pkj(tz), t,t,=20, 1,)=012,...,

. p)=p,0p,) t20 i=012..

j=0

Prvni rovnice se nazyv@hapmanova-Kolmogorovova rovnice
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Dakaz: Mame dokazat, ze

P; t,+t,)= i P (tl)pkj (t.)

P(A) = > PABY)P®BY) . vsta o tpiné pravehodobnosti
k=1

n
P(A‘C) = Z P(A‘BK’C)'P@‘C) .. véta o upIné pravipodobnosti v podmimé podok
k=1

Vezmeme specialni jevy A a C:
P(A [C) =P(X(t, +t,)= j|X(0)=i) B =1X(t)=K
=3 P(X(h +t) = X (W) =k X(0) = ) POX (L) = Kx(0)=i) T

K Bk = ©
:ZP(X(t1+t2)_ J X(t1):k)>< P(X(t1)=k‘X(O):i) ‘

Z pkJ >< Pik t1 chd.

11



Definujme dva pechody intenzit z hlediska derivact = O.

Pro kazdy stav predpokladame, ze existuje a je kéne

d ii()‘ =lim 1- bi (t) d j i (t)‘t:o

dtp tt:o_b0 0-t -+ @ nech i dt

Pro vdechnaaj, kdel # | , predpokladame, Ze existuje a je komé:

d . 0-p (t) = d
It Pj (t)‘tzo = ['[Q,O—_’t , anech d; = dt B (t)‘tzo

Upravami gedchozich vztahdostaneme

1-p; (t)‘t-o
=0 = (. -t
o =g, +1(0)
kder(t) -~ 0 prot —» 0. Potom Upravou dostaneme:

12



1-p (t) =d;t+tr (t) =d;t+ O(t) :

Tato rovnice Mze byt interpretovana jako: prajmbdobnost fechodu ze stavudo rgjakého
jiného stavu Bhemcasového intervaltia je rovnad;t +0(t)

Podobr mizeme psat pro# |
p, (t)=d,t+0(t).

Tento vztah mize byt interpretovan jako pragabdobnost fechodu ze stavu do stavuj
v ¢asovém intervalu, ktera je rovnadi,-t+0(t). Jako vysledek mame pro libovolrté&0

ah>0 {  pmo 3}
By (t + h) = By (t){l_ (d jh+ O(h))} + Z Pi (t)dkjh + O(h)

K# |

p.(t+h)-p.(t Oth
dale J ( g J Y =-d;p (t)+ kz: Pik (t)dkj +% _
%]
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Predpokladame, 7@, (t) existuje ah — 0, pak obdrzime

o (t) = EETA % (t i hg_ i (t) =-d; p (t)+ Z P (t)dkj ,

kK#]

Pro vSechny stavyaj tato rovnice dava systém diferencialnich rovreichzieSenim ziskame
pravaépodobnosti pechodu.

K ziskani bezpodmikaych stavovych pravgodobnosti pi (t) pro kazdy stav i fjjmeme
stejny divod, ktery byl jiz pouzit v odvozeni@dchazejicich rovnic. Takze mame

P, (t + h) =P (t)(l_ d; h)"’ Z P (t)dji h+ O(h)

J#i

ze ktere ziskame
I
t)=-d. p(t)+ At)d. _ »
p'( ) ! p'( ) JZ.: pJ( ) ", Nejéastgjsi formulace !!!
Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je lindaz hlediska Laplaceovy transformace péamych a
muze bytreSen standardnimi technikami.

14



llustrace

Uvazujme systém zobrazeny na obrazku, jenz se ppiybezi stavy 1 a 2. Rozlozeriephodu

viase ze stavu 1 do stavu 2 f@™ a ze stavu 2 do stavu A . Ukolem bude uit
pravéEpodobnost, ze system bude ve stavu 1f.[@p jakémkoliv danemaset.

-
Z fedchoziho textu vime, ze d“ dt Bi (t)‘tzo diJ dt ij (t)‘t:o

15



_od(_x _ d )t _
d;, _a(e ! }tzo =/ d12 a (1 € }tzo =/
a podobs d,, = u d21 - U

Dale mizeme psat

o (t) =-d; p; (t)"' Z Pi (t)dkj

K#j !

pouzitim Laplaceovy transformace obdrzime

sR(s)-R (0)=-d;R(s)+> R, (s)d,

k#]

kde
P(0)=1proi=j aF{j(O)zo proi# j.

16



Potom

Zapsano v maticove form

17

(s)+ 1Pyu(s)
0 [|Pu(s) R
0 |P,(s)_|0
-A||Py(s) .
S+ A P21(s) 0
A s
pll(t):/]'-l:lu+/1+lue(/] i
A A ek
plz(t)—hﬂ R
A (1
p22(t):/]+/1+/]l-Ll-I,ue(/] ul




Nyni najdeme bezpodmi#eé stavy pravéhodobnostiP; (t) pro kazdy stav.

p'j (t) = _djj P ('[)+Z P (t)dij

j#i
Po pouZziti Laplaceovy transformace na obou strandatice ziskame

SH(S)_ P; (O) =-d; P, (S)+Zdij R(S)

S

(9= | PO+ E Ak, |

|

vezmemg;(0)=p a pP,(0)=q=1-p. Mame zadano

d,=/
d,=A1
dy, =

d,, = u
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R(s) = 1 [p+1P,(s)

s+ A
Pz(S):

S-i-,u[q-l_/]Pl(S)]

Redeni je ( )
_SHH)p+ g
I:%.(S)_ S(S+/J+/])
P,(s)= qs+A)+Ap
S(S+,u+A)

po inverzni transformaci ziskame

1+ ,u[’u_ (,u_ (,U+/])p)e‘(,u+/1)t]

P +,U[/] +(lu_(,u+A)p)e_(,U+/1)t].

19



Matice hustoty prechodu

Matice A= Hdij H se nazyvanatice hustoty p‘echodunebomatice intenzit prechodu procesuTato matice

ma nasledujici vlastnosti:
1. jeji nediagonalni prvky jsou nezaporné a diagonaivky jsou zaporné,
2. suma prvk v kazdémiadku je rovna nule, suma nediagonalnich firjg&k rovna sum diagonalnich
prvka s op&nym znaménkem.
Pro systém uvazovany vgquachozi ilustraci bude systém diferencialnich rownmaticové forma vypadat
nasledova:

-A A 0 O
! ! I 1 /J _/J O O
pll(t)’ plZ(t)’ pzz(t)’ p21(t)‘ = ‘pll(t)’ plZ(t)’ pzz(t)’ p21(t)‘ 0 0-u ul,
O 0 A -4
-A A 0 O
u -u 0 0
kde O O-u4 W| jematice hustotyipchoduA.
O 0 A -1

20



Také pro bezpodmigay stav pravépodobnosti mame

pi(t), p2(t) =P (t). p(t)

Zde je matice intenzitipchoduA

- ) /1‘
po—

Moo=

21



z Shrnuti

Nech’
{X :t=0}

reprezentuje Markaw proces se spojityasem a diskrétnimi stavy. Pt s> 0 a stavyi aj nech’
P{X, = j}= P (t),

coz je pravépodobnost, Ze proces je ve stawmaset, a P{Xt = j|X, = i} =p(st),

coz je pravépodobnost, Ze proces je ve stqwxaset a byl dan procesem, ktery byl ve stawucases.

Pravdpodobnostp; (st) je nazyvangirechodovou prav@podobnostni funkci Markovova procesu

Predpokladame, 2@, (t) existuje ah — 0, pak:

o (1) = lim P (t+ hr?— p, (t) _ —d, p, 1)+ p, (t)d,

h-0 k=]

22



Pro vSechny stavyi a | tato rovnice dava systém diferencialnich rovnigjichz reSenim ziskame
pravdEpodobnosti pechodu.

K ziskani bezpodmiaych stavovych pravgodobnosti o (t) pro kazdy stav i fjjmeme stejny dvod,
ktery byl jiz pouzit v odvozeniipdchazejicich rovnic. Takze mame

pi(t+h) = p,(t)(L-d;h)+ > p; (t)d;h+o(h)

j#i
ze které ziskame

pi’(t) =-d; p (t)+z P; (t)dji .

j#i
Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je lindaz hlediska Laplaceovy transformace péomych, a

muze bytreSen standardnimi technikami.

Priklady: viz zvlastni dokument ke cvEéeni, moznosti projekii

23



Ustalené stavy
Mgjme nahodny procdsX(t) : t = O}
Nech’ diky vzajemné nezavislosH (tl) a X(tz) pri L, at, velmi od sebe vzdalenychieme psat
Li[rjo By (h)=7,

I

Nyni vyjdeme z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice:

p; (hy, +hy) = p; (h)p; (h,) + > py (hy) pyg ()

K# |
a nechme) — o

T, =TT, Py (h2)+zn.kpkj(hz)_

k#j

Tedy

7 - Pj (h)= D Th Py (hz)

k# j

po vyctleni h, a prechodem kh, — O dostaneme

d
:Zﬂquj , j=0,1,2,... ., kde qj = djj , O :dkj :a ka(t)‘t =0

k#]

24



Toto je soustava linearnich rovnic, kterou musieypht pravépodobnosti’lj , pokud takové existuji.

Pravdpodobnosti’l; | j = 0,1,..., se nazyvaji stacionarni prgwddobnosti.
Poznamka:

Poissonovym procesem modelujeme vetasto pdet poruch na danémiiaeni Bhem utitého ¢asového
intervalu.

Priklad ...viz nize z#éizeni v nepetrzitém provozu

25



29.2. Piiklad. Piedstavme si zafizeni, které ma byt v nepfetrZzitém provozu,
aviak ma v nahodnych okamzicich poruchy. Pfedpokladejme, Ze doba do poruchy
ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1/4 a doba od vzniku poruchy
do jejiho odstran&ni ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1 [p. Polozme
N(t) = 1, jestlize v okamziku ¢ je zafizeni v provozu, a N(t) = 0, jestliZe je v oka-
mziku ¢ porouch4no. Pak je N(t) homogenni Markoviv fetézec se stavy (0,1) a
s intenzitami pfechodu 2) NE  tz0y

(29'2'1) do,1 = K> di,0 = A, q, = 4, o = K-

Pro malé hodnoty h je totiz pravdépodobnost poruchy v intervalu (t, t + h) rovna
1 — e * ~ Jh, pravdépodobnost poruchy, jejiho odstranéni a dalsi poruchy pak
je nekonedné mala fadu vysSiho nez h (ili

P
jim Do) _
-0 h
_q. -9 _d
Neboli Q1o = dlo - a J,o(t)|t:0 - a L-e t) =

d

d _
oz =do1 = at 0,1(t)|t:o ~ gt =€) =1 4q.

26



Podobné by se postupovalo pro dalsi intenzity. Stacionarni rozd€leni pravde-
_— o " W—f
podobnosti je dano soustavou rovnic

Todo = T141,0» tj. mou =mA,
T4y = Modo,1s b WA = Mou.

To znamen4, Z¢ n, = myu/i. Aby stacionarni rozdéleni bylo rozdelenim pravde-
podobnosti, musi byt

o+ m =1, t. m(l+ul)=1,
¥ IR
: ~ H
29.2.2 My = 1 + A . - — ,
U 1/

xy = - .

| A+u 1A+ 1p
Pravdépodobnost m,, ktera je rovna podilu stfedni hodnoty doby bezvadné funkce
a soudtu stiedni doby bezvadné funkce se stiedni dobou trvani poruchy, je znama
v teorii spolehlivosti jako koeficient pohotovosti.

27



Proces mistu a zaniku

Procesiistu a zaniku je homogenni Marl«fouproces{x(t)it 2 0} se stavy 0,1,2,... . Veélna X(t) udava
¢etnost souboru (n&pmikroorganism, osob,...) Kaset, pricemz [Ehem intervalu(t,t + h), kdeh je kladné
¢islo blizké nule, se soubor, ktergaset obsahuje objekii, mize

. ZzV&tSit prav o jeden objekt s pra¥godobnostith+o(h),i = 0,1,... ,

« zmensit pray o jeden objekt s pra¥gdodobnostigh+o(h), i =1,... , dalgdo =0,

« zmenSit nebo A41Sit o vice nez jeden objekt s prépddobnostlo(h),
« nezmensit ani ne2it s pravdpodobnostil-Ah- g h+o(h).

Intenzity @grechodu jsou pak rovny

q = "mi“(h)z i 1-1+Ah+ gh-o(h) i Ah+ zh-o(h) =)+
h-0, h h-0, h h-0, h ’
T p|’i+1(h)_ . Alh'l'O(h)_
qi,i+1_r!|_':g+ h _hlLr& h _/]i’
1 0) h+olh
.= iy Bl o el
_ pi'(h)_- oh)_~ . .
a 4 =M =, _r!trg+%_o,l>l+1neboj<i-l.
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Vime, zeustalené stavyjsou charakterizovany soustavdlidi = ;mqkj , j=0,1,2,....
J

Stacionarni prawbodobnosti’l; ,j = 0,1,..., pokud existuji, jsou dany soustavou rovni
j=0: T Ay = Thth | a ostatnéleny sodtu jsou 0. (¥)
=j1,2,.... 71 (/]j +:uj)= nj—l/]j—l T M,

Tedy
T =T A S T — LA j=1.2,... atak déle.

pré = 1 tedy mame ten rozdil 0, viz ()0 = Ty — Ay = Tl — 10 A = ...

Odtud
M =0 AL 21

a proto plati rekurentni vztah

29



Opakovanym uzitim této rovnosti dostaneme

ProtoZze musi platit vzta

odtud

a tedy koneng

J:

)
o]
= ﬂk '
%E(;ﬂi _1, obdrzime rovnost
2
R LN p K
h -1 My
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Muaze se stat, Zze budada ve vySe uvedené rovnosti divergovat, t&ly0 a 7, =0 OjON,
Toto nastane nafklad, pokud 4j>4; 0joN. Za takovychto podminek nebude existovat
ustaleny stav a soubor neustéale poroste.

Neopomé&me jeSE pripomenout, ze Poissén proces je specialnimiijpadem procesuistu a
zaniku (#; =0 pro vSechn@).

Re3eny (Fiklad...dopravni zavod s M stejnymi vozidly v provozu
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29.4. Priklady — nékteré aplikace procesii riistu a zaniku

29.4.1. Predstavme si pracovisté, na kterém je v provozu M shodnych zafizeni
(napf. dopravni zavod s M stejnymi vozidly v provozu) a pro pfipad poruchy nékte-
rého zafizeni je k dispozici Z zaloznich zafizeni stejného druhu. Zafizeni v provozu
maji v nahodnych okamzicich poruchy; ptedpokladejme, Ze jde o zafizeni, ktera
uZ maji za sebou dobu zab&hu a odstraiiovani skrytych vad, avSak dosud nejevi
znamky vyrazného opotiebeni, takZe realistickym modelem pro vyskyt poruch
u kazdého zafizeni je Poissoniiv proces, tj. doba bezvadné funkce kazdého zafizeni
mé4 exponencialni rozd&leni se stfedni hodnotou 1/u. Dale pfedpokladejme, Ze doba
potiebna k odstranéni poruchy ma take exponencialni rozdéleni se stfedni hodno-
tou 1/A. Jakmile né€které ze zafizeni v provozu ma poruchu, je nahrazeno zafizenim
ze zalohy, pokud jesté n&jaké v zaloze je. Zafizeni v zaloze poruchy mit nemohou,
zaFizeni opravena se vraceji do zalohy. Pro posouzeni, do jaké miry je cely systém
schopny provozu, je rozhodujici rozdéleni pravdépodobnosti potu zafizeni,
schopnych funkce. Oznaéme ’I\L(E)Fppégg__zaﬁzcni zpusobilych provozu v okamziku ¢
(pouzivanych a &ekajicich v zaloze). Proces {N(t) [t = 0} je proces ristu a zaniku.

Prislusné intenzity pfechodu stanovime takto:
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Dokud pocet provozuschopnych zafizeni je N(t) = n = M, mohou poruchy
vznikat jen u t&ch M zafizeni, kterych se pouziva, tudiz

), =Mp pronz=zM.

M -

Doba X do poruchy kazdého z M provozuschopnych zafizeni ma podle pfedpokladu
exponencialni rozd&leni, P(X > x) =e ** (x> 0). Tedy pravdépodobnost, Ze
u nékterého zafizeni dojde k poruse béhem intervalu délky h, je rovna dopliku
pravdépodobnosti, Ze¢ doba bezporuchového provozu u viech M zafizeni bude
delsi nez h, ¢ili

P, ih)=1—[e ™M =1—e*M" = Myh.

i n=1
Podobné
U, = nu pro n < M.

Dale, pokud neni 72adné zafizeni porouchano a tedy v opravé, nemuze se Zadné
vratit mezi provozuschopna, takze intenzita pfechodi typu n—n + 1 je

A, =0 pron=M+ Z.

qn,n+1

M M
Par8) = PO <) =1-P0X 21 =1 [P0 21 =3 [ Ryt =3 =102
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Jakmile je né&jaké zafizeni porouchéno, tj. po&et provozuschopnych N(t) mensi nez
M + Z, opravuje se a muZe s ur€itou pravdépodobnosti byt vraceno mezi provozu-

schopna. Protoze doba opravy ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou
1/4, je
A, = A Pro n<M+Z.

Stacionarni rozdelem pottu provozuschopnych zafizeni tedy je dano (29.3.7)
2 (29.3.8), pficem?

- M+Z n A =%
(29.4.1) me=|1+ X [_] - 1] =

n=1k

M—l L | M ) Z ( A )j:'—l
== ..__—+ N ——— g
n=1 l.——..l k kI;Il ku jg‘o Mu
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Naptiklad pfi M =8, Z=2, 4 = 001 h~ 1, p=0001h"", tj. pfi osmi zafizenich
v provozu, dvou zaloznich, stfedni dobé bezporuchového chodu 1000 h a stiedni
dob& opravy 100 h je stacionarni rozdéleni poctu zafizeni schopnych provozu dano

tabulkou

n n, = P(N(t) = n) gnj =P(N({t)yzn) | n n, = P(N(f) = n) li)nj = P(N(t) =z n)
j=n j=n

0 0,000 072 1,000 000 6 0,097 082 0,896 712

1 0,000 699 0,999 928 1 0,138 689 0,799 630

2 6,003 495 0,999 229 8 0,173 362 0,660 941

3 0,011 649 0,995 734 9 0,216 702 0,487 579

4 0,029 124 0,984 085 10 0,270 877 0,270 877

5 0,058 249 0,954 961

Je vidét, Zze viech os
to znamena, Ze priblizné 34
jen sedm nebo 1 méné zafizeni. Z
zalozniho prvku.
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9/ z celkové dlouhe doby provozu systému bude fungovat
lepseni by se dosahlo napf. zafazenim dal3iho



Navrhy na projekt:

1.

Provoz systému hromadné obsluhy se dvéma obsluznymi
zarizenimi. Necht poZadavky na obsluhu tvo¥i Poissontiv proces s
intenzitou A, doba obsluhy necht ma exponencidlni rozdéleni se st¥edni
hodnotou 1/4. Predpokladejme, Ze Ize obsluhovat dva zakazniky
soucasné. Najdéte rozdéleni poctu obsluhovanych a &ekajicich v systemu.
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2.
V dilné pracuje M strojii, zcela shodnych a fungujicich nezavisle na sobé.

K jejich obsluze je urcen jeden mechanik. Kazdy stroj ma rozdéleni dob
mezi poruchami exponencialni se stredni hodnotou % Doba potrebna k
odstranéni poruchy ma také exponencialni rozdéleni, jeji stredni hodnota
je % Najdéte stacionarni rozdéleni poctu nefungujicich strojt (jeden v

opravé, ostatni porouchané cekaji na opravu).

i M n n
A M! A M
o = |1 — . Tp = 17 —
"0 +;(u) (M—ni| = T (u> (M — n)!
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z Shrnuti

Nahodnym (stochastickym) procesemmazveme zobrazeni, které kazdé hoélnatr priradi nahodnou
velicinu x(t). Prongnnat ma ve ¥tsing pripadi vyznamdéasu.

Realizaci nahodného procesuozumime konkrétni pozorovani nahodného procgsuyiztnenahodnou
funkci, a znaime ji x(t).

Dle povahy mnoziny rozliSujeme:
e nahodné procesy se spojityniasem(nahodné funkce),
* nahodné procesy s diskrétninkasem(ndhodné posloupnosti)

Hodnotax(t) vyjadiuje stav pozorovaného objektdaset. Dle povahy ndhodné veéiny x(t) rozliSujeme:
e nahodné procesy se spojitymi stavy x(t) je spojita,

* nahodné procesy s diskrétnimi stavy x(t) je diskrétni.

Nahodny proce$x(t):t=0} se spojityntasem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle nazyvéitaei proces
protoZze zaznamenavada ngjakych udalosti ¥ase.
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Nech’ {X(t):t > 0} je citaci proces. Nechnavic plati:
X(0)=0

délky intervali mezi vyskyty sledované udalosti jsou nezavislé odaé velkiny s exponencialnim
roz&klenim s hustotou

Ae™  prox>0,
f(x)=
0 pro x< 0,
kde 21>0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissompogaesu).

Pak tento proces nazverhemogennim Poissonovym procesenpricemz Xx(t) ma Poissonovo rozteni
S parametremt.

Proces{x(t):t=0 nazvemeéJarkovovym procesem sphuje-li tzv. markovskou vlastnost:

pro libovolnd0<t, <t, <..<t <t<7 aiy...i I, JOI plati:

P(X(r) = X =1, X(,) =10 X(6) =i = P(X(r) = /X))
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V homogennim Markovayprocesu plati

. pilttt)=Y P lt)nglt) t.t,200,j=012,...,
k=0

. pi(t)=2)p,-(0)pji(t), t>0,i=012,..

Prvni rovnice se nazyyv@hapmanova-Kolmogorovova rovnice

Proces fistu a zanikuje homogenni Markaiv proces{X(t) i - 0} se stavy 0,1,2,... .

? Otazky
1. Vysvétlete pojem nadhodny proces a popiste typy nahodpyotes.

2. Definujte Poissoiiv proces.
3. Definujte Markowv proces.
4. Co jsou to procesyastu a zaniku?

5. Odvad’te stacionarni pravgodobnosti (pravgpodobnosti stay).
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