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9. NAHODNE PROCESY Il

@ Cas ke studiu:90 minut

@ Cil: Nawime se uwfovat pravdpodobnosti vyskytu systému v jednotlivych
stavech v danérase t

VYKLAD

9.1. Spojity parametr Markovskych procesi

Nech’
{X,:t=0}

reprezentuje spojity ndhodny parametr Markovdedzce sm diskrétnimi stavy. Pro
t>s>0 astavy aj nechv

P{xt = J} = pj (t)’

coz je pravdpodobnost, Ze proces je ve stawxcaset, a
P{Xt = j|Xs :i}: B (S’t)’

coz je pravdpodobnost, Ze proces je ve stgvucaset a byl dan procesem, ktery byl ve
stavui v ¢ases.

Pravdpodobnostp;, (s,t) je nazyvangicechodovou pravdpodobnostni funkci Markovova

fetézce Markouiv fetzec je homogenni nebo stacionarni (v souvislogtsem), jestlize
P; (s,t) zavisi pouze ngasovém intervalu' =t —s. To vyhovuje Chapman-Kolmogorév

rovnici, ktera je dana

P (S’t) = Z Pik (S’u) Py (U’t)

stavy k

pro jakykolivéast>u>s> 0a stavyi aj. Po Upra¥ spaivajici v nahrazeni — sjako t'
au-—sjako U’ se rovnice redukuje na

P; (t') = z Pi (u')pkj (t' - U') '

stavy k

dokud je proces homogenni.
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NAHODNE PROCESY I

Zde p; (t) miZe byt interpretovana jako prajgbdobnost, Ze proceggjde ze stavu do
stavuj v casovém intervalt. Jestlize

1 proj=i
lim p, (t) = :
tee 0, proj#i

iikame, Ze Markow fetézec je spojity v = 0. Budeme brat v Gvahu pouze homogenni
Markovovyietzce.

Definujme dva pechody intenzit z hlediska derivact ¥ 0, které hraji stejnou roli jako jeden
krok prechodu pravébodobnosti v diskrétnim parametru Markovostiizce.

Pro kazdy stav predpokladame

ktera existuje a je kokira.

Pro vSechnaaj, kdei # j, predpokladame

dt V0T e gt
ktera existuje a je kotira.
Nech’
_-d
ii _E Bi (t]t—o
aproi# j
d
dij = a P; (t)L:o .
Upravami gedchozich vztahdostaneme
1-p.(t
p”( )L:O =d; +r, (t)'

t

kder(t) - 0 at — 0. Potom

1-p,(t)=dt +tr,(t) =d;t + 0ft).
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Tato rovnice mize byt interpretovana jako: prajgbdobnost fechodu ze staviudo rgéjakého
jiného stavu Bhemcasového intervaltia je rovnad,t +0(t).

Podobr mizeme pséat
p, (t)=d;t+0(t).

Tento vztah mze byt interpretovan jako praggbdobnost fechodu ze staviu do stavuj
v ¢asovém intervald, ktera je rovnadijt+0(t). Jako vysledek mame pro libovolrie 0

ah>0

p, (t+h) = p;(tf-(d;h+0(h)}+ > p,(t)d;h +0(h)

k#]j

nebo

AR g b 0+ 3 b0, + 20

Py h

Predpokladame, Zg; (t) existuje ah -~ Qpak obdrzime

0=t PR - o )5, 0,

h-0 k=

Pro vSechny stavy aj tato rovnice dava systém diferencialnich rovnaichz reSenim
ziskame prawgpodobnosti pechodu.

K ziskani bezpodmiraych stavovych prawgodobnostip’ (t) pro kazdy stav i fijmeme
stejny divod, ktery byl jiz pouzit v odvozenif@dchazejicich rovnic. Takze mame

P (t + h) =B (t)(l_ d; h)+ Z P; (t)djih + O(h)’

j#i
ze které ziskame

p(t)=-d,p )+ p,(t)d

j#i
Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je lindar hlediska Laplaceovy transformace
proménnych a nize bytreSen standardnimi technikami.

9.2. llustrace

UvaZujme systém zobrazeny na obrazku, jenz se pghyimezi stavy 1 a 2. RozlozZeni
ptechodu Wase ze stavu 1 do stavu 2Je™ a ze stavu 2 do stavu ge . Ukolem bude

uréit pravdépodobnost, Ze systém bude ve stavu 1j.p@p jakémkoliv danémaset.
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Z predchoziho textu vime, Ze

Vyraz pll(t) je pro nas neznamy. Avsakige byt uten z ekvivalentnich relaci.

Pravdépodobnost, Ze systénistane ve stavuv t =0", je dana tim, Ze systém je ve stawu
t=0

Podobi pravdpodobnost, Ze systéntgjde ze stavil do stavyj v t =0" je dana tim, Ze je
systém ve stavuv t =0

Dale

a podobg

Déale mizeme psat

121



NAHODNE PROCESY I

p'J = _d” pu Z plk

k# j

pouzitim Laplaceovy transformace obdrzime

sk, (S)_ P (O) =-d;R, (S)+ kZ: Py (S)dkj ,
Z)
kde
P(0)=1proi=j aP(0)=0 proi#j.

Potom

Zapsano v maticové forn

stA —u 0 0 [Rys) R
-A s+p 0 0 [Ry(s)_
0 0 sty -A|Py(s) A
0 0 -u s+APys)

Po vyreSeni a provedeni inverzni transformace ziskame

)= 54 e
)= e
P,o(t) = )Ij'u+ﬁe’(“”)t |
Pailt)= Af,u Ailyew)t

Nyni najdeme bezpodmi&m@e stavy pravépodobnostip, (t) pro kazdy stav. MuZzeme tedy
psat

pl = _dJJ pJ Z p,

j#l

Po pouziti Laplaceovy transformace na obou strandafice ziskame
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g.

Vezmemep, =0 a p,=q=1-p. Mame

nafesSeni,

o= (S+H)p+ 1
R(s) s((s+,u)+/1)
_Qq(s+4)+1p
R )

po inverzni transformaci ziskame

p(t) =~ (e~ (u+ 2)pet )

[+ (= (s + ) pet ]

9.3. Matice hustoty prechodu

Matice A=Hdij H se nazyvanatice hustoty prfechodunebomatice miry piechodu procesu
Tato matice ma nésledujici vlastnosti:
1. jeji nediagonalni prvky jsou nezaporné a diagongivky jsou zaporné,

2. suma prvk v kazdémradku je rovna nule, suma nediagonalnich prekrovna suré
diagonalnich prvi s opg&nym znaménkem.
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Pro systém uvazovany ¥gachozi ilustraci bude systém diferencialnich rownimaticové
formé vypadat nasledown

-4 4 00
- 0 0
L) il iat) ) = st it ) )] ) TG
0 0 A -4
kde
-A A 00
p-p 00
0 O0-p u
0 0 A -4

je matice hustotyiechoduA.
Také pro bezpodmiay stav pravépodobnosti mame

_/]/L‘
,U—.

[pi(t). Py () =[ . (t). p2(t)

Zde je matice miryigchoduA

-
uo—H
z Shrnuti kapitoly 9.
Nech’

{X,:t=0}

reprezentuje spojity nadhodny parametr Markovaes#zce sm diskrétnimi stavy. Pro
t>s>0 astavy aj nechv

coZ je pravdpodobnost, Ze proces je ve stawucaset, a

P{X, = i|X, =i} = p,(sit),
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coz je pravdpodobnost, Ze proces je ve stgvucaset a byl dan procesem, ktery byl ve
stavui v cases.

Pravdpodobnostp; (s,t) je nazyvangiechodovou pravdpodobnostni funkci Markovova
retézce

Predpokladame, Zg; (t) existuje ah - 0, pak:

() =1 pi(t+h)-p(t) _

n?) h - _d” pu Z plk

k#j

Pro vSechny stavy aj tato rovnice dava systém diferencialnich rovngichz feSenim
ziskame pravgpodobnosti pechodu.

K ziskani bezpodmiteych stavovych pravghodobnostip!(t) pro kazdy stav i jiimeme
stejny divod, ktery byl jiz pouZzit v odvozenii@dchazejicich rovnic. Takze mame

p (t+h)=p,{t)L-d;h)+> p;(t)d,h+olh),

j#i

ze které ziskame

p(t)=—d,p )+ p,(t)d

j#i

Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je lindar hlediska Laplaceovy transformace
proménnych, a niZze bytifeSen standardnimi technikami.
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