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8. NAHODNE PROCESY |

C‘:’} Cas ke studiu:90 minut

@ Cil: Seznamite se se zakladnimi pojmy z teorie nahaidngroces,
Markovovymi procesy, procesyisti a zaniki. Nawite se popisovat vicestavové
systémy pomoci pra¥godobnosti fechodi a pravépodobnosti stay

VYKLAD

8.1. N&hodné procesy

Nahodnym (stochastickym) procesemnazveme zobrazeni, které kazdé ho#&nbfl T
pritadi ndhodnou velinu X (t). Proménnat méa ve wtsing piipadi vyznameasu.

Realizaci ndhodného procesuozumime konkrétni pozorovani nahodného procegsyiz t
nenahodnou funkci, a z&iae ji x(t).

Dle povahy mnoziny rozliSujeme:
* nahodné procesy se spojityndfasem(nahodné funkce) F je realny interval,

* nahodné procesy s diskrétnintasem(nahodné posloupnosti) Fje realna diskrétni
mnozina.

Hodnota X(t) vyjadiuje stav pozorovaného objektuwiaset. Dle povahy nahodné veéiny
X (t) rozlisujeme:

* nahodné procesy se spojitymi stavy X(t) je spojita,
« nahodné procesy s diskrétnimi stavy X(t) je diskrétni.

Nahodny proces{X(t):t=0} se spojitymeasem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle
nazyvametitaci proces protoze zaznamenavaged réjakych udalosti ¥ase. HodnotaX (t)
pak gedstavuje p&et danych udalosti v interval(.(D,t) a vzdalenosti jednotlivych okamaik
udalosti od p&atkut = 0 jsou ndhodné veélny.
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8.2. Poissoniv proces

Priblizme si nyni Poissoniv proces jako giklad citaciho procesu, ktery se velmasto
vyskytuje v aplikacich (n&gklad v teorii hromadné obsluhy).

Necht {X(t):t>0} je ¢itaci proces. Neg¢mavic plati:
X(0)=0,

délky intervali mezi vyskyty sledované udalosti jsou nezavislé odak velkiny
s exponencialnim roztenim s hustotou

Ae™  prox>0,

f(x)=

0 pro x< 0,
kde A >0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissomueaesu).

Pak tento proces nazvemi@omogennim Poissonovym procesempiicemz X(t) ma
Poissonovo rozfleni s parametremt, tedy

p(x()=i)=Wer i=oa,...

Stredni p@et vyskyti udalosti v intervalu(O,t) je roven At. Parametii tedy udava gedni
pocet vyskyti sledované udalosti za jednotkasu.

Protoze intervaly mezi jednotlivymi vyskyty udalogsou nezavislé, znalost okamiik
prvnich n vyskyti neovliviuje predpowd doby ¢ekani na dalSi vyskyt udalosti. Také
skute&nost, Ze sledovana udalost uz pc@itou dobu nenastala, neémi prav@&podobnost

jejiho vyskytu v dalSim intervalu.

Prikladem Poissonova procesu by mohl byt pro¢¥dt):t>0}, kde X(t) udava peet
poruch rjakého zéizeni véasovém intervalyot).

;.,'g: Reseny fFiklad

Zdroj zareni vysila v paméru 1 impuls za 2 sekundy, pi¢éemz impulsy tvai
Poissoniv proces. Jaka je pravé&podobnost, Ze v kazdém zéti interval G o délce
5 sekund

(Os, 5s), (5s, 10s),..., (20s, 25s)

budou registrovany nejmeré 4 impulsy?
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Protoze EX(t)=/1t, spateme z rovnicl=A[2 parametr A=05. Pro t = 5 pak
ziskame EX(S): 05 =25. Pro prav@podobnost, Ze dnem jednoho intervalu
dojde k registraci alespo4 impuls:, plati

P(X(5)=4)=

a hledana pravépodobnost pro vSechépintervali je tak rovna hodnet
2]
P k'

8.3. Markov v proces

Nebude-li uvedeno jinak{X(t):t >0} bude ozn&ovat nahodny proces se spojityfasem
a diskrétni mnozinou stav | —{O 12. } (stavy jsou pro jednoduchost ozeay celymi
nezapornymgisly).

Proces{X(t):t >0} nazvemeMarkovovym procesem sphiuje-li tzv. markovskou vlastnost:

pro libovolna0<t, <t, <..<t, <t<rt ai,...j,,i, Ol plati:

P(X(r)= X =1,X(6) = X(0) =1 = PIX()= ix()=1)

Pravd@&podobnost na praveé stkaavedené rovnosti nazyvameavdépodobnost pgrechodu

Je-li tedyt ptitomny okamzik, potom chovani Markova procesu wo\ifiném budoucim
okamzikuz >t zavisi pouze naffiomném stavu a nikoli na stavedregchozich.

Markov v processe nazyvéhomogennj pokud pravépodobnost fechodu z pedchoziho
vykladu nezavisi na hodnotathz, ale pouze na jejich rozdilu. Pouzivame pakiena

ozn

B, (r-t)= P(X(r): j|X(t):i).

Tedy v homogennim procesu zaviseji pigatiobnosti pechodu pouze na rozdidasovych
okamziki a jsou navic invariantniti¢i posunuti Wase. Prar =t pak dostaneme

0 proi#j,

p, (0)= o
1 proi=j.

101




NAHODNE PROCESY |

Pro popis rozéeni Markovova procesudaset budeme v dalSim textu uzivat

ozn

p(t)=P(X({t)=i),i=012,....

Pti pravcEpodobnostechp. (O) i =0,1,2,..., se mluvi poc¢ateénim rozdéleni Markovova

procesu. B velkémt je obvykle Markowv proces stabilizovany &di se stacionarnim
rozdélenim se stacionarnimi pragdodobnostmi

m=limp(t),i=01.2,....

t o0

Jednoduchym ikladem homogenniho Markovova procesu by mohl bgmdbgenni
Poissofiv proces z fedchoziho fikladu. P@ateni rozdtleni by nelo tvar p,(0)=1,

j-i
-ih

p.(0)=0 pron=1,2,... a pro prawpodobnosti pechodu by platilop, (h):%e pro
i, jONO{0},j=i.

V homogennim Markovayprocesu plati

Py (t1+t2)=2 pik(tl)pkj(tz)’ t,t,=20,i,j=012...,
k=0

« p®)=>p,0)p, (), t=0 i= 012...

i=0
Prvni rovnice se nazyv@hapmanova-Kolmogorovova rovnice

Prospektivni Kolmogorovovy diferencialni rovnice — necli pro homogenni Markadw
proces plati fedpoklady:

1. existuji limity ¢ = lim &l (rr‘])_l,i =0,1,2,...,

Pj (h)

2. existuji limity g; ='!irg o i£j,1,j=012...,

3. pro pevn§ je konvergenceili i v bock 2 stejnondrna.

Pak pro pravépodobnosti pechodu plati
p; (t)= pi (thay . t>0,1, )= 012...
k=0

a pro pravépodobnosti rozéleni procesu plati

00

p.(t)=> p(t)a, , t>0 i= 0L2..

k=0
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V dal$im textu budeme pouzivat Zeai o(h), které se uziva pro libovolnou funkci
argumenth, pro kterou plati

im ) o

h-0

Hodnoty ¢, i, ] = 012..., z posledni definice nazyvanmgenzity prechodu ze stavu do
stavuj a dale plati

pii(h):1+qiih+0(h)’ B (h):qijh+0(h)’ N
8.4. Priklady

o Poissoriv proces

Uz vime, Ze v tomtoifipacs X(t) udava peet vyskyti sledované vetiny v intervalu (0,t).

Vintervalu (t,t + h), kdeh je kladnécislo blizké nule, nastane nezavisle natpayskyti do
casut sledovana udalost

« praw jednou s pravipodobnostiih + ofh),
« vice neZ jednou s praypodobnostio(h),
* nenastane ani jednou s prapddobnostil— Ah + o(h).

Tedy pravdpodobnosti pechodu se rovnaji

Pi (h) =1-Ah+ O(h) ;
R,a(n)= A+ o(h)

p,(h)=olh), j>i+1.

Vidime tedy, Ze pravgbodobnost jednoho vyskytu udélosti v kratkém iradrvje Ungrna
intenzi€ procesu a délce intervalu. DalSim zjistn je skuténost, Ze pravtpodobnost dvou
nebo vice vyskyt udalosti klesd k nule s klesajici délkou interyaldo rychleji nez je délka
intervalu.

Dle vysledki z minulé kapitoly pak sgteme

g = fim P71 1mAheolh)=1_ o —aheolh)
h-o, h h-o, h h-o, h
= jim A+ olh)
h-o, h
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ProtoZe logicky neiize nastat situace, Ze by bylseovyskyt udalosti v intervalu(0,t) vetsi
nez paet vyskyt vintervalu (Ot +h), polozime p,(h)=0 pro j<i. Odtud pak mame
q; =0 pro j <i.

Nyni si jiz mizeme napsat Kolmogorovovy diferencialni rovniceot®ze pro pevné je g,
nenulové pouze pro=i — 1 ak =i, plati:

pé)(t) = _Apo(t),
p(t)=Ap,(t)-n (). i=1.23,....

ProtoZe také pozadujen¥(0) = 0, predepiSeme si patesni podminky:
p(0)=1, p(0)=0,i=1,23,....

Reseni diferencialnich rovnic:
p;)(t)+ /]po(t) =0, po(o) =1

Obecné&eseni rovnice méa tvap,(t) =ce™, cOR a z p&éteni podminky plyne, Ze
c=1. ReSenim dlohy je tedy funkcp,(t)=¢e™ .

p.(t)+ Ap,(t) - 4™, p,(0)-0

Reenim fislusné homogenni rovnice je funkgg(t)-ce™, cOR. Obecnéeseni
nalezneme pomoci variace konstanty. Dosazenimwoa®tedy dostaneme

c(e™ - Adt)e™ + Adt)e™ = Ae™.

Odtud plynec(t)=4 a protoc(t)=At+¢, €OR. Z pasateni podminky plyne, Ze
¢ = 0. ReSenim ulohy je tak funkcep, (t) = Ate™.

p,(t)+ Ap,(t) = Ate™, p,(0)=0

ReSenim pislusné homogenni rovnice je émppz(t)=ce‘”‘, cOR. ObecnéieSeni
nalezneme pomoci variace konstanty. Po dosazembwhice obdrzimec (t)=A’t,
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2

+C, COR. Z pasateini podminky znovu plyne, 78 = .®ReSenim

2
Glohy je funkcep,(t )—%e

a protoc(t) =

VySe uvedenym postupem ziskaraéeni ve tvaru
pl(t):(/‘i—tl)e‘”t ,i=012,....

Vidime tedy, Ze vetina X(t) mé& Poissonovo rozténi s parametremit. Jak jsme jiz

zminili, A ma zde vyznam &dniho pétu vyskyfi udalosti za jednotkéasu. Cislo A
budeme nazyvantenzitou Poissonova procesu

Diky vzajemné nezavislosk (t,) a X(t,) pfi t, at, velmi od sebe vzdalenychitreme psat
lim p, (h)=7.

J

Nyni vyjdeme z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice:

p; (h + 1) = py () p (h) + X pic (hy) pyg ()

k#j

anechmeh, — o

=11 p; () + Y. 7. py(hy)

K%

7T (1_ Pj; (hz)) = Zﬂk Py (hz)

k#j

Tedy

po vyckleni h, a pechodem kh, — 0 dostaneme

-7q; =Y 70, =012,....

K#j

Toto je soustava linearnich rovnic, kterou musihepat pravépodobnostirz; , pokud takove
existuji. Pravdpodobnostirz; , j = 0,1,..., se nazyvagitacionarni pravdépodobnosti

Poissonovym procesem modelujeme velfasto pgéet poruch na daném ifzeni Ehem
urcitéhocasového intervalu.
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o Proces nistu a zaniku

Proces iistu a zaniku je homogenni Markow proces {X(t):t=0} se stavy 0,1,2,... .
Veli¢ina X(t) udavacetnost souboru (n&pmikroorganismi, osob,...) Waset, pricemz
béhem intervalu(t,t + h), kdeh je kladnéislo blizké nule, se soubor, ktergaset obsahuje
i objekti, mize

« zvtSit praw o jeden objekt s praedodobnostidh+o(h),i = 0,1,...

« zmensit prav o jeden objekt s pragdodobnostizh+o(h),i =0,1,...,

« zmensit nebo 21Sit o vice neZ jeden objekt s prapddobnostio(h),

« nezmensit ani ne2it s pravdpodobnostil- Ah - zh+ ofh).

Intenzity gechodu jsou pak rovny

g, = lim Bi (h)_lz lim 1_/1ih_:uih+0(h)_1= lim —/1ih—,uih+0(h) =-A-u,
h-o. h h-o0, h h-0, h
= fim ) AN olh)
’ h-0 h h-o, h
B i—l(h) ,Uih"'o(h)

[ : = [im = U,
h-o, h h-o0, h H

=0, j>i+1lneboj<i-1

Ah+o(h,
1-(wtw)h+o(h)

1-(Az+p)h+o (h)

Aoh+o(h)
Az.dh+o(h) 14h +o(h)
1Ah+o(h) Anhro(h) ?
N7 . > g
~> NS> JT

0 1&2 E) J
ph+o(h) ph+o(h)

Hyh +o(h) Hgh+o(h)
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Stacionarni prawgpodobnostiz, , j = 0,1,..., pokud existuji, jsou dany soustavou rovni

ITO/‘():]T]/'I]_’
77'](A] +'uj):n-j—1Aj—1+7Tj+1,Uj+1,j =1,2,....

Tedy
TGH =TT A =TTl — 5 = 1,2,
a déle pak
0= — Ay = Tty = TN, = .. .
Odtud

a proto plati rekurentni vztah

Opakovanym uzitim této rovnosti dostaneme

j
Ay

-1 ,Uk.

=7

Protoze musi platit vztaEﬂj =1, obdrzime rovnost
j=0

2
]7(')+ﬂb£+ﬂ(')l<_|£+u_:l'
h -1 My
odtud
o ] A
|1+ —L=1
0( ; = ,Ukj

a tedy koneén¢
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Mize se stat, Ze bud@ada ve vySe uvedené rovnosti divergovat, tegy= a0z, =0
OjON. Toto nastane nafilad, pokudA,_, >y, OjON. Za takovychto podminek nebude
existovat ustaleny stav a soubor neustale poroste.

Neopoméme jest piipomenout, Ze Poissam proces je specialnintipadem procesuistu a
zaniku (¢; = Opro vSechng).

z Shrnuti kapitoly 8.

Nahodnym (stochastickym) procesemnazveme zobrazeni, které kazdé hod&ndfl T
pritadi ndhodnou valinu X (t). Proménnat ma ve wtsing piipadi vyznameasu.

Realizaci ndhodného procesuozumime konkrétni pozorovani nahodného procgsyiz t
nenahodnou funkci, a z&iane ji x(t).

Dle povahy mnoziny rozliSujeme:
* nahodné procesy se spojityndasem(nahodné funkce),
* nahodné procesy s diskrétninkasem(nahodné posloupnosti)

Hodnota X(t) vyjadiuje stav pozorovaného objektuwiaset. Dle povahy nahodné veéiny
X(t) rozliujeme:
* nahodné procesy se spojitymi stavy X(t) je spojita,

« nahodné procesy s diskrétnimi stavy X(t) je diskrétni.

Nahodny proces{X(t):t=0} se spojitymeasem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle
nazyvameitaci proces protoZze zaznamenavadged néjakych udalosti wase.

Nech {X(t):t>0} je ¢itaci proces. Neghavic plati:

délky intervali mezi vyskyty sledované udalosti jsou nezavislé odalk velkiny
s exponencialnim roztenim s hustotou

Ae™  prox>0,

fix)=
( ) 0 pro x< 0,
kde A >0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissomugaesu).

Pak tento proces nazvenmi@omogennim Poissonovym procesempiicemz X(t) ma
Poissonovo rozileni s parametremt.
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Proces{X(t):t >0} nazvemeMarkovovym procesem sphiuje-li tzv. markovskou vlastnost:

pro libovolna0<t, <t, <..<t, <t<rt ai,...j, i, Ol plati:

P(x(r)= ix(0)=1).

I
5
X
—
SN—
I
-
SN—
I

P(X(r) = jIx(t)=1,X(t,)

V homogennim Markovayprocesu plati

p(t+t,)=> pelt)p(t.), tt,=0,i,j= 012...,
k=0

B (t) =

p,(0)p;(t), t=0 i= 012...
j=0

Prvni rovnice se nazyv@hapmanova-Kolmogorovova rovnice

Proces fistu a zanikuje homogenni Markaw proces{X(t):t >0} se stavy 0,1,2,... .

)| Otazky

1. Vysvétlete pojem ndhodny proces a popiste typy nahodpyjotes.
2. Definujte Poissoiiv proces.

3. Definujte Markowiv proces.

4. Co jsou to procesyistu a zaniku?

5. Odvad'te stacionarni pravgodobnosti (pravtpodobnosti stay).
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