TEORIE ODHADU

NAHODNE VYB ERY A UVOD DO TEORIE ODHADU

NAHODNE VYB ERY

‘7'@ Cil Po prostudovéani tohoto odstavce budetétum
e porozungt pojmu nahodny vydr
e pouzivat vylrové charakteristikyi statistiky

» vybérova rozdleni

Nahodny vybér

Pfi zkoumani realnych &t se casto setkdvame gipady, kdy pozorované veéiny (nag.
doba do poruchy stroje, pet PC jednotek iffipojenych k siti) maji nahodny charakter,
spaivajici vtom, Ze jejich pozorované hodnoty vice,meére kolisaji @i opakovanych
pozorovanich, i kdyz podminky yséhu ®chto dju i pozorovani #stavaji v podstat
nenmeénné. Takové vetiny interpretujeme jako nahodné \hy s ugitymi typy rozckleni
pravdpodobnosti a howtme o statistickych modelech Abychom mohli dinit potrebné
zawry o zkoumanych realnych égich, musime znat odpovidajici typ rekhi
pravceépodobnosti, ktery bdl vyplyva z jejich teoretického (n&pfyzikalniho) popisu anebo
jej odhadujeme ze zji§tych hodnot sledované véhy. Fi realizaci uvedeného postupu
(urceni konkrétniho rozdeni prav@podobnosti, jeho paramétrnebo jejich vlastnosti)
hovaime ostatistické indukci.

Statisticky model vychazi z vyslefikeorie pravdpodobnosti a je zaloZzen na néasledujicich
zékladnich pojmech.

* Populace a vylrovy soubor

Chceme-li ¥dét, jak chutna vino v sudu, nemusime vypit cely Stei jenom maly douSek
a vime n&em jsme.

Celkové mnozZstvi, o kterém chceme vypovidat, namgspopulaci nebo zakladnim
souborem Jeho podmnozinou, kterou zkoumame a na jejimdadékdélame za¥ry,
nazyvamevybérovy soubor.

Predpokladame, Ze populace ma (v daném znaku)clerrd které nezname. Na&ibime
hodnoty tohoto znaku na v§ttovém souboru. Na zakladéchto nereni chceme dat zawry

o celé populaci. Z matematického pohledu se nadwaithnéienou hodnotu (tj. na kazdy
prvek vylErového souboru) fiZeme divat jako na nahodnou ¥#lu, jejiz rozéleni je dano
pravdpodobnostnimi vlastnostmi celé populace. &gvmiazeme vztahnout na populaci,
pokud byly prvky vykrového souboru vybrany nahadnZ matematického pohledu to
znamena, Ze nahodné vty jsou navzajem nezavislé.

* Nahodny vyber

Nahodny vybér (X): Specialni ndhodny vektor, jehoZ slozky jsou nedéwahodné valiny
se stejnym roztlenim pravdpodobnosti.
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Vysvtleni pojmu Opakujeme-lin-krat nezavisle pokus (pozorovani¢ieni), jehoz vysledek
je nahodna velina X s distribini funkciF(x), pozorujeme vlasthnahodny vektoK = (X,
oy %), Xi JF(X), jehoZ slozZky jsou vzajemimezavislé nahodné veiy s touz distribani
funkci F(x). Tento vektor nazyvamsahodny vybér z rozdleni F(x) nebonahodny vybér ze
zékladniho souboru(nebopopulace s rozalenimF(x).Cislo n se nazyvéozsahnahodného
vybéru.

Podle rozsahu obvykle rofldjeme nahodné vy namalé pron < 30 avelké pron > 30.
Nahodny vylr ma zejm¢ simultanni distribéni funkci F(x):

F() = F(tnnes %) = POXGSXL Xe<X2 s 1) = FOX0) . F() s = |‘J F(x)

a podob#s i simultanni hustotu pra¥godobnosti:
=] 1)

Ciselny vektor Xi,..., %), ktery ziskame i realizaci nahodného vytu (X1, ... , %) °,

nazyvamestatisticky soubor nebo vzorek o rozsahm MnoZzina vSechéthto vektoti se
nazyvavybérovy prostor. Je to ¥ejm¢ podmnozina mnozinRR".

Radu informaci o posuzované nahodnéduali X poskytuiji jeji¢iselné charakteristiky, nap
E(X), D(X), smérodatna odchylka atd.rPstatistické indukci jsmeipurcovani jejich hodnot
odkazani na realizace nahodnych &yt tedy na statistické soubory. Uzivamétgm

nasledujici pojmy:

Funkci ndhodného vygou X=(Xi, ... , %)', kK jejimuz ugeni neni iteba znat konkrétni
hodnoty paramelr piisluSného roz&leni, nazyvame statistika nebo vybérova
charakteristika a zna&ime ji T (X)=T(Xs, ... , %). Je to obech ndahodna vetina. Jeji

hodnotu t=T(x1,..., %), kterou nabyva na statistickém soubom,.(, %) ‘, nazyvame
pozorovana hodnota statistikyT nebo empiricka charakteristika.
Pouzivame zejména nésledujici statistiky:

1. T.(X) = X = z X, /n ... vylErovy praimér pro odhad $edni hodnoty

i=1
E(T,(X)) = EX :%DZEXi :%[le EX,
i=1 i=1
2. T,(X)= — D (X, = X)*..... vytErovy rozptyl (=)

Neni &Zké ukazat, ZES = DX;

3. T,(X) = \/g = S.....vyb¢rova smérodatna odchylka

Vybérova rozdéleni — rozckleni zakladnich vykErovych charakteristik

Predpokladejme, Ze dany nahodny #ypochazi z normalniho rozeni:
X=X, ..., %)', X, -~ N(&,0°)

2 X 2
1. X_n = i=1n - N(,u, %) ... plyne jednak z centralni limitn&ty pro velkan, ale da
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se také ukazat na zakladivozeni rozéleni sodtu nahodnych vetin

2. Z, =%[{/ﬁ - N(@©) ... plyne z transformacea@deSlého roztleni

2
3. %[ﬂn—l) ~ x*(n-1) ... rozasleni Chi-kvadrét f?) s (1— 1) stupni volnosti

1
kde Snz :m@(xl _X)2
i=1

4, XooH

a/n - t(n-1) ... rozatleni Studentovo :(— 1) stupni volnosti
Rozdéleni relativni ¢etnosti (vybérovy podil) p¥in > 30

Neclt' S, = z X,, X ...alternativni rozdeni, cili binomickeé Bi(1,p)
i=1
PotomS,... Bi(n,p); ES, =np;, DS =np(1-p)

Mame-lin Bernoulliovych pokus, pri kterych nastank vyskyti néjaké udalosti, ozriame
vybérovy primér (vybérovy podil, relativnicetnost) p

I'j =i =
Potom plati (centralni limitnidta):

f)_) N(p,M)
n

Tedy E(p)=p; D(P)= p(ln‘p)

~

A také plati % - N@OD . plyne z transformace@deslého roztleni
n

UvOD DO TEORIE ODHADU

Bodové a intervalové odhady

Pfi popisu nahodné veliny X, jejiz hodnoty i realizaci ndhodného vy¢bu pozorujeme,
casto vystédime se ziskanim informaci o parametrech jejiho dlend pravépodobnosti.
Skute&né hodnoty d&chto paramefr obvykle nezname a odhadujeme je ze ziskaného
statistického souboru. Jakdiklad Ize uvést parametny a 6> normalniho rozéleni, které
navic vtomto fipact predstavujiciselné charakteristiky, figemz odhady jejich hodnot
umoziuji wéinit praktické zawry. Uloha nalezeni odhadu neznamého parametru spada
oblasti statistické indukce.
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Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhpdrametii. Jedna se o tzvbodovy
odhad, kdy parametr rozdeni aproximujemetislem a tzv.intervalovy odhad, kdy tento
parametr aproximujeme intervalem, &m¢ s velkou pravtpodobnosti dany parametr lezi.
Pritom uvaZzovanym parametrema#e byt i vektor, fipadré funkce danych paramétrFi
konstrukci bodovych a intervalovych odliad/chazime z nasledujicich pajm

Nech mame nahodny vy (Xg, ... , %) z rozcéleni s distribdni funkciF(x,0) s neznamym
parametren® . MnoZinu vSech uvazovanych hodnot paramétnazyvameparametricky
prostor. Statistikud =T (X)=T(Xy, ... , %), ktera bude slouzit prataly odhadu neznameho
parametrw, budeme nazyvatdhademparametrw, jeji pozorovanou hodnotu palodovym
odhademd. Abychom mohli rozhodnout, ktera statistika je hdgm* odhaden®, musime
prostudovat vlastnosti v¢bovych rozaleni tiznych statistik.

Jednou z zadoucich vlastnosti odhadu je jeho mesistRekneme, Ze odhad jestranny,
jestlize stedni hodnota jeho vyového rozdleni je rovna hledanému parametru.

Vlastnosti ,dobrého” bodového odhadu
Dobry* (vérohodny) odhad musi smvat ugité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
vérohodnych odhadpati:

* nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
» vydatnost (eficience)
» konzistence

o Nestranny odhad

Rekneme, Ze odhad jeestranny, jestlize se jeho &dni hodnota rovna hledanému parametru
(E© =0).

Znamena to, ze tento odhad systematicky nenadhapnaai nepodhodnocuje odhadovany
parametr.

Slabsi formou nestrannosti gsymptoticka nestrannost Rikame, Ze odhad je asymptoticky
nestranny pokudtim E© =©

n- oo

Priklady nestrannych odhadi:

. 6=T,(X) =X je nestrannym odhadenteini hodnoty (limitnf sty)

» Vybérova relativnicetnost p je nestrannym odhadem relatiethosti (podilu)t
« V piipac nahodného vydsu z normalniho rozdeni je vykErovy rozptyl € nestrannym
odhadem rozptylw?

Je tebatici, Ze existuje mnoho dobrych odlia#teré nejsou nestranné.

o Vydatny (eficientni, nejlepsi) odhad

Nestrannost sama o sohezarduje, Ze je odhad ,dobry“. Radi bychom dosahli tasigo,
aby bodové odhady byly rozloZzeny co #gjgji kolem odhadovaného parametru. Pokud
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budeme mit dva nestranné odha@ly a ©,, vybereme si ten, ktery bude mit mensi rozptyl.
Tato vlastnost se nazyvgdatnost (eficience).

Jestlize pro dva nestranné odhaéy a @)2 plati D@, < DO,, potom jerelativni eficience
odhaduC:)l vzhledem k odhad&A)2 dana podl'lenDé)llDéz, coz jecislo mezi 0 a 1.

Nestranny odhad, jehoZ rozptyl je nejmenSi mezinvSeestrannymi odhadyiislusného
parametru, se nazyveejlepSi nestranny (eficientni) odhad

Priklady nejlepSich nestrannych odhad:

« X je nejlepsim nestrannym odhadetieghi hodnoty (limitni sty)

* Vybérova relativnicetnost p je nejlepSim nestrannym odhadenteshosti (podilu)t

« V ptipact nadhodného vyru z normalniho rozdeni je vylErovy rozptyl € nejlepsim
nestrannym odhadem rozptyte’

o Konzistentni odhad

DalSi zadouci vlastnosti dobrého odhadu je konmisteOdhad je konzistentni, pokud se
S rostoucim rozsahem Wil (n) zpresiuje, kcemuz dochazi pokud:

a) e je asymptoticky nestranny, tj.Eé - 0
b) imDO=0

n- oo

Vlastnost b)ftika, Ze se srostoucim (rozsahem vy#ru) rozdleni © zuZuje kolem
hledaného parametru.

Priklady konzistentnich odhadi:

_ o 2
* X je konzistentnim odhadentatini hodnoty, protoz® X =% -0 pro n- o

» Vybérova relativnicetnost p je konzistentnim odhadem ratnosti (podilu)t, protoze

n(1-n)

Dp= ~0pron - o

z Shrnuti kapitoly

,Dobry“ (vérohodny) odhad musi smlvat utité vlastnosti. Mezi z&kladni vlastnosti
vérohodnych odhatpati:

* nestrannost(nevychylenost, nezkreslenost)
» vydatnost (eficience)
* konzistence

32




TEORIE ODHADU

Metoda momenti

@ Cil:  Po prostudovéani tohoto odstavce budetétum

* odhadovat parametry rodéni pravépodobnosti metodou momeint

VYKLAD

Pro odhad hodnot paramitpravdépodobnostnich rozteni se nejastji pouziva metoda
maximalni vérohodnosti (maximum likelihood), nebmetoda moment.

o V éem spa@iva princip metody momenti

Metoda momerit je principiel® jednoducha metoda pro konstrukci bodovych odhad
neznamych paramétrznamych rozéleni, kterd4 sp&iva v tom, Ze porovnavame Wové
momenty ziskanych dat s odpovidajicimi teoretickymamenty pedpokladaného rozteni

s hustotouf(t). Metoda vede n&Seni soustavy takovéhoduo rovnic, kolik je neznamych
parameti.

Mame-li k dispozici zaznamenana data (nahodngnykX) = (i, . . . ,tn)"; pak:

Ol
k-ty vybérovy obecny momentje dan vztahem: My = ﬁztf
i=1

1 _ _
Podobg k -ty vybérovy centralni moment M, = ﬁZ(ti —t)k , kdet je primer.
i=1

Odpovidajici teoretické momenty jsou dany rovnicemi

k-ty obecny moment: U = ft" f(t)dt
0

_ Nk
k -ty vybérovy centralni moment: Hi = _[(t ~ ) f(t)at
0

Metoda momenti:
Jestlize pravébodobnostni rozileni s hustotod(t) mar nezndmych paramétra jestlize
soustava rovnic

M =g, k=1,...r
resp.
M, =4, k=1,...r

ma jedin&esSeni, pak dava metoda monigigddnoznané uréené odhady parameti.
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Reseny Fiklad

Je dan nahodny vylr (X)=(t1, . . . , tn)'. Predpokladame, Ze jde o vy&
z exponencialniho rozdleni E@). Metodou momenfi odhadnéte neznamy
parametr A.

Ozna'me si hledany odhad . A ziskame jakde3eni rovnicey; = M;

Hustota exponencialniho roddni je f (t) = A&, proto:

@ = ut)=t  v)y=e™" 1 T
= |theMdt=A0 teMdt =] . “Ad|-=ne| +=
1 { e’d EJ;e 4= =1 V(t):_;l@—,n [/] 3 L AJ;(

:A[[—lnce—”‘} +[—ite‘”‘} = —lce-ﬂt(wlj =
A 0 A o A A,
t+=
=AQIim —1@_’“ t+1 +i =) —llj]im—/‘+i :—|im#+l:
teeol A A)| 2 A tee g )2 o A" A
2t
Ml':—':;

n

>

, s . iz . ~_ N
Rovnice 4 =M! piechazi na rovnici: —=-= neboli A =——
n n

A ztl

i=1

coz je odhad neznamého paramefruziskany metodou momant

z Shrnuti kapitoly

Metoda momenti je principielré jednoducha metoda pro konstrukci odihatznamych
parametit znamych rozéeni, ktera sp&iva vtom, Ze porovhavame Whové momenty
ziskanych dat s odpovidajicimi teoretickymi momepigdpokladdaného rozténi s hustotou
f(t). Metoda vede ngeSeni soustavy takovéhogbo rovnic, kolik je neznamych paramétr

Q Ulohy k re3eni

=

1. Necht turbina elektrarny podléha nahodnym ®&wok které spluji predpoklady
Poissonovych pokus Necht pii kazdém patém Soku dojde k zavazné poruSe turbiny.
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Béhem dlouhodobého sledovéani byly zaznamenany ngsiedoby do poruch turbiny (v
hodinach): (1020, 1100, 960, 1500, 1450, 1320, 12565, 1385, 1410).

a) Utete pravdpodobnostni rozdeni pro dobu do poruchy turbiny.

b) Utete odhad neznameho parametru &igho rozdleni metodou momeit

c) Utete hazardni funkci turbiny.

d) Utete, ve které fazi svého Zivotniho cyklu se turlriaehazi.
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Metoda maximalni vérohodnosti

@ Cil:  Po prostudovéani tohoto odstavce budetétum

* odhadovat parametry rodeni pravépodobnosti metodou maximalndrehodnosti

VYKLAD

o Nacdem je zaloZzena metoda maximalniérohodnosti

Odhady ziskané touto metodou se vSeobggmnauji dobrymi statistickymi vlastnostmi.

Nech’ (X)=(t,,....t,)" je ndhodny vylr z rozdtleni s hustotouf (t;©), kde © je neznamy
parametr. NaSim problémem bude nalézt funkci (zwdaokce ¥rohodnosti) danou

L{t,,...t;:0) = f(t;:©)f(t,:0)..f(t.;0) = |-l t(t:0)

a z ni pak ziska® tak, aby@) = é(tl,...,tn) bylo co nejlepSim odhadem pf. Prava strana

rovnice je sdruzena hustota prapddobnostin-nezavislych pronnych €1, . . . ,tn) se
stejnym rozdlenim.

Jelikoz L je jednoduSe funkci neznamého parame®y ktery je odhadovan, metoda
maximalni ¥rohodnosti je zaloZena na ziskani takové hod@fktera maximalizujé..

Pri praktickych vypdtech se ukazalo jako vyhot)di maximalizovat spiSe funkci lh
namistoL, coz je mozné proto, Ze ®byto operace jsou ekvivalentni a davaji stejndedlsy.

Podminkou optimality je tedy rovnice:
anlLlt,..t,;0)
J0

a hodnota parametru ziskana z této podminky sevaamaximalné vérohodny odhad
parametru 0.

=0

N

Reseny riklad
L yw

Je dan nahodny vylr (ti, . . . , k)". Predpokladame, Ze jde o vy&
z exponencialniho rozdleni E(A). Metodou maximalni wrohodnosti odhadnréte
neznamy parametra.

Ozna’me si hledany odhad .

Hustota exponencialniho rodéni je f(t) =A@ ™, proto funkce &ohodnosti pak
bude dana vyrazem:

n

Lty b A) = (/1 e’ )(/] et ) : .(/1 e ) e e
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Logaritmovanim ziskame

n n

L.t :A) = |n{;|“ TG j =in(1)+ |n(e_”'5“ ] =ninA-Adt,
i=1

Zbyva vyesit podminku optimality:

ainL(t,,...t,;A)

=0
aA
d(n.InA —)I.Ztij
i=1 —
=0
aA

ngl—zn:ti =0
="

A =

Ziskali jsme maximathverohodny odhad parametnj :

Reseny pFiklad

UvaZzujme dvouparametrické Weibullovo rozéleni s hustotou

tﬁ

f(t) = gtﬂ‘le_@. Metodou maximalni wrohodnosti odhadnéte parametry  a 6.

Funkce ¥rohodnosti L je dana
)4 tﬂ n _1 n B
B B-1 - B 1o B . B-1 X
L(t,,...t;5,0)==t" e ®. . —t"e® == t7 e "
(b1 8.0) = 5 ol [
Logaritmovanim ziskame:

105

n n _7th n n
InL:In[gj +In|_Jti/”‘1+Ine9"=1 :nlnﬂ—nln®+ZInti(ﬁ‘l)—%Zt.ﬁ =

i
i=1 i=1

= nln[a’—nInG)+([>’—1)Zn:Inti —ézn:tf

Optimalizaci vSak provadime s ohledem na oba neénparametrya, 3, takze
podminka optimality fechazi v tomto fipadt na d& nasleduijici rovnice:

dlnL n 13
:—+§Int.—— t’Int =0
aB B ' ez' '

i=1 i=1
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Z druhé rovnice riizeme snadno ziskat

>t
@ — =1
n

zatimco z prvni rovnice dostaneme

n

> tfInt,
—_i=1
o n o
—+ ) Int,
=1

Porovnanim pravych stran poslednich dvou rovnikafe jednu rovnici pro jednu
neznamoB. ReSeni je nutno provést numericky volbou vhodnéh@tiniho
procesu

z Shrnuti kapitoly

Metoda maximalni wrohodnosti je principielr® jednoducha metoda pro konstrukci odinad
neznamych paramétr znamych rozéleni prava@podobnosti, ktera je zaloZzena na
maximalizaci vérohodnostni funkce, coz je sdruzena hustota praygbdobnosti daného
nadhodného vydru, brana ovSsem jako funkce neznamych parametr

Q Ulohy k Fe3eni

=

1. Doba do poruchy dieselgeneratoruiglt exponencialnim roztenim pravépodobnosti.
Béhem dlouhodobého sledovani byly zaznamenany nggiedporuchové doby v
hodinach: (150, 190, 165, 177, 203, 178, 162, 184, 168).

a) Odhadtte parametrh metodou maximalnidrohodnosti,

b) Charakterizujte hazardni funkci diese&gétoru,

¢) Odhadgte funkci bezporuchovostigase t=100 hodin,

d) Utete 90% -ni Zivot dieselgeneratoru (Zemou dobu bezporuchového provozu, tj.
dobu do poruchy, ktera budgegrotena s 90% pra¥godobnosti).

2. Nechlt turbina elektrarny podléhda nahodnym ®ok které spluji predpoklady
Poissonovych pokis Nech’ pri kazdém patém Soku dojde k zavazné poruSe turbiny.
Béhem dlouhodobého sledovani byly zaznamenany ngi&tedoby do poruch turbiny (v
hodinach): (1020, 1100, 960, 1500, 1450, 1320, 12565, 1385, 1410).

a) Utete pravdpodobnostni roztleni pro dobu do poruchy turbiny,
b) Utete odhad neznamého parametru &jigho rozdleni metodou momet
c) Ugete hazardni funkci turbiny,
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d) Ueete, ve které fazi sveého Zivotniho cyklu se turbiiaehazi.

1) L(t,,...t,;4) = (1e )(re ). (he ) = A"e_ﬂéti dava odhad parametinasledova:

, C0Z po dosazeni zadanych hodnoﬁje% [10,005656.

b) Hazardni funkce je konstanthft) = 0,005656, dieselgenerator je tedy v obdobi
stabilniho Zivota.

c) Funkce bezporuchovosttase 100 hodin jeR(t) = 1 - F(t) = e*!;
R(100) = €565 [C 0,568

d) Hledanou dobu gimereSenim rovniceP(X > TO,Q): 09, tj. 1- F(Toyg): 09;
T,e =186hodin

5
t*e”™,  sneznamym

A
re)

2a) Doba do poruchy g&di Gamma rozélenim s hustotou f(tx

parametrerh
b) X odhadneme metodou moment

Rovnice w4 = M, prechazi na rovnici

Zt 50

2 =12 peboli A= =—;— 1 0004, coz je odhad neznamého parametru
/1 10 Z t
i=1 I

ziskany metodou moment

¢) Hazardni funkce je/:}( 0004
t

4

24).

= —|)(0,004t)

d) Turbina se nachazi veti fazi svého Zivotniho cyklu, tj. v obdobi poruchisledku
starnuti a optebeni.
Y, =0 pro X, 21

Y, =1 proX, =0 i=12...,n
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