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Rovnice vedeni
tepla

e okrajova
uloha a jeji
klasické reseni

Rovnice vedeni tepla e podminka

prechodu

e zobecnéné
reSeni.

Lateratura.




Rovnice vedeni tepla (v tenké ty Ci)

Rovnice vedeni
tepla

e okrajova

uloha a jeji
klasické reseni
e podminka
prechodu

e zobecnéné
reSeni.

Tato rovnice popisuje (nejsou-li teploty priliS vysoké) proces

1 A tvei: pficemz Literatura.
vedeni tepla v tenke tycCi; pricemz LLETQLUTe

= feSeni y = y(x) ... teplota v priCném fezu,

= p ... charakterizuje material tyCe
(souvisi s koeficientem tepelné vodivosti),

= ¢ ... charakterizuje vymeénu tepla s okolnim prostfedim
(souvisi s koeficientem prestupu tepla),

= f ...souvisi s tepelnymi zdroji uvnitr tyCe, teplotou vnée
plaste, s koeficientem prestupu tepla.




—(p(z)y")" +q(z)y = f(z) v (0,2), y(0)=y(2)=0.

Uved'me dva — fyzikalné rozumné — pripady, kdy neexistuje Rovnice vedeni
klasické feseni nasi tlohy: tepla

e okrajova

uloha a jeji

klasické reseni
_y,/ — f(x) v (07 2)7 . 2 pro x € <07 1)7 ° pdmfka =
kde f(:lj‘) " prechodu
y(O) — y(2) = 0; —2 pro x ¢ <17 2> e zobecnéné
reseni.
(rozlozeni zdroju neni spoijité). Literatura.

{4m@yY—1v<mm, 1 pro z € (0,1),

4(2) = 0; kde p(z) := {

2 pro x € (1,2)

<

—~
S

~—
]

(ty€ je sloZzena ze dvou rliznych material).
Jak tyto ulohy resit?

Nabizi se moznost uvazovat oddélené intervaly (0,1) a (1, 2).
Ukazme si vSe na prvnim z prikladu.



Rovnice vedeni
-y =2 Vv (0,1), —ys =—2 Vv (1,2), tepla
e okrajova
Y1 (O) — Y, 92(2) = 0. uloha a jeji
klasické feSeni
e podminka
U1 (ZC) = C1 + Cox — 582, y2(gj) = dl + d2gj -+ 9;27 prechodu
® zobecnéné
— = 9 = 2 4 — reseni.
Ui (O) o O’ y2( ) dl * d2 K 0’ Literatura.
takze: yi(z) = cox — 2% takZze: yo(x) = —4 — 2dy + dox + z°.
Nyni feSeni na jednotlivych intervalech "slozime":
yl(flf) — Co& — 12 pro x < (O, 1),
y(z) =

Yo(x) = —4 — 2dy + dox + 2% pro z € (1,2).

Co :?, dg ="



—y" = fv(0,2),y(0) =y(2) =0; f(z) =2V (0,1), f(z) := -2V (1,2).

Rovnice vedeni
y1(z) = cox — 2 pro z € (0,1), tepla
y(a:) = e okrajova

yz(ﬁlf) = —4 — 2d2 + dg.fl? + 5132 pro z € (1’ 2) uloha a jeji

klasické reseni
e podminka

G v , o . e o . pfechodu
Fyzikalne prirozeny pozadavek spojitosti reSeni v bode 1, e zobecnéné

reSeni.

tj. podminka y(1—) = y(1+) , dava:
y(1-) =y1(1-) =2 =1 = y(14) = y2(14+) = =4 —2dp + dp + 1,

tzn.
‘ Co = _2_d27 I

ale ve vSi Uplnosti bude jednoznacné reSeni urCeno teprve tzv.
podminkou pfechodu: p(1-)y'(1—) = p(1+)y'(1+) (podle fyzikal-

nich zakonitosti musi mnozstvi substance, ktera "vtece" do bodu 1,
odpovidat mnozstvi substance, ktera z bodu 1 "vytece").

V naSem pfipadé ma tato podminka tvar y'(1—) = 3/(1+) , a proto

y/(l—) = Cy — 2 = y/(l—l—) = d2 4 2, neboli ‘ Co = 4 + dg. I

Literatura.




Ted uz snadno dopocitame, ze co = 1 a dy = —3, aproto Rovnice vedeni
tepla

e okrajova
uloha a jeji
klasické reseni
e podminka

r—z* pro z € (0, 1),

2 — 3z +a* pro z € (1,2).

prechodu

e zobecnéné
reSeni.

2 o— Literatura.
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Predpokladejme, ze funkce u je klasickym reSenim okrajové ulohy Rovlnice vedenf
tepla

e okrajova
uloha a jeji
klasické teseni
e podminka
prechodu

resernl.

u e C%((0,2)), u(0) =u(2) =0, Yo € (0,2) : —u’(z) = f(zx).  Literatura.

Pak pro kazdou funkci v € C*'((0, 2)) takovou, Ze v(0) = v(2) = 0,
plati:

/02 —u" (z)v(x) de = /02 f(z)v(x) dz.

Upravime-li integral na levé strane pomoci per partes:




zjistime, ze (klasicke) feSeni u okrajové ulohy Rovlnice veden{
tepla

e okrajova
uloha a jeji
klasické teseni
e podminka
prechodu

musi pro kazdou vyse popsanou funkci v splnovat rovnost:
2 2 Literatura.
Jo v () (z)de = [ f(z)v(z)de.

Tento vztah, ve kterém se — vSimneme si! — nevyskytuje

druha derivace reSeni u, lze vzit za zaklad definice slabého

reSeni prislusné okrajové ulohy.
Mimochodem: velmi Casto je vysledkem fyzikalnich uvah (pomoci
nichZz se snazime sestavit model — rovnici popisujici néjaky jev)
pravé analogickd "integralni rovnice". K diferencialni rovnici se
dostavame za dodatecného predpokladu hladkosti reSeni (v nasem
pripadé: u € C?((0,2))). Definovat feSeni daného problému pomoci
té integralni rovnice je tak v jistém smyslu pfirozeng€jSi a spravnejsi.



VSimnéme si jeSté jedné veci: ve vztahu Rovnice veden{

tepla
Aol / _ [? e okrajova
Jo v (2)v'(x)de = [, f(x)v(z)de. Sy o
C v , . v, . o~ . p - klasické reseni
je Jiz "zakodovana" drive zminena podminka prechodu. S
Skutecné — dosadime-li do tohoto vztahu piechodu

e zobecnéné
reseni.

Literatura.

fz) =

2 pro x € (0,1),
—2 pro z € (1,2),

u(z) == y(z) = {Cﬁ —* pro z € (0,1),

—4 — 2dy + dox + 2% pro z € (1,2),

dostaneme

fol(CQ — 2z)v' () dz + flz(dz + 2x)v'(z) dx = fol 2u(x)dr + ff —2v(x) du,



a protoze Rovnice veden{
tepla

e okrajova

1 1 1
n [ 20(z)dz = 2zv(z)]g — [, 220" (x)dz = 20(1) — [ 22v'(z)dz,  dloha a jejf
klasické reseni

2 2 2 o ,
» [} —20(@) de = [~2e0(@)f+ J} 200/ (@) do = 20(1)+ J} 200/ (2) d, # podminka

e zobecnéné
plyne ze vztahu

Literatura.

fol(cz — 2z)v' () dx + f12(d2 + 2x)v(z) dx = fol 2u(x)dx + f12 —2v(x) de,

e

fl(CQ — 2z + 2x)v' () dx + ff(dg + 2z — 2x)v' () do = 4v(1),

colv(z)]y + dafv(z)]f = 4v(1),
cov(1l) — dov(1l) = 4u(1);

a protoze funkci v Ize volit tak, aby v(1) # 0, plyne odtud (nasSe)

podminka prechodu
‘ co =4+ ds. I




Literatura.

Rovnice vedeni

Stanislav Mika, Alois Kufner: tepla

Okrajové ulohy pro obycejné diferencidlni rovnice, ',IOEMJ'O,V%
uloha a jeji

SNTL, Praha, 1981. klasické fesen{
e podminka
prechodu

e zobecnéné

Dekuji Vam za pozornost! |
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