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Kapitola 1

Prolog. Proc¢ zobecnovat pojem

klasického reseni.

Uvazujme pro priklad rovnici vedeni tepla (v tenké tyci) s homogennimi Dirichleto-

vymi podminkami, tj. okrajovou tlohu

(1.1)

Reseni y popisuje stacionarni rozlozeni teploty v tenké tyci (y = y(x) je teplota

v p¥ilném Fezu), pricemz
e p ... charakterizuje material tyce

(souvisi s koeficientem tepelné vodivosti),

® ¢ ... charakterizuje vjménu tepla s okolnim prostf¥edim

(souvisi s koeficientem prestupu tepla),

e f ..souvisistepelnymi zdroji uvnit¥ tyce, teplotou vné plasté,skoeficientem

pfestupu tepla.

Uvedme dva — fyzikdlné rozumné — pripady, kdy neexistuje klasické feSeni

nasi ulohy:



2 Prolog. Proc¢ zobectiovat pojem klasického reseni.

—y" = f(z) v (0,2), kde f(x) — 2 pro z € (0,1),
y(0) =y(2) = 0; —2 pro z € (1,2)

(rozloZeni zdroji neni spojité).

—(p(x)y’) =1 v (0,2), kde p(z) = 1 pro z € (0,1),

y(0) = y(2) = 0; 2 pro z € (1,2)

(ty¢ je slozena ze dvou riznych materiali).

Klasické feseni (tj. hladka funkce splnujici v kazdém bodé intervalu (0,2) pii-
slusnou rovnici a majici souc¢asné nulovou hodnotu v 0 a v 2) neexistuje, tlohy jsou
vsak fyzikalné rozumné. Jak je tedy tesit?

Nabizi se moznost uvazovat oddélené intervaly (0,1) a (1,2). Ukazme si vSe na

prvnim z piikladu (feseni druhého ponechme jako vhodné cviceni ¢tenaium).

—y =2 v (0,1), —yy =—2 v (1,2),
y1(0) = 0; 12(2) = 0.
Odtud
y1(x) = ¢ + cow — 22, Yo(x) = dy + dow + 22,
y1(0) = ¢ =0, y2(2) =dy +2ds +4 =0,
takze
Y1 (z) = cow — 22, yo(x) = —4 — 2dy + dox + 2.

Nyni feseni na jednotlivych intervalech ,slozime®:

y1(x) = cox — 2 pro x € (0,1),
y(x) == (1.2)
yo(x) = —4 — 2dy + dox + 2* pro z € (1,2).

Zbyva urcit hodnotu konstant ¢y a ds.



Fyzikélné prirozeny pozadavek spojitosti FeSeni v bodé 1, tj. podminka
y(1=) = y(1+),
dava

y(1=)=yn(l-) = =1=y(+) = p(1+) = =4 = 2dy +dp + 1,

tzn.
Cy = -2 — dg, (13)

ale ve vsi uplnosti bude jednoznacné feseni urcéeno teprve tzv. podminkou p¥echodu:

p(1-)y'(1-) = p(1+)y'(1+)

(podle fyzikalnich zdkonitosti musi mnozstvi substance, kterd ,vtece“ do bodu 1,
odpovidat mnozstvi substance, kterd z bodu 1 ,vytece“).

V nasem pripadé ma tato podminka tvar

y(1=) =y'(1+),

a proto
yA-)=c=2=y(+)=d +2,
neboli
Co :4+d2 (14)
Ze vztahu (1.3) a (1.4) snadno vypoéteme, ze c; = 1 a dy = —3, a proto (staci

dosadit do (1.2))

r—1x? pro z € (0,1),

y(e) =
2 — 3z + 2% pro x € (1,2).

Ukazali jsme si situaci, kdy klasické feseni rozumné tlohy neexistovalo, ale kdy se
nam podarilo ,klasickymi metodami® najit . fyzikalné rozumné® feseni problému.
Nasim cilem bude zobecnit pojem feseni diferencialni rovnice (pfesnéji: okrajové
tlohy) i pro mnohem ,divocejsi“ nez uvedené priklady, pro situace, kdy jiz s ,klasickymi
metodami“ nevystacime.

Naznacme si pro inspiraci, jak 1ze napiiklad postupovat.



4 Prolog. Proc¢ zobectiovat pojem klasického reseni.

Predpokladejme, ze funkce u je klasickym fesenim okrajové tlohy

To znamena, ze
u € C%((0,2)), u(0) =u(2) =0, Vo €(0,2) : —u"(x) = f(x).

Pak pro kazdou funkci v € C*((0,2)) takovou, Ze v(0) = v(2) = 0, plati

/02 —u"(z)v(z)de = /02 f(x)v(z)dz.

Upravime-li integral na levé strané pomoci per partes:

/02 —u"(z)v(z)dr = [~/ (z)v(z)]§ + /02 u'(z)' (z)de = /02 o ()0 (z)dz,

zjistime, ze (klasické) FeSeni u okrajové tlohy (1.5) musi pro kazdou vysSe popsanou

funkci v splnovat rovnost

/0 () (@) = /0 " F@)o()d (1.6)

Tento vztah, ve kterém se — vSimnéme si! — nevyskytuje druha derivace reseni u,
lze vzit za zédklad definice tzv. ,slabého Teseni® prislusné okrajové tlohy.

Mimochodem: velmi ¢asto je vysledkem fyzikdlnich dvah (pomoci nichz se sna-
zime sestavit model — rovnici popisujici néjaky jev) pravé analogickd integralni
rovnice“. K diferencialni rovnici se dostavame za dodateiného predpokladu hlad-
kosti TeSeni (v nasem pifpadé: u € C?((0,2))). Definovat feseni daného problému

pomoci té integralni rovnice je tak v jistém smyslu pfirozenéjsi a spravnéjsi.

Tomuto soudu odpovid4 i nasledujici pozorovéani: ve vztahu (1.6) je jiz ,zakddovana“
dfive zminénd podminka prechodu (1.4).

Skutecéné — dosadime-li do tohoto vztahu

2 pro z € (0,1),
fz) =
—2 pro z € (1,2),



cor —2? pro x € (0,1),
—4 — 2dy + dyxr + 2% pro x € (1,2),

dostaneme

/0 (s — 2000/ (2)da + /1 (s + 2000 () = /0 ' gu()da + /1 " ou(n)de, (17)
a protoie
o [ 20(x)dx = [2zv(2)]§ — [ 22 (z)da = 20(1) — [ 220/ (z)d,
o [} —20(z)dz = [~2z0(z)]} + [ 220/ (x)dax = 20(1) + ] 220/ (2)dx,

plyne ze vztahu (1.7), Ze

/1(02 — 2z 4 2z)v(x)dx + /2(d2 + 2z — 2z)v'(z)dz = 4o(1),

calv(2)]y + dolo(@)]f = 4v(1),
cav(1) — dyv(1) = 4u(1).
Funkei v lze vsak volit tak, aby v(1) # 0, a proto lze odtud vy¢ist (nasi) pod-

minku prechodu
Cy = 4 + dg.

Integraly v (1.6) jsou Riemannovy integraly. Chceme-li v dalsim uvazovat co nej-
obecnéjsi pravé strany f, ..., musime zobecnit pojem Riemannova integralu. Funkeci,
které jsou riemannovsky integrovatelné, je totiz ,malo“; navic Riemanniv integral
,déla problémy* pfi limitnich prechodech, omezuje nas do uzavienych intervalu, ... .
Zobecnit bude taky tieba i pojem funkce a jeji derivace.

V dalsim se tak budeme setkavat se specialnimi funkcemi:

e s funkcemi lebesgueovsky integrovatelnymi,

e s funkcemi majicimi ,,zobecnénou derivaci®.

Definicim a zakladnim vlastnostem téchto specialnich prostoru funkei budou vé-
novany prvni kapitoly tohoto textu.
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Kapitola 2

Lebesgueova mira. Lebesgueuv

integral. Prostory LP({2).

2.1 Lebesgueova mira

2.1 Poznamka a motivace. Predstavme si tuto situaci: mame hrst minei a chceme

urcit, jakou maji celkovou hodnotu. Nabizi se dva pristupy:

1) bereme minci po minci a prubézné séitdme jednotlivé hodnoty
(1K¢ +2Ké +1Keé +5Ke¢ +5Ké +2Ke +1Ké = 17K¢),

2) nejdrive setfidime mince podle hodnot, zjistime pocet minci v jednotlivych
hromadkach, a pak se¢teme ptislusné castky
(3-1Ké¢ +2-2K¢ +2-5K¢ =17K¢).

Podobné 1ze charakterizovat rozdil mezi ,riemannovskym® a ,lebesgueovskym“

pristupem k vypoctu integralu — napr. fab f(z)dx:
1) ,riemannovské integralni soucty “:

/a ot = 3 flor) (o )
délka (mira)

intervalu (xy, Tx41)

2) ,lebesgueovské integralni soucty“:

b
/ f(fL’)dLU = Zyk : ,,mira Mk “7
a k
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kde
My = {x € {(a,b) : f(z) € (Y, Yrs+1)}-

Takze

potfebujeme miru!

2.2 Definice. Bud X libovolnd mnozina a P(X) systém vsech jejich podmnozin.
A C P(X) se nazyva g-algebrou (na X), plati-li souc¢asné
i) X € A,
i) vVAe A: X\AecA,
i) [VneN: A, € A] = Elen € A.

Prvky A nazyvame métitelnymi mnozinami; mnozinu X spolu se o-algebrou A

nazyvame méfitelnym prostorem a znacime (X, .A).

2.3 Cviceni. Bud X libovolnd mnozina. Dokazte, ze dany systém podmnozin A je

o-algebrou na X:
1) A="P(X),
2) A={0, X},
3) A={A C X : A je nejvyse spofetnd mnozina nebo X \ A je nejvyse spocetna

mnoZina}.

2.4 Pozorovéani. Je-li § C P(X), existuje nejmensi o-algebra (na X') obsahujici S.

Mluvime o o-algebte generované systémem S.
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2.5 Definice. Bud (X, .4) méfitelny prostor. Funkce
p: A= (0,+00) U{+oo}
se nazyva mirou (na A), plati-li
i) p neni identicky rovno +oo,
ii) u je o-aditivni, tzn.

VneN: A, € A,
Vi,j € N: [Z%] = AlﬂA]:@]

= ;L(UAn> = (4.

Mnozinu X spolu se g-algebrou A a mirou p nazyvame prostorem s mirou a zna-
¢ime (X, A, p).

2.6 Priklad.
1, a €A,

1) A=P(X), ae X, u(A) := 0 adA

... tzv. Diracova mira;

pocet prvkia A, je-li A koneéna mnozina,

+00, je-li mnozina A nekonecna,

... tzv. aritmetickd mira.

2.7 Véta (vlastnosti miry). Bud (X, A, u) prostor s mirou. Pak plati
i) (@) =0,
ii) VA, Be A: [AC B = pu(A) < u(B)],

iif) [(vneN: A, € A) A (Aan)] = 1(A,) — u(A)

symbolem A, S A rozumime, Ze Ay C Ay C A3 C ... aze A= J An) ,

n=1

iv) [(\m EN: A, e A) A (A, N A) A (u(Al) < +oo)} = u(Ay) — p(A)

symbolem A, \ A rozumime, Ze A1 D Ay D A3 D ... aze A= ) An) )

n=1
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2.8 Poznamka. Neprehlédnéme, Ze soucdsti tvrzeni iv) véty 2.7 je i métitelnost

mnoziny A = () A,.
n=1

2.9 Definice. Uvazujme prostor s mirou (X, A, i1). Rekneme, Ze y je tiplnd mira,
plati-li

VA, BCX: [u(A)=0,BCA = BeA (= uB)=0).

2.10 Véta (o zuplnéni miry). Necht (X, A, p) je prostor s mirou. Nechl Aqy je
systém vsech E C X takovich, Ze existuji mnoziny A, B € A tak, Ze

ACECB, u(B\A)=0.

Definujme pro E € Ay :

Potom (X, Ao, o) je prostor s iplnou mirou.”

(X, Ag, po) nazyvame ziuplnénim (X, A, u).

2.11 Pozorovani. Ziejmé A C Ay a u = o na A.

2.12 Véta. Uvazujme meritelny prostor (R",B), kde n € N a B je o-algebra
generovand systémem vsech otevrenych podmmnozin R™. ¢

Pak existuje pravé jedna mira A na B takovd, Ze pro kaZdou mnoZinu (interval)
W .= (al,bl) X (a2,b2) X ... X (an,bn)
(VZ S {1,2,...,71} ca b € R a; < bz)

plati

?B nazyvame o-algebrou borelovskych mnozin.

2.13 Definice. Mira A\ z predchozi véty se nazyva Lebesgueova—Borelova mira.

Bud nyni (R™, By, \g) ziuplnénim (R", B, ). Miru Ay pak nazyvime Lebesgueovou

mirou a systém B, systémem lebesgueovsky méritelnych mnozin.
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2.14 Umluva. V dalsim zna¢me symbolem A\ Lebesgueovu miru.

2.15 Poznamka. Da se dokazat, ze plati

BC B, S P(R").

2.16 Véta (vlastnosti lebesgueovsky méritelnych mnozin a Lebesgueovy

miry).
Plati
i)
EebB, & [(Va € R+) (3A, B C R") : A je uzavrend, B je oteviend,
A CECB,\NB\A) <e|;

ii) A je invariantnd vici posunuti,” tzn.

(VEeBy) (Ve eR"): E4+z:={y+a:yeE}ecBy, M(E+z)=A\E);
iii)
VE € By: AE) =sup {\NK): K je kompakt, K C E} =
= inf {\(G) : G je otevrend, E C G}
... tzv. reqularita \;
iv) je-li M C R™ nejvise spocetnd mnozina, je N(M) = 0;
v) je-li T : R™ — R"™ linedarni zobrazeni, tak plati

VA€ By: A(T(A)) = AA) - | det T.

?D4 se ukdzat, ze A je jedind normalizovand (tzn. A ((0,1)™) = 1) borelovska (tzn. definovand

na B) mira v R" invariantni vaci posunuti.

2.17 Poznamka. Da se dokazat, ze na P(R") neexistuje zadna normalizovana mira
invariantni vicéi posunuti. To znamend, chceme-li miru s takovymito vlastnostmi,

budou existovat podmnoziny M C R"”, které nejsou meéritelné.
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Nabizi se tedy otazka, nejsou-li nase pozadavky kladené na miru (viz definici 2.5)
prilis ,tvrdé“. Neexistuje na P(R") alespon kone&n& aditivni normalizovana
mnozinova funkce invariantni vii¢i posunuti? V roce 1920 Stefan Banach dokazal, ze
pro n = 1 nebo n = 2 takova funkce existuje, neni ovSem urcena jednoznacné. Felix

Hausdorff v roce 1914 ukézal, ze pro n > 3 takova funkce neexistuje viibec.

2.2 Lebesguetiv integral

2.18 Definice. Bud

f: R" - R :=RU{—00,+00}.

Rekneme, ze funkce f je (lebesgueovsky) méfitelnd, plati-li souc¢asné

e Df € By,

eVaecR: {zeR": f(x) > a} e By

Rekneme, 7e funkce f je (lebesgueovsky) méfitelnd na mnoziné M C Df, je-li

méfitelna funkee f), .

2.19 Definice. Bud M C R". Funkci
1, z e M,
Xum(T) =
0, z e R"\ M,

nazyvame charakteristickou funkei mnoziny M.

2.20 Pozorovani. Plati

M € By < xu je méritelna funkce.

2.21 Definice. Jednoduchou funkci (na R™) rozumime (konecnou) linedrni kombi-

naci charakteristickych funkci mnozin z By. Jinak feceno: funkce s : R” — R je jed-
noduchou funkei, existuji-li ¢isla aq, ao, ..., € R a mnoziny Ay, As, ..., Ay € By

tak, ze

k
Ve e R": s(x) = ZaiXAi('T)'
i=1
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2.22 Pozorovani. Vyse popsand jednoducha funkce s je tedy méritelnd a s(R") je

koneéna podmnozina R.

2.23 Definice. Definujme

2.24 Véta (vlastnosti méritelnych funkci).
Plati

i) jsou-li funkce f,g, fr (Vk € N) meéritelné (na R") a je-li o € R,
jsou méritelné i funkce: «f, f+g (pokud soucet md vsude smysl), |f|, fg,
§ (pokud g nenabyvd hodnoty 0), max(f,g), min(f,g), sup fi, inf fi,

limsup f, liminf fi, lim fp (existuje-li);

ii) je-li f: R™ — (0,400)U{+00} meéritelnd funkce na R™, existuje posloupnost
(sg) mezapornich jednoduchiych funkci takovd, Ze s, /' f, tzn.

(VE e N: sgr1 > s6) A (Vo € R": limsg(z) = f(z))

(mimochodem: je-li f navic omezend, lze (si) volit tak, Ze s, = f na R™).

2.25 Definice. Necht
s: R" — (0, 00)

je jednoducha funkce, ay, s, ...,ar € RTU{0} jsou jeji vSechny navzajem ruzné
hodnoty a bud (pro kazdé ¢ € {1,2,...,k})

Ai = {fE e R": 3(-’17) = ai}a
.

k
S = E QX A;-
=1

Pro kazdé E € B, definujeme

k
/ sd\ = Zai/\(Ai NE).
E

1=1
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2.26 Definice. Necht f: R" — (0, +00) U {+0o0} je méfitelna funkce.

Pro kazdé £ € By, E C Df, definujeme

/ fdA :=sup {/ sdA: 0<s< fna E,| s je jednoducha funkce} )
E E

2.27 Definice. Je-li f : R" — R* méfitelnd funkce, definujeme pro kazdé
EeBy,, ECDf:

/ fdX:= / frdx— / [~ dA, ma-li prava strana smysl
E E E

(f* == max (£,0), /= :=max(~f,0); tzn. f=f* —f).

2.28 Oznaceni. Nékdy budeme pouzivat i tohoto oznaceni:

[Efd)\ ::/Ef(x)dx.

2.29 Poznamka. Je tcelné definovat integral i pro funkce definované pouze skoro
vSude (zkracené s. v.), tj. vSude s vyjimkou mnoziny miry nula — viz nasledujici

definici.

2.30 Definice. Je-li funkce f : R" — R* méfitelnd, £ € By, E\ N C Df, kde

A(N) = 0, definujeme
/ fdi:= fdA.
E E\N

2.31 Definice. Bud 1 < p < +00, F € By. Potom definujeme

LP(E) = {f R" — R*: f je méritelna, /]f]pd)\<+oo}.
E
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Necht
e pro kazdé n € N je f, méritelnd funkce,
o f, /[ skoro vsude v E € By,

o [, [idA> —o0.

Potom plati

/EfndA — /Efd)\.

2.32 Véta (Leviho — ,Lebesgue monotone convergence theorem*).

2.33 Priklad. Bud {

fn = — f=0.

Potom kazda z funkci f,, je méfitelnd a f,, 7 f vsude v R, ale protoze

VneN: /fndA:—oo, /fdAzO,
R R

/and)\ — /Rfd/\.

(Neni splnén predpoklad [, fi d\ > —o0.)

neplati

2.34 Priklad. Bud (z,) takova posloupnost, ze
QN(0,1) ={z, : n €N},

a bud

Potom, protoze
0< fu 7/,
plati
fndA=0 — fdA=0.

(0,1) (0,1)

(Vsimnéme si, ze Riemannuv integral fol f(x) dx neexistuje.)
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2.35 Véta (Lebesgueova — ,Lebesgue dominated convergence theo-

rem*).

Necht
e pro kazdé n € N je f,, méritelnd funkce,
o [, — f skoro vsude v E € By,

e cristuje funkce g € LY(F) takovd, Ze pro kaZdé n € N je |f,| < g skoro vude
v E.

Potom plati

feﬁl(E),/E|fn—f|d)\—>0,/Efnd/\—> /Efd)\.

2.36 Priklad. Bud
fn = nX(0,1), f=0.

Potom kazda z funkci f,, je méfitelnd a f,, — f vsude v R, ale protoze

VneN: /fnd)\:l, /fd)\:O,
R R

/and/\ — /Rfd)\

(neexistuje — v Lebesgueové vété pozadovana — funkce (tzv. majoranta) g).

neplati

2.37 Véta (Fatouovo lemma).

Necht
e pro kazdé n € N je f,, meritelnd funkce,
e gc LY(E), FEe€By,

e pro kazdé n € N je f,, > g skoro vsude v E.

Potom plati
/lim inf f, d\ < liminf / frndA.
E E
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2.38 Priklad. Bud

X(-1,0)» je—li n liChé,
fn =

X(0,1), je-li n sudé.

Potom

/1iminf fnd)\:/Od)\:O
R R

A

liminf/fnd)\:hm/fnd)\:hmlzl.
R R

2.39 Véta (Fubiniova). Necht p,q € N a necht existuje (konecny nebo nekonecny)

/ fdA.
Rpr+a

integral

Potom

e pro s. v. x € R existuje

Ra

e pro s. v. y € R? existuje

[ Pax=v (@)= faw),

/Rpﬂf(x,y)dxdy:/w( qu(%y)dy> dx:/Rq ( Rpf(x,y)dx) dy.

“Pouzivame oznaceni

a platt

tj.

/ fdx:= flz,y)dzdy.
Rp+a Rp+a
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2.40 Véta (o substituci).

Necht
e G C R" je otevrend mnoZina,
o v: R" = R" je takové zobrazent, Ze
—  je prosté na G,
— ¢ je tridy C* na G,
— VzeG: det ¢(2) #0,
o [: R" - R*

Potom

[ tade= [ sow) et g o]
»(G) G

pokud jeden z téchto integrdli existuje.

2.41 Véta (o souvislosti Riemannova a Lebesgueova integralu). Necht
f: R — R je omezend funkce na intervalu {a,b) C R. Pak

i) existuje-li (R) fabf(m) dz, ezistuje i (L) fab f(z)dz a oba integrdly se rovnaji,

i) (R) f:f(x) dz ezistuje < funkce f je spojitd skoro vsude v (a,b).”

“Tzn.

AN CR: [(A(N)=0) A (Vo € {a,b)\ N : f jespojitd v z)].
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2.42 Definice.
Necht

e —x0<a<b< +oo,

e f: (a,b) >R,

o Vx € (a,b): F'(z) = f(x).
Existuji-li kone¢né limity

F(b—) := lim F(z), F(a+):= lim F(z),

z—b— T—a+

nazyvame jejich rozdil Newtonovym integralem funkce f na (a,b); tj.

b b
(N) / f(z)dz = F(b-) — Flat) = [F(2)]’ € R.

2.43 Véta (o souvislosti Newtonova a Lebesgueova integralu).
Plati

i) existuji-li (N) f; f(z)dz a (L) f; f(z)dz, je
W) [ fade= (@) [ f)de

ii)
fe L (a,b))

b
= existuje (N)/ f(z)dz,
f je spojitd na (a,b) a

iii) existuje-li (N) fabf(x) dz, je f méritelnd. Pokud navic neexistuje
(L) fab f(x) dx, neezistuje ani (N) fab |f(z)|dx.

2.44 Priklad.

(N)/ Smxdng, (L)/ Smxdx neexistuje, (N)/
0 0 ’

sinx

dx neexistuje.

T T
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2.3 Prostory LF(Q)

2.45 Véta (vlastnosti £'(F)). Bud E € By, pak plati
i) je-li f € LYE), je f (na E) koneénd skoro vsude,

ii) jsou-li f,g € LYF) a o, € R, je af + g € LYE) a plati

/E(af+59)d/\:a/Efd>\+ﬁ[Egd)\,

iii) je-li f € LY(E), je |f] € LY(E) a plati

/EfdA‘S/E|f|dA

(tzn. Ze Lebesguetiv integrdl je absolutné konvergentni),

iv) jsou-li f,g € LY(E), jsou i max (f,g),min(f,g) € LY (E),

v) je-li f méritelnd a takovd, Ze pro néjaké g € LYE) je |f| < g skoro vsude
v E, je f e LYE).
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2.46 Véta (Holderova a Minkowského nerovnost).
Bud E € By; p,q € (1,+00);

1 v 7/
—+—-=1 (p,q ... tzv. sdruzené exponenty).

p

Pak plati

(H) jsou-li f € LP(E), g € LYE), je fg € LY(E) a plati

/E fgdA < ( /E |f|pdA)1/p ( /E |g|qu>1/q,

(M) jsou-li f,g € LP(E), je f+g € LP(E) a plati

(/E|f+g|pdx>l/p < (/E|f|f°dA>l/p+ (/E|g|pdA)1/p.

2.47 Pozorovani a definice. Bud F € By, 1 < p < +4o00. Vlastnosti prostoru

LP(FE) se standardné definovanym souctem a nasobkem a funkciondlem

1/p
1l = ( [l dA)

pripominaji strukturu normovaného linedrniho prostoru, nicméné o normovany linear-
ni prostor se nejednd.’ Abychom mohli ,pracovat® v teorii normovanych linedrnich
prostort, pritadime kazdé funkci f € LP(F) tfidu funkei

[f]:={g € LP(E): g = f skoro vSude v E'}
a definujeme
LI(E) = A{lf]: f e LV(E)}.
Potom
(LE)+ = o)
kde
1+ gl :=1f + 9], alf] == [af] (@ € R), [[F o) = f ]l

'To si rozmyslete podrobné!
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je normovany linedrni prostor.’

V matematické literature je bézné nerozliSovat funkce a t¥idy funkci. Intui-

tivné: funkce 1i8ici se na mnoZiné miry nula povaZujeme za totoZné.

Zobecnéme prostory LP(E) i pro pripad p = oc.

2.48 Definice. Bud E € B,. Symbolem L*>(FE) zna¢me mnozinu vSech métitelnych
funkei f (presnéji: t¥id funkei skoro vSude na E navzdjem rovnych), pro néz existuje
M € R takové, ze |f(z)| < M pros. v. z € E (tj. | f| < M skoro vsude v FE).

Nejmensi konstanta M s touto vlastnosti se nazyva L*°-normou funkce f, tzn.

flljoom :=esssup|f| := inf sup |f(x)].
111 oo i up |f] A%oneE\N| ()]

2.49 Véta (vlastnosti LP(2)). Necht () je neprdzdnd oblast v R™ (1j. otevrend

a souvisld mnozina).
Pak plati
i) Vp € (1,400) U {+o00} : LP(Q) je Banachiv prostor,

ii) L%(Q) se skaldrnim soucinem

(u,v) = / wvd\ = / u(z)v(x)dx
Q Q
je Hilbertuv prostor,
i) je-li 1 < p < +o0, je C°(2) N LP(Q) hustou podmnoZinou LP(2),

iv) je-li 1 < p; < pa < +00 a soucasné A(§2) < +o0, je

L>®(Q) C L2 (Q) C LP(Q) C LY(Q).

2.50 Cviceni. Dokazte tvrzeni iv) véty 2.49

[l Lo () Jsou korektni, nezdvisi totiz na vybéru reprezen-

1Vyge uvedené definice operaci +, —,

tantu.



23

Kapitola 3

Zobecnéné funkce (distribuce),

zobecnéné derivace.

Bud () neprazdna oblast v R" (n € N).

Definujme mnozinu D(£2) — tzv. prostor testovacich funkci — jako mnozinu vsech
funkei ¢ € C*(Q), pro néz plati

e suppy :={x € R*: ¢(x) #0} C Q
(supp ¢ ... tzv. nosi¢ funkce ),

e supp ¢ je kompakt v R"
(tj. omezend a uzaviend mnozina).

Vsimnéme si: uvazujeme-li na D(2) standardnim zptusobem definovany soucet

a nasobek funkci, tzn. definujeme-li pro kazdé ¢1, 09 € D(Q2) a c € R

(01 +@2)(2) == 1 (2) + @a2(2),  (ep1)(@) = cpr (),

je D(Q) vektorovym prostorem.

V dalsim budeme pouzivat tohoto oznaceni:

o o= (ag,q,...ap) € R" kde a; € NU {0},

... multiindex;

ool =a;+ar+ -+,

... délka multiindexu;
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eu: R" - R uecClQ):

o1 a4t ||
Doy e 0 "u 0y
T a1 a2 - a1 a2 .
Ox'0xy? ... 0xdn  Ox('0x5* ... 0x%n

3.1 Priklad. Pron =3, a = (3,0,2) a u € C°(Q) je

Doy — Pu  Pu  Pu
C0x3022 922023 0x020x20z

protoze derivace 5. fadu jsou pro funkci
ue CQ) =C*Q)

zameénné.

3.2 Definice. Bud (¢,) posloupnost v D(2) a » € D(9). Rekneme, Ze posloupnost
(¢n) konverguje v D(Q) k funkei ¢, a piseme

©n — p v D(Q),

jestlize existuje kompakt K C 2 takovy, ze:

e pro kazdé n € N:
supp ¢, C K, suppy C K,

e pro kazdy multiindex a:

D%, = D% v K.

3.3 Poznamka. D4 se ukdzat, ze prostor D(2) neni metrizovatelny, tzn. zZe

neexistuje zadnd metrika o na D(Q) takovd, aby platilo

on = @ v D(Q) & olpn,p) = 0(vR).
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3.4 Definice. Prostor vsech spojitych linearnich funkcionali na D(2) nazyvame

prostorem distribuci na 2 a znac¢ime D*(€2), tzn.
FeD'(Q) < e F: D) — R,
e v, > ovDAQ) = Fleo,) = Fy),

1,02 € D(Q)
° = F(c1p1 + capa) = 1 F (1) + caF(ip2).
C1,Co € R

3.5 Oznaceni. Je-li F' € D*(Q2) a ¢ € D(Q), budeme pouzivat i znaceni

3.6 Definice. Rekneme, 7e funkce f patii do L} (€2), pokud

(Vo € Q) (AU() C Q) : fe L'(U(x)).

3.7 Poznamka. D4 se ukdzat, ze f € L},.(Q2) pravé tehdy, jestlize pro kazdy kom-
pakt K C Q plati, ze f € L'(K).

3.8 Priklad. Definujme funkce f a g predpisy
1 1
flx) = 7 g(z) = —.
Pak
f e LY0,1), aprotoi f € Li,(0,1),
g € L},.(0,1), ale g & L'(0,1).

3.9 Poznamka. Bud
f € Li(9)

a definujme zobrazeni

F: D) - R
predpisem:!

Flp) = / f(@)p(z) d.

Uvedeny (Lebesgueiiv) integral za danych piedpokladi existuje!
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Pak F € D*().

Bud nyni G € D*(2) takova distribuce, Ze pro néjakou funkci g € L} () plati

loc

Yo e D(Q) : (G.p) = / g(x)p(z) dz.

Pak
F=G & f=g s.v.v L

Lze tedy ztotoznit ' ~ f; ziskame tak inklusi

Line(92) € D*(Q).

3.10 Definice. Distribuci F' € D*(2) nazveme reguldrni, existuje-li f € L ()

takova, ze

Vo e D(Q): (Fp) = / f(@)p() dz.

3.11 Priklad. Bud a € Q. Definujme distribuci ¢, predpisem

(0a, ) = w(a).

Pak 6, (tzv. Diracova funkce nebo Diracova distribuce) neni reguléarni distri-

buci. Tzn.

D(Q) & Line(Q) & D'(Q).

3.12 Pozorovani. Bud
f € D(R) Cc D*(R)
(v € DR {10} = [ Saheta)ac).
Pak plati taky
/€ D(R) c D*(R)

(o e DR (10 = [ Fabptoas).

Navic
(Vo € D(R)) (3a € RY) : suppy C (—a,a),



27

a proto
(f', ) = / f(@)p(x) de = [f(z)e(z)]”, — a f(@)¢'(x) de = —(f, ¢').
—a T/ —a

Zobecnime nyni pojem derivace z D(2) na D*(Q2).

3.13 Definice. Bud
F e D (Q).

(Zobecnénou) derivaci distribuce F' podle i-té proménné rozumime distribuci

OF
8135

oF o Op
<a—xi’@> = <F’ axi>-

Obecné definujeme pro kazdy multiindex « distribuci

€ D ()

definovanou predpisem

D°F € D*()

predpisem

(DF,p) := (=1)(F, D).

3.14 Véta. Necht
feC*Q) (C L) c D)

a necht « je takovy multiindex, Ze |o| = k. Potom pro kazZdé ¢ € D(Q) plati”

(D°f, ) = /Q (D° ) () () e

Tzn. ,zobecnénad“ derivace = derivaci ,klasické“.

3.15 Priklad. Uvazujme Heavisideovu funkci

0, x <0,
n(x) =
1, > 0.
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Pak
1 € L, (R) C D*(R)

a pro kazdé ¢ € D(R) plati

') =—Mn,¢) = —/Rn(fv)so’(x) do = — /OOO ¢(z)dz =

a proto’

!Derivaci je tfeba rozumét derivaci ve smyslu distribuci — viz definici 3.13.
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Kapitola 4

Sobolevovy prostory.

Bud
0 #QcR”,

kde n € N, omezena oblast a bud

EeNU{0}, 1 <p< .

Uvazujme vektorovy prostor C*°(£)) a na ném normu

4.1 Priklad.

()

1/p

iy = ( JAER >pdsc) .
la|<

n P 1/p
= ( / (ru<x>|p+z @) )dx> ,

~—

Julz = ( / (!UW”Z 7| + 3

4.2 Definice. Sobolevuv prostor

W (Q)
definujeme jako ziplnéni prostoru

(€=, 1| llip) -
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4.3 Pozorovani.

L2(Q) = W2 (Q) D WH(Q) D W**(Q) D ... .

4.4 Pozorovani. Bud u € W*?(Q). Pak existuje posloupnost (u,) v C*®(Q) ta-
kova, Ze u, — u ve W*2(Q), a proto je posloupnost (u,) cauchyovska ve W"?2(Q).

Uvazujme nyni libovolny multiindex « takovy, ze || < k. ProtoZe plati
[ D%y, — Da“m”]ﬂ(g) < Nl = wmll

je posloupnost (D%u,) cauchyovska v (dplném!) prostoru L*(f2). Existuje proto
funkce f, € L*(Q) takovd, Ze

D%, — fo v L*(Q).
D4 se dokdzat, Ze pro takto ziskané funkce f, plati'

Ja= Daf(o,o,...,o) = D%u.
Zjistili jsme tedy, ze
Wk2(Q) c Wh2(Q),

kde W“(Q) je definovano jako mnoZina vSech funkei u € L*(Q) takovych, Ze pro
kazdy multiindex «, |a| < k, je zobecnénd (distributivni) derivace D%u prvkem
L3(92).

Situaci lze zobecnit. Plati

WkP(Q) C W’“’p(Q) ={ue LP(Q): D € LP(Q) pro kazdy multiindex «, |a| < k}.

'Pozor, opét derivaci myslime derivaci ve smyslu distribuci.
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4.5 ,Definice“. Bud 1 < n € N. Rekneme, Ze omezena oblast
0#QCR"

je oblast s lipschitzovskou hranici, lze-li jeji hranici pokryt koneénjm poctem okoli

tak, ze pro kterékoliv z téchto okoli U existuji

e kartézsky systém soutadnic (y1,¥2, .., Yn—1,n) = (¥, Un),
—_—

!

0 €RT,

e funkce a: R"! — R,

tak, ze
o I':=UNIV={(Y.y) : V[l <0, yo = aly)},
o U ={(y yn) : IY]l <6, aly)) <yn <aly)+e} CQ,
o U ={(t,yn): Y]l <6, aly)) —e <yn <a(y)} CR"\Q,

e funkce a je lipschitzovsky spojitd na {y' : ||¢/|| < d}, tzn. Ze existuje L € RT

takové, ze pro kazdé ', 2/ € R"! plati

(<o A NI <6) = laly') —a(2)| < Ly — 2|

V R nazyvame oblasti s lipschitzovskou hranici kazdou omezenou oblast, tj. kazdy

omezeny otevieny interval.

4.6 Poznamka. D4 se ukazat: je-li {2 oblast s lipschitzovskou hranici, existuje pro

LS. V. x € 002 jednotkovy vektor

v(z) = (n(x),(x),...,v(z)) € R"

vnéisi normaly 0f2 v bodé z.

Souradnice

Vi, Vayoo sV RP =R

jednotkovjch vektor vnéjsich normal jsou na 0€) omezené ,mé&¥itelné“ funkce.
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4.7 Véta. Je-li () oblast s lipschitzovskou hranici, je

WEP(Q) = WhP(Q).

4.8 Umluva. V dalsim predpokladejme, 7e @ C R™ je oblast s lipschitzovskou

hranici.

4.9 Véta. Plati
Wk:,Q(Q) _ /va,2<Q)

se skaldrnim soucinem

(u,v) := Z /QDau(:c) D% (x)dx

|| <k

je separabilni Hilbertdv prostor.

4.10 Lemma. Plati

g g el
Ce(Q) :={p e C™() : suppp C 2} ; Cse () " ; W’”’(Q).

4.11 Definice. Soboleviv prostor
Wiv(9)
definujeme jako uzavér mnoziny C§°(£2) v prostoru W*P(Q), tj.
WP Q) = M”.Hk’p = {u € WHP(Q) : existuje posl. (u,) v C5°(Q)

takova, ze u, — u v Wk’p(Q)}.

4.12 Véta (Friedrichsova). Funkciondl | - ||, o definovany predpisem

1/p

llleyo = | 30 / D*u(z)? da

laf=k

je na prostoru Wé“’p(Q) normou ekvivalentni s normou || - || .
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Poznadmka k diikazu, pfesnéji k ekvivalenci norem || - [|, .o a [l - [|;, na Wi (Q) .
Je ziejmé, ze
k, .
Vu e WoP(Q) + lullypo < llully,-

Ukazme si, pro jednoduchost pouze ve specidlnim ptipadé:
n=1 k=1, Q= (a,b), kde a,b € R; a < b,

platnost tzv. Friedrichsovy nerovnosti

(Els e R*) (Vu S W(f’p(Q)> : Hqup < SHqu,p,O’

tzn.

1/p b 1/p
(33€R+) (VUEWOH) (a, b (/ |u|pdx+/ |U|pd$) SS(/ |Ul|pdx)

Vzhledem k tomu, Ze
Wi (a,b) = Cgla, b) 2,

sta¢i dokazat

(3c € RY) (Vo € C5°((a, b)) /|<,0 |pdx<c/ | ()]? dz.

Bud ¢ € C5°({a,b)). Pak pro kazdé x € (a,b) plati

o) = [ "t dt.

Odtud pomoci Hélderovy nerovnosti (viz vétu 2.46) snadno ziskdme nerovnosti!

x p T
/cp'(t)-ldt g/ |g0'(t)|pdt-</ 1dt> /|<,0 )Pdt-(b—a)s,
a proto

/ab|</9(x)|pdx S/ablwl(x)lpdx-(b—a) 'Lbldx:w/abls@’(x)lpdx.

=:C
1Samoziejmé ¢ je zvoleno tak, aby

»Q\'E

o (@) =

Q3

1 1
-+ -=1, tzn.q::i.

P q p—1



34 Sobolevovy prostory.

4.13 Priklad.

el p0 = ( / Z (5 (35))2 dx) C [ 1vuka.

4.14 Poznadmka. O hodnotach funkce u € LP(2) na hranici 02 jisté nemé smysl

mluvit, protoze (n-rozmérnd) Lebesgueova mira hranice 02 je rovna nule a funkce
lisici se na mnoziné miry nula predstavuji tentyz prvek prostoru LP(f).

Ukazeme si, ze pro u € WP(Q) je situace jina: kazdému takovému prvku lze
jednoznaéné& a rozumné priradit funkci f, € LP(0N) — tzv. stopu u — tak, Ze zobra-

zeni u — f, bude prirozenym rozsirenim pojmu restrikce funkce na hranici.

4.15 ,,Definice*. Uvazujme 1 <n € Na 1l < p < oo a pripomenme si, ze 2 C R"
je oblast s lipschitzovskou hranici, tzn. Ze existuje konecny pocet m kartézskych

systému souradnic

(ylm Yary .- yn—lTJ’a ynr) = (yylw ynr)a

=1y

c¢isel €,, 6, a lipschitzovsky spojitych funkci a, prislusnych vlastnosti.®

Rekneme, ze funkce

f:00—=R

patii do LP(0), pokud pro kazdé r € {1,2,...,m} patii funkce

Yy = f (Y, ar(y)))

do prostoru LP ({y. : ||y.]] < 0,}).
Navic: v takovém pripadé pak definujeme

1/p
m

W lon = | 3 / s ar ()P

r=1
{yr: llyrll<or}

*Viz ,definici“ oblasti s lipschitzovskou hranici 4.5.

4.16 Poznamka. Hranici 0f2 je mozno popsat nekonetné mnoha uvazovanymi zpu-
soby. D4 se vSak ukazat, ze ,odpovidajici“ prostory LP(0€2) jsou totozné (obsahuji

stejné funkce) a ,odpovidajici” normy | - ||, g0y Jsou navzdjem ekvivalentni.
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4.17 Véta (o stopach). Ezistuje prdvé jedno spojité a linearnt zobrazeni
T: WH(Q) — LP(09)
takové, Ze pro kazdé u € C*(Q) je

Tu = Ujpe -

(Prvek Tu € LP(09) nazjvdme stopou funkce u € WHP(Q) .)

4.18 Pozorovani. Bud u € W"?(Q). Pak pro kazdy multiindex a, |a| < k—1, plati
Du € W'P(Q),

a proto existuje T'(D%u).

Navic se da ukazat, ze

WEP(Q) = Coo() % = fu e WrP(Q) : Yo, [a] < k — 1, platd, Ze T(D%) =0} ;

specialné

WoP(Q) = {u e W(Q): T(u)=0}.

Skutecnost, ze ) # Q C R™ je omezend oblast s lipschitzovskou hranici ndm

umozni zavést na 0€) ,plosny* integral.

4.19 Lemma (o rozdéleni jednicky). Bud
o ' C R" kompakt,
e G,Gy,...,G,, CR" otevrené mnoZiny,

oFCGGT.

r=1

(Rikdme, Ze {G,}™, je otevrené pokryti kompaktu F.)
Potom existuji funkce o1, 02,...,¢0m : R* = R takové, Ze
o (VzeR")(Vre{l,2,....m}): 0<¢,(z)<1,
o Vre {1727 s 7m} . (907” € CSO(R"), supp @, C G?‘);

eVreF: Y ¢fx)=1.
r=1
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4.20 ,,Definice“. Vratme se k situaci popsané pii ,definici“ 4.15 prostoru LP(052)
a definujme pro kazdé r € {1,2,...,m}

G, = {(y;vynr) : HZ/7/~H < 0y, ar(y;) — & < Ynr < aT(y:”) +€T} :

Bud ¢4, ¢2, . . . , pm néjaké rozdéleni jednicky prislusné otevienému pokryti {G, }I"
hranice 9. Pro funkci f € L'(0Q) definujeme

[s@as=3 [ et et 1+ (5 00)

{yr llyrll<or}

(D& se ukézat, ze tato definice nezavisi na popisu hranice 92 ani na rozdéleni
jednicky na 0f2.)

4.21 Véta (Greenova).

i) Necht 1 <n € N a necht ) # Q CR"™ je oblast s lipschitzovskou hranici.
Pak pro kaZdé u,v € WH(Q) ai € {1,2,...,n} plati

ov /au /
U dz = — vdr + T(uw)T(v)v;ds

(Vi =v;(x) ... i-td slozka jednotkového vektoru vnéjsi normdly k 0Q v x)

ii) Bud a,b € R, a <b. Pak W'?(a,b) C C({a,b)) a navic

b b
Yu,v € Wh(a,b) / w' dz = —/ vw'vdz + u(b)v(b) — u(a)v(a).

S
-

Qo

=: [uv]

(Opét neprehlédnéme, ze derivacemi vyskytujicimi se v Greenové vété rozumime

derivace ve smyslu distribuci.)
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4.22 Definice. Rekneme, Ze normovany linearni prostor X je spojité vnotren do

normovaného linearniho prostoru Y, a piseme
X =Y,
pokud plati soucasné
e X CY,

o (ceRT) (Ve e X): |z]ly < cllz|x.

4.23 Véta (o spojitém vnoreni). Bud
D#AQCR”

omezend oblast s lipschitzovskou hranici. Pak plati

i) je-li bud
kp<n, 1<q<q =—2
n — pk
nebo
kp=mn,1<q< o0,
je
WE(Q) < LU(Q),
tzn. (3c € RT) (Yu € WHP(QQ)) ull ey < cllully,
i) je-li
kp > n,
je

Wh(Q) = C(Q),

ten. (3c € RY) (Vu € WHP(Q)) [ull o) = max|u| < cllull, -
Q 2.
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4.24 Definice. Rekneme, Ze normovany linearni prostor X je kompaktné vnotren

do normovaného linearniho prostoru Y, a piSeme

X —>—=Y,
pokud plati soucasné
e X CVY,
e 7 kazdé omezené posloupnosti v (X, || - || x) lze vybrat podposloupnost kon-
vergentni v (Y, [ - ||v).

4.25 Pozorovani.

)X ==Y = XY,

i) X 5—=Y = [znéva = xn—mevY].

4.26 Véta (o kompaktnim vnoreni). Bud
0#QCR"

omezend oblast s lipschitzovskou hranici. Pak plati

i) je-li bud
1 1 k
n>1kp<n, —>-——
q p n
nebo
n>1,kp=n,1<q< o0,
je
WHhP(Q) < LI(Q);
ii) je-li
n>1, kp > n,
je

WHhP(Q) s O(Q).
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Kapitola 5

Slaba reseni linearnich eliptickych
uloh.

Uvazujme nejdiive Dirichletovu tlohu pro Poissonovu rovnici
—Au = [ vQ,
u = 0 mna 09,

kde () # ©Q C R™ je omezend oblast s lipschitzovskou hranici, f € C(Q), a predpo-
kladejme, ze u € C?(Q) N C(Q) je (klasickym) feSenim tohoto problému.
Pak pro kazdou funkeci v € C°(Q) := {p € C=(Q) : supp  C Q} plati

/—Auvdx:/fvdx.
Q Q

Odtud, protoze diky Greenové vété 4.21 plati®

" 0*u - ou Ov
/Q—Auvdxzz< . 8x vdx) :Z< oz, 0z, dx) +Z< . axzvyzds) =

/ VuVoudr — — v ds = / VuVude,
89 Q

=0, protoze v € (C°°( )

/Vqudx:/fvda:.
Q Q

Vsimnéme si, Ze tento vyraz ma dobry smysl nejen pro vyse specifikované funkce

dostéavame

u, v a f,aleipro

u, v € WH(Q) a f € L*(Q).

ISymbolem v = (v, ...,v,) opét znaéime jednotkovy vektor vngjsi normaly k 9.
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Dostavame se tak k moznému zobecnéni pojmu ,feSeni* dané rovnice; navic,
v . . 1.2 . v s
uvazujeme-li pouze u € Wy (Q) = {u € WH3(Q) : Tu = 0},' dostaneme i pfirozené

zobecnéni okrajové podminky ,u = 0 na 9.

5.1 Definice. Rekneme, 7e funkce u € W,*(Q) je slabym feSenim Dirichletovy

ulohy
—Au = 0
{ v = v (5.1)

u = 0 mna 0,
kde f € L*(), plati-li pro kazdé v € Wy*(Q)

/Vquda::/fvda:.
Q Q

5.2 Véta. Ezistuje prdvé jedno slabé resent ilohy (5.1).

o v o v 1,2 / ’ v
Dikaz. Uz vime, ze W, (Q2) se skalarnim souc¢inem

o o B a ou Qv ,
(u,v) := Z/QD uD de—/guvdx+izl/ﬂaxiamidx—

laf<1

:/uvd$+/VUVde
Q Q

je Hilbertiv prostor.

Z Friedrichsovy véty 4.12 vyplyva, ze skaldrni soulin
((u,v)) == / VuVudx
Q

indukuje na Wy*() normu || - [|1.2,0, ktera je ekvivalentni s normou || - ||1.2.

Dale si vSimnéme, ze funkcional F : VVO1 2(Q) — R definovany predpisem
F(v) = / fodx
Q

je na Wy (Q):

e linedrni — tj. zfejmé,

'Operatorem T myslime operdtor stop.
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e spojity — k tomu staci ukdzat, Ze je omezeny:

< \// f?dx \// v2dr < || fllz2e) llv]l12 <
Q Q

< [ fll 2 cllv]1,2,0-

IF(v) = ]/vadx

To znamena, ze
Fe (WeAQ) = (W@ - hzo)
Nyni staci aplikovat Rieszovu vétu o reprezentaci, z niz plyne
(Nu e Wy2(Q)) (Vo € W?(Q)) : F(v) = ((u,v)).
O

Nyni se pokusime o zobecnéni pojmu ,feseni okrajové tlohy“ i pro slozitéjsi
problémy, nez byla Dirichletova tuloha pro Poissonovu rovnici. Budeme se zabyvat

ulohami typu
Lu=fvQ,

+ (5.2)
okrajové podminky na 052,
kde

e () £ Q C R™ je omezend oblast s lipschitzovskou hranici,
o f e L},

e L je diferencidlni operator 2k-tého radu v (tzv. divergentnim) tvaru:

(Lu)(z) = Y (1) D (ans(z) D u(x)),

laf,|B1<k

® 0,53 € L®(Q) pro vSechny multiindexy «, 3, pro jejichz délky plati |«|, |3| < k.

5.3 Poznamka. Uvédomme si: v ptipadé klasického feseni ulohy (5.2) potfebujeme
diferencovatelnost k-tého fadu funkci a,p a diferencovatelnost 2k-tého
Fadu funkce u. Po triku¢ [, Luvdr = [, fvda a aplikaci Greenovy véty na levé

strané rovnosti vystacime pouze s diferencovatelnosti k-tého F¥adu funkce wu.

!Prvni z uvedenych nerovnosti je Hélderova nerovnost (viz 2.46), posledni nerovnost vyplyva
z Fridrichsovy véty 4.12.
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Operatoru £ piifadme bilinearni formu®

a(u,v) = Z /Qaaﬂ(x)DBu(x)Dav(a:)da:

el B1<k

(5.3)

a vsimnéme si, Ze bilinedrni forma (5.3) je dobfe definovand a spojita na
WE2(Q) x WH2(Q);

plati totiz (opét vyuzivime Holderovu nerovnost 2.46)

S Haa’ﬁHLoc(Q) /Q ‘Dﬁu’ ‘DOCU‘ dx S

‘ /Q Ao 5(7) DPu(x) D (z) da

2 ]2
< ||aa,6HL°°(Q)\//Q|D6U| dx \//QID " dz < laa sl @) lullr2 [[0]]k.2

a protoze vSech moznych kombinaci o a f takovych, ze |of,|B| < k, je koneéné

mnoho, existuje ¢ > 0 takové, ze

owil = [ auste)D*u@ D) da| < el ol
Q

lal,|8|<k

5.4 Priklad.
" d%u - 0 ou
— = ()=
(—1) oz, (am(aj)a%) )

i=1 0] ij=1
kde
1, je-lii =y,
aj(@)=q
0, jeli i # ji

a(u,v) :/Vqudx.
Q

!Neptehlédnéme, Ze pro aq. g € C*(Q) a u,v € CZF(Q) je

a(u,v) = /Q(Eu)(x)v(x) dz.
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5.5 Priklad.

Cui= =div (V) + a0 = Y~ () 5 ) +atahu

=1

a(u,v) = /Q (p(z)Vu Vo + g(z)uv) dz.

Dale bud:
e V linedrni podmnozina C'*° (ﬁ) takova, ze
Cee(Q) CcV CcC®(Q)
a oznacme V uzavér V v prostoru W*2(Q) (ziejmé WE2(Q) ¢ V.c Wk2(Q)),
o b: WHF2(Q) x Wk2(Q) — R spojita bilinedrni forma,
e g € V* takové, ze Vv € W2(Q) : g(v) = 0,
e uy € WH2(Q).

Pomoci V, b, g a ug budeme modelovat ptislusné okrajové podminky na 0f2.

5.6 Definice. Budiz
((u,v)) := a(u,v) + b(u, v).

Rekneme, Ze funkce u € W*?2(Q) je slabym feSenim okrajové tlohy, jestlize

i) u—ug eV,

i) Vo e Vi ((u,v)) = /Qf(x)v(x) dz + g(v).

Taky v nasledujicich prikladech €2 oznacuje omezenou oblast s lipschitzovskou hra-

nici.

5.7 Priklad (slabé feSeni Dirichletovy tlohy).
Uvazujme Dirichletovu tilohu
—div (p(x)V) +g(@)u = f() v O, -
u = h(z) nadQ, '

a predpokladejme, Ze
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Slaba reseni linearnich eliptickych tiloh.

o f e L2(Q),

®p,q€ L>®(),

e cxistuje ug € WH%(Q) takové, ze Tug = h € L*(09Q).

Funkci v € W1?(Q) nazveme slabym fesenim ulohy Dirichletovy tlohy (
je-li

5.4),
o u—uy € Wy (Q),

o Vo € W, %) : (p(z)Vu Vv + g(z)uv) do = / fude.
0 0

Zde
Vo= Wy (),
a(u,v) /Q (p(x)Vu Vv + q(x)uv) dz,
b(u,v):=0, g(v) =0

5.8 Pozorovani. Jsou-li slabé Teseni u i ,data“ tlohy (5.4) ,dost hladké“, je

00 ="T(u—ug) =Tu—Tuy = ulpo —h = u(r) = h(z) pro ,skoro vsechna*
x € 00 (a viz okrajovou podminku z tlohy (5.4)),

o Vo e Wy?(Q): Tw=0, a proto taky (opét uzivime Greenovu vétu 4.21)

/vad:c:/Q@(x)vwwq(x)uv) dx:/

. (=div (p(z)Vu)v + ¢(x)uv) dz.

Odtud

Yo € W, 2(Q) /Q (— div (p(z)Vu) + g(z)u — f(z))vdz =0

Y

—div (p(x)Vu) + q(z)u = f(x) skoro vsude v

(a viz diferencialni rovnici z dlohy (5.4)).

Zavér: jsou-li slabé feseni u i dalsi ,,data“ problému (5.4) dost hladka, je

slabé tfeseni = klasické fesSeni.
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5.9 Priklad (slabé feSeni Neumannovy tlohy).

Uvazujme Neumannovu tlohu

—div (p(2)Vu) + q(x)u = f(z) v,

ou (5.5)
p(:z:)g = h(z) na 0Q
kde
o feL*N),
* p,q € L>(Q),
o h e L*(090).

Funkei u € WH%(Q) nazveme slabym feSenim Neumannovy tlohy (5.5), je-li

Yo € WH(Q) / (p(z)Vu Vo + q(z)uv) do = / fodz +/ hTvds.
0 0

o0

Zde
Vo= W2(Q),

a(u,v) := /Q (p(z)Vu Vo + g(z)uv) dz,

b(u,v) :=0, g(v) = /thv ds.

Vsimnéme si, ze ug € W?(Q) neni tieba zadavat, podminka i) z definice 5.6 je

splnéna pro viechna u,ug € Wh2(Q).

5.10 Pozorovani. Jsou-li slabé feseni u i ostatni ,data“ ulohy (5.5) ,dost hladké*,

vyplyva ze vztahu

Vv € WH(Q / Z Ou Ov dx+/q(w)uvdx:/fvdzv+/ hTvds,
Jz; Ox; 0 Q o9

protoze (viz Greenovu vétu 4.21)

ou a’U n o
/ Z O; 5% / Z oz < 8%) vdet /mp(x) — Ou; o, Tods

———
ou

ov
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ze pro kazdé v € W2(Q) je

ou

/Q (= div(p(2)Vu) + g(x)u — f(x))vdz + /Q (p(x)% - h(:c)) Tvds = 0.

7]

Odtud

Vv € C°(9) : /Q (— div (p(z)Vu) + g(z)u — f(z))vdz =0

\
—div (p(x)Vu) + g(z)u = f(x) skoro vsude v

(a viz diferencidlni rovnici z dlohy (5.5)),

Yo € WH(Q) / (p(x)a—u — h(z))Tvds =0
a0 ov
U
ou 5
p(:l:’)@ = h(x) ,skoro vSude“ na 02

(a viz okrajovou podminku z dlohy (5.5)).

5.11 Priklad (slabé feseni Newtonovy tlohy).

Uvazujme Newtonovu tilohu

o (z)u + p(x)% — R(z) nadQ, >0
kde
o feL*9),
*p, g€ L>(Q),
o 040 e L®00),
o h e L*090).

L's e L*®(0) & s je omezend a ,méfitelnd“ na 99
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Funkci v € WH%(Q) nazveme slabym feSenim Newtonovy ulohy (5.6), plati-li
Yo € WH(Q)

o = h .
/Q(p(x)Vu Vo + q(z)uv)dr + / (x)TuTvds /vad:v + /{m Tvds

o0

Zde
Vo= W2(Q),

a(u,v) := /Q (p(z)Vu Vo + g(z)uv) dz,

b(u,v) = /69 o(x)TuTvds, g(v) = /aghTU ds.

Funkei vy € WH2(Q) opét neni tieba zadévat.

5.12 Pozorovani. Podobné jako u obou predchozich piikladi 1ze (pomoci Greenovy
véty 4.21) ukazat, ze pro ,dost hladké“ slabé Teseni u a ,data“ Newtonovy tlohy
(5.6) plati

Yo € WH(Q) -

0 (p(x)@ +o(x)Tu — h(x)) Tvds =0,

/Q(—div (p(x)Vu) + q(x)u — f(x))vdx + / 5

7]

a proto

—div (p(x)Vu) + q(x)u = f(z) skoro vSude v €2,

p(z)=— + o(x) Tu, = h(z) ,skoro vsude* na 0.

=Uu

5.13 Priklad (slabé feSeni smiSené tlohy).

Uvazujme smiSenou tlohu
(—div(p(2)Vu) +q(x)u = fz) v,
u = hy(r) naly,

p(x)% = ho(z) na Ty, (5:7)
\ 0(:v)u+p(:v)% = hz(x) naTljs,

kde hranice 0f) je rozdélena na t¥i vzajemné disjunktni ,méritelné“ casti I'y, 'y, '3

a navic
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o f €L},

° p. q € L¥(Q),

o 0# 0 e L*(Iy),

o uy € WH2(Q) je takova funkce, Ze Tug = hy ,skoro viude“ na I'y,
o hy € L*(Ty),

o hy € L*(T3).

Bud
Vi={veWw"Q): Tv=0nali}.

Rekneme, Ze funkce v € W2(Q) je slabym feSenim smiSené tlohy (5.7), je-li

eu—u €V,
eVveV:
= a&u, v) =: b&u,v)
/Q(P(l')vu Vv + g(z)uv) d91:+/F o(x)TuTvds =

:/fvdx+/ hQ(x)Tvds+/ hs(z)Tvds.
0 Iy

= g(v)

5.14 Pozorovani. Vsimnéme si, ze smisend tloha v sobé zahrnuje jako specialni

pripady vsechny tii predchozi tlohy:
o[ =00, Iy =T3=0,V=W,*%) ...tloha (5.4),
e[, =00, T, =T5=0,V=W""2Q) ... doha (55),
ey =90, T, =T, =0,V =W"2(Q) ... dloha (506).

5.15 Cviceni. Dokazte, ze jsou-li slabé feSeni i ,data“ tlohy (5.7) ,dost hladk4“,
je
slabé Teseni = klasické resSeni.



49

5.16 Priklad (slabé feseni problému piechodu — transmise).
Bud

e O ={(xy,...,2,) €R": ||(x1,...,2,)| <1},
e O =Qn{(xy1,...,2,) €R": x, > 0},

e Q™ =0\ QF,

o I'=0n{(x1,...,2,) eR": 2z, =0}.

Slabym reSenim problému prechodu:

—aAu = f(x) v QT
_BAU = f(l’) v Q_v
u = h(z) na 09,

u je spojita na I’
ou ou

ozaajn(xl,...,xn_l,OJr) = Baxn(xl,...,xn_l,O—)
\ pro kazdé (zy,...,x,.1,0) € T,
kde
o, B eRT,
o [ €L*Q),

e existuje funkce ug € W2(Q) tak, ze Tug = h € L*(09),
rozumime funkci u € WhH2(Q2) takovou, ze
o u—uy € W,2(Q),
e

o Vv € W,%(Q) / VuVudzr + 3 Vquda::/f(a:)vdx.
O+ Q0

O—

Zde
Vo o=W,(Q),

a(u,v) = a/ VuVuvdz + VuVoudz,
o+ a-

b(u,v) :=0, g(v) :=0.
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5.17 Pozorovani. Jsou-li slabé feseni u a ,data“ (5.8) ,dost hladka“, je

o 0=T(u—uy) =Tu—Tuy = ulspo —h = u(z) = h(x) pro ,skoro vSechna*
x € 09,

o Vv € W %) :

a/ VuVuvdr + VuVovdr = (x)vdxr + f(z)vde
Q4+ Q— Q-+ O—

| viz Greenovu vétu 4.21

—a/ Auvdx—i—a/ ﬂTvds—ﬁ Auvvdzr + ﬂTvds:
o+ oa+ OVF Q- oa- OV~

= f(x)vde + f(z)vde.
ot o

Odtud

e Vv € C®(Q), suppv C QT :
/ (—aAu — f(z))vdzr =0 = —alAu = f(x) skoro viude v QF,
O+
e Vv € C®(Q), suppv C Q :

/ (=BAu — f(z))vder =0 = —FAu = f(x) skoro vSude v ™,

a proto pro kazdé v € Wy ?(Q) plati

ou ou
—Tvds + —Tvds =0
O‘/amaw vds 589*87/7 vds
U
ou ou
/F(a/a?—l-ﬂa?) TUdS—O,
neboli 5 5
U u
a@wn (T1,.. ., Tp_1,04) = B@xn (1, .., Tp_1,0—)

pro ,skoro vSechna“ (z1,...,2,-1,0) € I'. (Diky predpokladu hladkosti slabého

feseni u plati tato podminka prechodu dokonce pro kazdé (z1,...,x,-1,0) € I'.)
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5.18 Véta (Laxovo-Milgramovo lemma).
Necht

e H je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem (-,-) a indukovanou normou

e B: H x H— R je bilinedrni forma, kterd je

e spojitd, tzn. Ze existuje k > 0 takové, Ze
Vu, v€ H: [B(u,v)| <k [[ul| v,
o H-elipticka, tzn. Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze
Yu € H: Blu,u) > cllul]?
o F e H*.
Pak ezistuje pravé jeden prvek w € H takovy, Ze
Yoe H: F(v) = B(w,v).

Navic plati
1
Jwl| < = |F]
c

H*-

Dtkaz. Bud u € H libovolny bod. Uvazujme funkcional
G(v) :== B(u,v).

Pak zfejmé G € H*, a proto existuje (viz Rieszovu vétu o reprezentaci) pravé jeden

prvek Au € H takovy, ze

Yv € H : G(v) = B(u,v) = (Au,v).

Prohlédnéme si nyni podrobnéji zobrazeni
A: H— H.

Plati:
e D(A)=H, A(H) C H,
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e A je ztejmé linedrni,
e A je spojité na H, protoze
Vu € H : ||Aul]* = (Au, Au) = B(u, Au) < k ||ul| || Aul|
(vyuzili jsme spojitosti bilinedrni formy B), a proto
Vue H: ||[Au|| < klul.

e A je prosté zobrazeni (a tudiZ existuje A~! : A(H) — H), protoze diky linearité

zobrazeni A a H-elipticité bilinedrni formy B plati

Auq = Aus

Y

A(u; —ug) =0
Y

cllur — ug||* < B(uy — ug, uy — ug) = (A(uy — ug), uy — us) = (0,u1 — up) =0

Y

Jur — uall =0
Y

Uy = Us.

oVu e H: clul]* < B(u,u) = (Au,u) < ||Au|||u||, a proto*
Vu € H : cllul] < ||Au]. (5.9)

e A(H) je uzavrend podmnozina H. Dokazme to. Bud (u,) C H a y € H takové,
ze Au,, — y. Pak posloupnost (Au,) je cauchyovskd v H, a jelikoz (viz (5.9))

cun — umll < [[A(un — um)|| = [[Auy — Augl],

je v (aplném prostoru) H cauchyovskd i posloupnost (u,). Existuje proto
x € H takové, ze u, — x. Odtud a ze spojitosti A pak plyne, ze Au, — Ax.
Protoze soucasné predpokladame Au, — y, je nutné Az =y € A(H).

'Dokazujeme vlastné spojitost A71.
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e A(H) = H. Dukaz tohoto tvrzeni provedme sporem. Predpoklddejme, Ze exis-
tuje prvek z € H\ A(H), a bud u = z — Pz, kde P je ortogonalni projekce
na uzavieny linedrni podprostor A(H). Pak u# 0 a Vy € A(H) : (u,y) = 0.
Specialné pro y = Au:

0= (u, Au) = (Au,u) = B(u,u) > cHuH2 = u=0,

a to je spor.

Nyni se vratme k funkcionalu F' € H*. Z Rieszovy véty o reprezentaci vyplyva, ze

existuje pravé jeden prvek t € H takovy, ze

VoeH: F(v)=(tv), [t|=I[F]|

H*-

Protoze A: H — H je prosté a na, existuje prave jedno w € H takové, ze t = Aw.
Proto

Yve H: F(v) = (t,v) = (Aw,v)= B(w,v).

Navic (viz (5.9))
1 1 1
ool < * 1wl = 2 = Z|1£1

H*-

5.19 Véta (o existenci a jednoznacnosti slabého Feseni).
Uvazujme situact z definice slabého reseni okrajové ulohy (5.6).

Je-li forma ((u,v)) navic V-eliptickd, tzn. existuje-li ¢ > 0 takové, Ze
Yo eV ((v,0) > cllvlis,

existuje pravé jedno slabé TeSeni okrajové dlohy.

Navic existuje j > 0 takové, Ze pro toto slabé teseni u € WH2(Q) plati®

lulle < 5 (I1fllz2@) + lgllv- + lluollez2) -

®Tj. vlastné spojita zavislost slabého FfeSeni na pravé strané a okrajovjch
podminkach.

Dukaz. Volime-li
o H: =V,
o B(u,v) := ((u,v)),
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o F(v):= / fodx+ g(v) — ((ug,v)) € H”,
Q
jsou splnény vsechny predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 5.19, a proto

(FweV)(VYveV): Bw,v)=((w,v))=F(v),

1
[w]lke < = [|F]
C

V.

Nyni polozme

U = ug + W.

Pak

Hu—u=wevV,

ii) Vo e V'

(1, 0)) = (0 +,0)) = (110, 0)) + ((10,0)) = ((ut0,0)) + F(v) =
= / fvdz+g(v).
Q

Navic ze spojitosti bilinedrni formy ((u,v)) plyne, Ze existuje £ > 0 takové, ze

Vu,v €V [((u, )] < Clullkz [v]lk2,

a proto
1
ulle2 = [Juo +wllr2 < [Juollrz + lwllee < [Juollk2 + E||FHV* <
1
< luol[x2 + p (1122 + llgllve + Clluollrz) <
<7 (IIflz2e) + llgllve + [luollkz2) -
kde

_ 1 l
J=max<¢—,14+ -7 >0.
c c
(I

5.20 Priklad. Uvazujme diive uvedenou smiSenou ulohu (5.7). D4 se dokazat, ze

& je-li I’y neprazdnd podmnozina 02 ,kladné miry*“, tak funkcional definovany

3
lolliao = ( / |w|2da:)
Q

predpisem
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je na prostoru V normou ekvivalentni s normou || - ||1.2.’

& je-li '3 neprazdna podmnozina 0f) ,kladné miry“, plati tato verze tzv. Fried-

richsovy nerovnosti: existuje &k > 0 takové, ze

Vo e WH(Q) : v]|f, <k (/ \Vol*dz + [ |Tw|? ds) :
Q

I's
Predpokladejme nyni navic, ze existuji ¢isla py, o9 > 0 takova, ze
e p(x) > po > 0 pro skoro vSechna z € Q,
e o(x) > oy > 0 pro ,skoro vSsechna“ x € I's,

e ¢(x) > 0 pro skoro vSechna x € €.

Pak pro kazdé v € V' plati

((v,v)):/Qp(:v)|Vv]2+q(x)vzdx+/ o(x)|Tv|*ds >

s

zpo/ \Vol*do + 0o [ [Tv]*ds >
Q

I's

> min{pg, 0o} (/ |Vv\2dx+/ \Tv]2d5> ,
0 Iy

a proto za predpokladu # nebo & existuje ¢ > 0 takové, ze
Vo eV ((v,0)) 2 clv|li,,
neboli bilinearni forma je V-elipticka.

Zjistili jsme: za situace # nebo & ma smisend tloha (5.7) pravé jedno slabé
feSeni. Specialné: Dirichletova tloha (5.4) a Newtonova tloha (5.6) maji pravé jedno
slabé Teseni; toto TeSeni je spojité zavislé na pravé strané a okrajovych podminkach.

Problémem zustava fesitelnost Neumannovy tlohy (5.5). Uvazujeme-li napiiklad

specialni pripad, kdy g = 0, tj. okrajovou ulohu

—div (p(z)Vu) = f(z) v,
(5.10)
p(:v)% = h(z) na 09,
kde funkce p opét splinuje podminku

p(z) > po > 0 pro skoro vSechna x € Q,

LJe-li Ty = 09, staéf si nalistovat Friedrichsovu vétu 4.12.
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neni bilinearni forma

((u,v)) :/p(x)Vqu dz
Q
V-eliptickd.! (Napriklad pro v =1 € W'?(Q) je ||v]|12 > 0 a soucasné ((v,v)) = 0.)
K tomu si vSimnéme:

e v=1¢€ W"?(Q), a proto (m4-li existovat slabé Tesen{) mus{ byt

/f d:zH—/aQ (x)ds = 0;

o je-li u € WH2(Q) slabym FeSenim Neumannovy tlohy (5.10), je zfejmé i kazd4

funkce
kde ¢ € R, slabym fesenim (5.10).

D4 se dokazat:

je-li splnén i dodatecny predpoklad

/Qf(x)dx+/mh(x)ds =0,

existuje nekoneéné mnoho slabych reseni Neumannovy ulohy

—div (p(z)Vu) = f(z) v Q,
ou

p(w)a = h(z) na 0N.

Navic: jsou-li uq a us slaba feseni této tlohy, existuje ¢ € R takové, ze

uy(z) = ug(x) + ¢ pro skoro vsechna z € 2.

5.21 Poznamka (regularita slabého feSeni). Ukdzali jsme si na nékolika pri-
kladech, ze za jistych predpokladii o hladkosti slabého Teseni a ,,dat® tlohy, je slabé
feseni jiz Tesenim klasickym.

Je prirozena otazka, zda a jakym zptisobem zavisi hladkost slabého feseni okra-
jové tlohy na kvalité (hladkosti) uréujicich funkei tlohy (tj. pravé strany a okrajo-

vych podminek), ptipadné na kvalité oblasti €.

1V tomto piipadé je V = WhH2(Q).
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Specialné, jaké museji byt urcujici funkce a oblast €2, aby slabé Teseni okrajové
ulohy bylo jiz fesenim klasickym. To je problematika tzv. regularity slabych reseni,
problematika velice obtizna, kterda obsahuje celou radu dosud otevienych problémii.
(Mimochodem — tyka se ji i 19. a 20. Hilbertuv problém.)

Uvedme si pro ilustraci alespon jeden z dosazenych vysledki. Uvazujme okrajo-

vou ulohu:
—(p(x)u) = f(z) v (0,1),
(5.11)
u(0) =u(l) =0,
kde
o [ L20,1),
epc L>0,1),

e dpg € R: 0 < py < p(z) pro skoro vsechna z € (0,1).

U7 vime, 7e existuje préavé jedno slabé feSeni této tlohy — tj. funkce u € Wy*(0,1)

takova, ze
Yo € Wy (0,1) : /0 pla)u (x)v' (z) de = /0 f(x)v(x)dz.

Dokazeme nasledujici vétu.

5.22 Véta. Je-li navic
e p e C*1((0,1)),
o fEWH2(0,1),

kde k € {0,1,2,3,...}, plati pro slabé reseni okrajové tulohy (5.11), Ze

u € WH22(0,1).

5.23 Pozorovani. Je-li navic
o p € C?((0,1)),
o feW2(0,1),
je (diky vété 5.22) u € W32(0,1), a proto (viz vétu 4.23)
u" € WH2(0,1) C C({0, 1)),

neboli slabé TeSeni je i resenim klasickym.
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Dikaz véty 5.22. Postupujme ve dvou krocich.

1) Nejdiive predpokladejme, Ze
p(z) = 1.
Pro slabé feseni v € W,7(0, 1) tlohy (5.11) pak plati

Yo € Wy?(0,1) = C°(0,1) : /1 o (z)v(x)dz = /1 f(x)v(z) d.
0 0
Tento vztah ndm vsak (mimo jiné) ¥ik4, ze
—u” = f ve smyslu distribuci.
Je-li tedy!
fewr0,1) = {v e L*0,1): o', 0", ..., o™ e L*(0, 1)},
je
u € WH22(0,1).
2) Nyni predpokladejme, ze
p € C*1((0,1)),
Vr € (0,1) 1 0 <py < p(z),
fewh0,1).

Pak
Yw € W, ?(0,1) : v:= Ye Wy%(0,1),
p

a proto pro slabé feseni u tlohy (5.11) plati

Yw € Wy2(0,1) :

[ e @ar= [ v =

_ /0 (@) (@) () d + /0 @) (@)o(e) de =

_ /0 () de + /0 @) (@)o(x) dr =

:/0 (f(@_i_u/(g;)p/(;c))z((j)) dx:/o f(@)w(z) dz,

'V nésledujicim vztahu se jednd — pochopitelné — o derivace ve smyslu distribuci.
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kde i .
f(x) = Zm(f(f) + ' (z)p(x)).

Odtud ale plyne, Ze u je slabym Tesenim tlohy
—u" = f(z) v (0,1),
u(0) = u(l) =0,

a proto (viz bod 1)):

(z) = Y%x) (F(2) + u/(2)p (z) € WF2(0,1) = u € WE22(0,1).

Nyni si sta¢i rozmyslet tento ,sled* implikaci (podrobnéji lze provést indukei):
w € Wy?(0,1) = o € L*(0,1) = fe L*0,1)=w*20,1) =
= uwec W*0,1) = « e W"0,1) = feWw"?0,1) =

=u € W32(0,1) = ... =uc W22(0,1).
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5.1 Vztah k variacnimu poctu

Uvazujme situaci z definice slabého feseni okrajové tlohy (viz stranu 43) a pred-

pokladejme navic:

e uy =0, g = 0 (tzn. homogenni okrajové podminky),

e bilinedrni forma ((u,v)) je V-elipticka, tzn.
(Fe>0)(YweV): ((v,0) = cllvlia
e bilinearni forma ((u,v)) je na V' symetricka, tzn.

Vu,v € Vi ((u,v)) = ((v,u)).

5.24 Véta. Za vyse wvedenych predpokladi. jsou nasledujici viyroky ekvivalentnyi.

1) u € V je slabym resenim okrajové dlohy, tzn.
YoeV: ((u,v)) = / fodx;
Q

2) funkciondl®

J(v) = ((U,U))—Z/vadx

nabyvd svého minima na V' v bodé u, tzn.

ueV A IU%I\I/IJ(U) = J(u).

?Funkciondl J je ¢asto oznacovan jako kvadraticky funkcional, popr. jako funkciondl energie.

Dikaz.

a) Dokazme nejdrive implikaci 1) = 2). Bud v € V slabym fesenim a bud v € V

libovolny bod. Oznac¢me

Z =0 —U.
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Pak
T(0) = J(u+2) = (u+ 20+ 2)) —z/ﬂf(uﬂ)dx:
= () + 20, 2) + (22) =2 [ fudo—2 [ frda=
— () =2 [ Fudat((22) = T+ (52) 2
> J(w) +cll2|2, > J(w).

V predchozich vztazich jsme vyuzili symetrie a V-elipticity bilinearni formy
((+,+)) a faktu, Ze u je slabym FeSenim okrajové ulohy.

b) Nyni dokazme implikaci 2) = 1). Bud u € V' takova funkce, ze
J(u) = min J(v),
a bud z € V libovolny bod. Pak pro kazdé t € R plati

h(t) .= J(u+tz) > J(u) = h(0),

tzn. Ze funkce h nabyva na R svého minima v bodé 0, a proto: existuje-li A'(0),
je B'(0) = 0. Z definice funkce h vyplyva, ze pro kazdé t € R je

h(t) = ((u+tz,u+tz)) — 2/Qf(u+tz) dz =
= ((u,u)) + 2t((u, 2)) +t*((2, 2)) — 2 /Q fudx — Zt/ﬂfzdL
neboli ze h je kvadratickou funkei. Proto
h'(0) =0=2((u, 2)) — 2/szdx.
Zjistili jsme, ze
VzeV: ((u,2)) = /szdx,

tudiz u je slabym feSenim (nasi) okrajové tlohy.
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5.2 Metody diskretizace
Vratme se zpét k situaci z véty 5.24 na strané 60, tzn. predpokladame, ze forma
() : Wh2(Q) x Wh(Q) — R
je
® spojita,
e symetricka,
e V-eliptickd (W2(Q) C V =V c WF(Q)).

K dané funkci f € L*(Q) hleddme funkci v € V takovou, aby

YVoeV: ((u,v)) = /vada:. (5.12)

Uz vime, Ze tato tloha ma praveé jedno reseni.

Nejdiive si vsimnéme, ze forma ((+,-)) definuje (za vyse uvedenych predpokladi)
skaldrni soucin na prostoru V; navic z V-elipticity a spojitosti bilinearni formy

((-,-)) dostavame, ze
(Fer, 2 > 0) (Vo e V) i ar|v]liy < ((0,0)) < coljollis,

a proto normy || - || :=+/((-,-)) a || - [[x,2 jsou na V' ekvivalentni.

Odtud a z predpokladu, ze (V, || - ||x2) je uzavieny podprostor W*?2(2), plyne:

(V|| - ||) je separabilni Hilbertuiv prostor.

5.25 Véta. Bud {e1,ea,...,¢€;,...} ortonormdlni bize V vzhledem ke skaldrnimu

soucinu ((,-)). Pak 1esend ulohy (5.12) md tvar

u:zo_o:(/gfejdx> e;.

Diikaz. Necht u je fesenim tlohy (5.12) (existuje!). Pak pro kazdé j € N plati

((wes)) = [ fejae
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a proto (viz definici ortonormalni baze v [2])
u= Z((u, ej))e; = Z </Qfej dx) e;. (5.13)

7j=1 7j=1

5.2.1 Ritzova metoda

Uz vime, ze v € V je fesenim tlohy (5.12) praveé tehdy, je-li

J(u) = min J(v),

veV

kde
J(v) :

((v,v)) — Q/vad:r;.

Pokusme se o takovouto aproximaci u:
Bud {ei, es, ...} ortonormaln{ baze V (vzhledem k ((-,-)) ). Hledejme funkci
Um € Lin{eq, ... en} =V
takovou, aby

J(t,) = min J(v).

’UGVm

Protoze

m
Uy €V & [Elal,...,amER: um:Zajej],
j=1

hleddme vlastné minimum funkce

hlan, ... qp) =J (Z a; ej) na R™.
j=1

Vsimnéme si, ze
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a proto (h € C*°(R™)) minimum h na R™ existuje, a to v bodé (aq,...,ay), pro

ktery plati

Vie{l,...,m}: a(al,...,am):2ozj—2/ﬂfejda720.

J
To znamend, ze pro aproximaci u,, plati
m
Upy = E (/fq-da:) e;.
j=1 ¢
Neprehlédnéme, Ze u,, € V,, je vlastné souc¢tem prvnich m clent Fourierovy rady
funkce u (viz (5.13)), coz mimo jiné znamena

=l = inf Ju ==,

um = wve (Vo[ -]),

a proto — diky ekvivalenci norem || - || a || - ||x2 — taky

Um, = uve (V.| - |lk2)

Vsimnéme si jesté jedné véci, v bodé u,, € V, ma J minimum na V,,. Tato
skutecnost je nezavisla na volbé baze podprostoru V,,.
Bud
{Ul,UQ,...,Uj,...}

baze (ne nutné ortonormalni) prostoru V, tzn.

o0 m
e (VveV)(3c,) CR):v=> c¢ju;:= lim ) ¢jvj,
j=1 m—00 ;1
o VjcN: vg,...,v; jsou linedrné nezavislé,
a oznacme

Vin = Lin{vy, ..., 0n}.
Pak (jak uz vime)
Nupy, € Vi J(uy) = min J(v).

’l)GVm

Ukazme si — podobné jako pted chvili — jak lze toto

m
Uy, = E cjv; € Vi
J=1
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najit. Bud
hici,. .. cm)=J (Z cj v]) = Zci (Z c@((’ui,w))> — Qch / fu;de.
j=1 i=1 =1 j=1 Q
Pak
oh
\V/] S {17 . 7m} a_( 15 7Cm) =
j
— i_zlcl((vz,”u])) + ac, (cj;@((v],w))> —2 va] do =
ij B
= ZCZ((UzaUJ>) + ZCE((UwW» +¢i((vj,v5)) =2 [ fojde =
% !
= 2201((112,@])) —2/ fujde=0
=1 Q
)
Vie{l,...,m}: Zci((vi,vj)) = / fujde. (5.14)
i=1 &
Z této soustavy urc¢ime (a jednoznaén&!) hledand ¢isla cq, ..., cp,.

Dokazali jsme nasledujici vétu.

5.26 Véta. Bud {vi,va,...,Um,...} bdaze prostoru V a bud pro kazdé m € N

m
U — E C; Uy,
j=1

kde c1, ..., cm € R jsou resenim soustavy (5.14).

Pak

u = lim u,,

je resenim tlohy (5.12).

V praktickych aplikacich je (pro omezenou oblast €2) velmi obtizné sestrojit bazi

prostoru V', a tim i ptislusné konecné dimenziondlni podprostory V,,. Tuto nesnaz
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castecné tesi tzv. Galerkinova metoda, kterou si popiseme v néasledujici ¢asti. Po-

znamenejme jesté, ze Galerkinovu metodu by slo — na rozdil od Ritzovy metody —

pouzit i pro pripad nesymetrické bilinearni formy ((-,-)).

5.2.2 Galerkinova metoda

5.27 Definice. Bud
{Vi}heon)

trida konecné rozmérnych podprostora V.
Rikéme, Ze
Vi, — V pro h — 0+,

jestlize

YoeV: (dist [V}, v]) =0,

lim
ho0+
kde

dist [V} = inf — .
ist [Vp, v] Inf v — 2|2

5.28 Priklad. Je-li {vy,... vy, ...} bdze V V,, = Lin{vq,...,v,}, Ize jako piiklad
uvedeného systému {Vh}he(o,l) s vlastnosti Vj, — V pro h — 04 uvazovat

1 1
<h<—.
m+1 m

Vi =V, pro

5.29 Véta. Bud u resenim dulohy (5.12) a necht Vi, =V pro h — 0+ .

Potom pro kazdé h € (0,1) existuje prave jedno u, € V), takové, Ze

i) pro kazdé h € (0,1) plati
Yo e Vi ((up,v)) = / fode,
0

if)
lim uy, = u (ve WH2(Q)),

h—0+
tzn.
(Ve > 0) (36 > 0) (Vh € (0,6)) : |Ju—up|lez < e
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Diikaz.'

a) Bud h € (0,1) a V}, = Lin{vy,ve,..., v, }, kde v1,..., v, jsou linedrné neza-

vislé. Funkci u;, € V;, hledejme ve tvaru

mp
Up = E C; Vi,
=1

kde ¢i1,..., ¢, € R.

Ziejmé plati, ze funkce u;, ma vlastnost

Yv eV, : ((uh,v)):/gfvdx

prave tehdy, je-li (volme v = v;)

Vied{l,...,mu}: ;ci((vi,vj)) = /vaj dz.

Dostavame tak stejnou soustavu rovnic (s pravé jednim FeSenim cy,...,Cp,)

jako pri Ritzové metodé (viz (5.14)).
b) Zbyva ndm dokazat tvrzeni ii). Bud
e u € V Fesenim tlohy (5.12), tzn.
YoeV: ((u,v)) = /vad:v, (5.15)
o u, €V, CV takové, ze
Yo e Vit ((up,v / foda, (5.16)

(takové uy, jak jiz vime, existuje pravé jedno!),

e v, € V}, libovolny bod.

Pak existuji konstanty ci, co > 0 (nezavislé na u, uy, va!!) takové, ze

=0 (viz (5.15) a (5.16))

.

Ve

crllu —unllfy < ((w—up,u—up)) = ((w—wp, u—up)) + ((u— up,up — vy)) =

eV, cVvV

= ((u—up,u—up+up —wvp)) = ((u—up,u—wp)) <

< o

! Diky, Dalibore!
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a proto

c
lu = unllio < =l — vl
C1
Odtud a z predpokladu Vj, — V pro h — 0+ jiz snadno plyne, ze
lim w, = u.
h—0+

O

5.30 Poznamka. Pii specidlni konstrukci prostoru V},, tedy jako specialni pripad

Galerkinovy metody, dostaneme tzv. metodu koneénych prvki. Podstatou této me-

tody je specidlni volba prvki baze v,...,v,, € V), tak, aby matice

A= (o)

ij=1

méla mélo nenulovych prvka, navic rozmisténych okolo diagondly (mluvime pak

o pasové Fidké matici). To je podstatné pfi praktickém (numerickém) feseni ,velkych“

soustav (tj. pro ,velké* my,).
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