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Priklad 1.
Bud

M () eR: 2>0Ay>0A22+y? < 1JUu{(14.3—-2) e R?*: ke N}
Uréete intM, extM, M, OM a mnozinu viech hromadnych bod@ mnoziny M.

Priklad 2.

Bud (P, p) metricky prostor a bud M C P. Dokazte nasledujici tvrzeni:
a) pro kazdé x € P a e € RT je U(z,¢) oteviend mnozina;
b) M je oteviend mnozina <= M = intM <= M N oM = ();

¢) M je uzavfend mnoZina <= M = M <= OM C M,

. . VkeN: xp,eM
d) M je uzaviena mnozina <= | . =z € M|;
limz, =z € P

e) x € P je hromadnym bodem mnoziny M <=
<= existuje posl. (xx) v M \ {z} takovd, ze limzy = x;

f) [Vk € N: My, je oteviend mnozina | = |J M} je oteviend mnoZzina

kEN
< U My def. {z € P: existuje k € N, pro které je z € Mk}>,
kEN
g) [Vk € N: Ni je uzaviend mnozina | = (]| Ny je uzaviend mnozina
kEN
<m Ny {zeP: zeN, prokaidékéN});
keN

h) obecné& neplati ani jedno z tvrzeni:

[Vk € N: My, je oteviend mnozina | = (| M}, je oteviend mnoZina;
keN

[Vk € N: Nj je uzaviena mnozina | => |J N je uzaviend mnozina.
keN

(Ndvod: najdéte (napt. pro P =R) vhodné protipriklady.)

Priklad 3.
Uréete a v R? znazornéte defini¢ni obor funkce f dané predpisem:

2) flo.y) L O T
b) f(z,y) € In \/1 — g2 Ly,

¢) flay) E VT T+ /1%




e) flz,y) E Va? — 2 In(z-y);

£) f(z,y) U aresin (y%) + arcsin(1 — y);

8) f(a.y) = axesin (252 );

h) f(z.y) < IZsin(z + y));

. def. 242
) fzy) = In sl

k) f(z,y) = In(y - In(z — y)).

Priklad 4.
Znazornéte (v R3) graf funkce f definované predpisem:

a) flz.y) B 1~ |z] - Jyl;
b) fla,y) L 4—a? -y
¢) fz,y) < 4— a2,

d) f(z,y) el o — 3y + 1.

Priklad 5.
Urcete a v R? znazornéte vrstevnice funkce f definované predpisem:
def.
a) fz,y) = 1—[a| - |y|

def. JET
b) f(z,y) = 1— 2 — L

¢) fz,y) E sin(z — y);

d) f(z,y) = min{z?, y};

e) f(z,y) et (32 + 2y) — /922 + 122y + 4y>?;

f) f(xvy) déf 2 - 3y2.



Priklad 6.
Rozhodnéte, zda dana limita existuje, a pokud ano, spoctéte ji:

a) lim 2z +y;

(,y)—(0,4)
b 1i ( 1 );
) (0.,7) 2 (1,1,2) rry=z
(w,y,2)€{(w,y,2)ER®: z>z+y}
I (5L, ker
© (2.9)5(0,0) 2t 4y’ ©

(z.9)€{(z,y)ER?: y=k-z}
. def. . 1
d) lim f(xv y)u f(xv y) = arcsin (m) ;

(2.)—(0.1)
(z,y)eDf

i 2 2) . ain LY.

e) (w,y)lE)ItO,O) ((:E + y°) - sin wy),

f

li _rY
(e:)(0,0) 7
Priklad 7.
Rozhodnéte, zda je funkce f spojita v D f; funkce f je definovand piedpisem:
def.
a) f(z.y) = sgu(zy);

def. 33
b) f(z,y) = sgn =L

zy
) £(a,1) :f{ E () 7 0,0),
0, ) (.T,y) = (070)’
d def. es+v>+:2 - (z,y,2) # (0,0,0),
) f(z,y,2) { 1, (z,y,2) = (0,0,0).

Priklad 8.

Rozhodnéte, zda existuji (prvni) parcidlni derivace funkce f v bodé ¢, a pokud ano,
spocCtéte je:

a) f(z,y,z) et 223y — dxy? + 22 — 2000, ¢ = (1,-2,5);

b) f(w,y.2) = a? -sgu(yz), ¢ = (1,3,0).

Priklad 9.
Vypoctéte parcidlni derivace funkce f podle vSech proménnych:

a) f(z,y) et In (a:—|— $2_|_y2>;

b) flz,y,2) © a¥ + arctg (5).



8
Priklad 10.
Vypoctéte vSechny parcidlni derivace druhého fadu funkce f definované predpisem:

a) f(w,y) E wy® + sin(z - cos(y)) — w - €7V

Priklad 11._ .
Vypottéte ;Tgy(o,o) a %(0, 0), je-li:

a) f(z,y) < sin(wy®) — cos(3y + m);

$2_y2 2 2
def. | Y- , xt+y #0,

b) f(.r,y)é{ B
; z +y* = 0;

2 Yy 2 T
def. x” - arctg =) -y - arctg (—), x-y#0,
¢) flz,y) = {0 (%) y

) T-y=u

T def. % ) Sin(l'z - y2)7 (a:,y) 7& (070)7
d) fle,9) = {o, (2. 9) = (0,0).

Priklad 12.
Urcete diferencial funkce f v bodé c, je-li:

a) f(z,y) def. In \/m7 ¢ = (3, _\/Q);
b) f(z,y,2) = a¥%, = (1,-2,1);

¢) fla, B,7,8) = sin(a + B) - cos(y — 8), ¢ = (0,0,0,0);

d) f(z,y) = arctg (f“’fwyy) , ¢ = (z,y) € Df.

Priklad 13.
DokaZte, Ze funkce f definovana predpisem f(z,y) et V/]zy] je spojita v bods (0, 0),
existuji parcialni derivace %(0, 0) a 2—5(0,0), ale presto f neni diferencovatelnd
v bodé (0,0).

Priklad 14.

a) Najdéte rovnice vSech tecnych rovin sestrojenych k elipsoidu



{(z,y,2) € R3: 22 + 2y? + 22 = 1}, které jsou rovnobézné
s rovinou {(z,y,2) € R®: 4z + 2y + 2 = 0}.

b) Najdéte rovnice viech te¢nych rovin plochy {(z,y,2) € R® : z = 222 — y?},
které jsou rovnobézné s rovinou {(z,y,2) € R® : 8z — 6y — 2z — 15 = 0}.

Priklad 15.

Urcete délku tsecky, kterou na p¥imce {(z,9,2) e R®: z+1=0 A y—2 =0}
vytina plocha {(z,y,2) € R® : 2 = 23 — 4% + 22 — 3} a tefnd rovina k této plose
sestrojend v bodé (1,2, —4).

Priklad 16.
Dokazte, ze funkce f definovand predpisem

f(z,y) def. { (:c2 + y2) - sin (ﬁ) . (z,y) #(0,0),
0 (z.9) = (0,0)

ma v néjakém okoli bodu (0, 0) parcialni derivace %, g—gj a Ze tyto parcidlni derivace

nejsou spojité v (0,0). DokaZte, Ze f je pfesto diferencovatelnd v bodé (0, 0).

Priklad 17.
7 prednéasek vite, ze pro f: R — R a ¢ € R" plati nasledujici implikace:

f ma v c spojité vsechny parcidlni derivace proniho tédu —> f je spojité v bodé c;
f ma v ¢ spojité vsechny parcidlni derivace prvniho fadu = f je diferencovatelnd v c;

f ma v c spojité vsechny parcidlni derivace proniho Tadu —

= existuji vSechny parcidlni derivace prvniho tadu f v c;
f ge diferencovatelnd v ¢ = ewxistuji vsechny parcidlni derivace proniho idu f v c;

f jge diferencovatelndg v ¢ = f je spojita v c.

Dokazte (nalezenim vhodného protipiikladu), ze (obecné) nelze zadnou z implikaci
obrétit (nechceme-li obdrzet nepravdivé tvrzeni).

Piiklad 18.
Vypoctéte 9L (c), je-li:

def.
a) f(z,y,2) = 2yz, c=(5,1,2), u= m - (4,0,-3);
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b) f(z,y)  arctg (L), e = (3,%F), u = (u1,uz) je (jednotkovy)
smérovy vektor te¢ny sestrojené ke kruznici {(z,y) € R? : z2+y%—2x = 0}

v bodé ¢ takovy, ze ug > 0;
C) f(xv y) déf' 111(!172 + y2)7 c= (Cl, 02) 7£ (07 0)7 u = (U’lv Ug) je (jeantkOVy)
smérovy vektor tecny sestrojené k vrstevnici vs(f(c)).

Priklad 19.

Definujme funkci f predpisem f(z,y, z) det- sin(2z) + cosy + 1.
Urcete pro jakd ¢ € R® a u € R3 je %(c) nejvetsi (resp. nejmensi).
Vypoctéte vSechny parcidlni derivace prvniho fadu funkce h definované predpisem:

Priklad 20.
def.
a) h’(uv ’U) = f(gl(uv 0)792(71'71)))7 kde
def. ;3 def. def.
f('ray) = ?7 gl(U,U) = ’LL—3U, gg(’u,’l)) - 3U—|—’U;
b) h(u,v,w) et flg(u,v,w)), kde f(z) et sin(z?), g(u, v, w) et ute,
Priklad 21.
Vypoctéte aa 6’,‘ (z,y,2), je-li funkce h definovana pFedpisem:
def.
h(aj7 Y, Z) = f(gl(xv Y, Z), 92(:177 Y, Z)),
2) Cuty?+ 25 ga(w,y,2) E 2yl

Flu,v) = 2u+ 3w, gi(z,y,

Priklad 22.
Urcete d¥f,, je-li:
a) f(z,y) L sin(2z +y), ¢ = (0,7), k=2;

b) f(z,y) def- sin(2z +y), ¢ = (0,7), k= 3;

c) flz,y) def. y-lnz, ¢c=(1,3), k=3;
= zyz, ¢c=(-1,0,1), k=3

Najdéte Taylorovu polynomickou funkci m — tého fadu funkce f v bodé ¢, je-li:

d) f(z,y,2)
Priklad 23.
def. In(l+2z) -In(l+y), ¢c=(0,0), m=2;

a) f(z,y)
b) f(z,y) def- ¥, ¢c=(1,1), m = 3.
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Priklad 24.
Rozvinite podle mocnin (x4 1) a (y — 2) polynomickou funkei f, kterd je definovana

piedpisem f(z,y) 922 — Buy+ 92+ 4z —3y+5

Priklad 25.
Funkce g (o rovnici y = g(z)) je definovand implicitné rovnici f(z,y) = 0 a pod-
minkou g(a) = b. Urcete g'(a), g"(a) a g"'(a), je-li:

a) fz,y) & o~y +4siny, (a,b) = (0,0),

b) f(,y) <y -z —Iny, (a,b) = (e — 1,e),

¢) flo,y) Eem v —y 4 a2 1, (a,b) = (1,1).

Priklad 26.
Urcete smérnice tefen sestrojenych ke kiivee {(z,y) € R? : y? — xy = 4} v jejich
priise¢icich s p¥imkou {(z,y) € R? : = = 3}.

Priklad 27.

Funkce g (o rovnici y = g(z)) je definovana implicitné rovnici

2% 4+ 22y + y? — 4o + 2y — 2 = 0 a podminkou g(1) = 1. Zjistéte, zda je g ryze
konvexni nebo ryze konkavni na né€jakém okoli bodu 1.

Priklad 28.
Pomoci véty o implicitni funkci najdéte rovnici tecné roviny plochy

{(w,y,z)eR3; 1'2-|—Z___1:0

sestrojené v jejim bodé (1, -2, 3).

Priklad 29.

Funkce g (o rovnici z = g(z,y)) je definovand implicitné rovnici
x-cosy—+y-cosz—+ zcosz —1 =0 a podminkou g(0,0) = 1.
Urcete d?g., je-li ¢ = (0,0).
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Priklad 30.
Najdéte vSechny lokdlni extrémy funkce f definované predpisem:

a) f(z,y) (x4 1)% + 42,

b) flz,y) E (x— 2y + 1),

¢) flz,y) < (x -2y +1)%,

d) f(z,y) < 22° — 2y? + 522 + 42,

e) fla,y,2) = 2+ (2y — 1) + (2 + 2)2,

£) fla,y) L at 4yt — 2% — 2uy — y?,

8) f(z,y) L 32 + 3 — 6wy — 9y + 2,

h) f(z,y) . y - In(z? + y?),

D) fla,y) 1 /2?2,

i) fla,y) (22 4 y?) e ),

Priklad 31.
Najdéte vSechny lokdlni extrémy funkce f vzhledem k mmnoziné M, je-li:

a) f(z,y) L a2 +6y2, ML {(2,y) € R2: & —3y =1},

b) f(z,y) L —y+4, M {(2,y) eR2: (z—2)2+ (y—2)2 =1},

o) fla.y) E aty, ME {(a,y) eR: L+L =L} (aeR"),

d) f(z,y) et xy, M def. {(z,y) € R2: y = Inx},

e) f(xvyvz) d§-$_2y+227 Mdéf.{(xvyvz) €R3 . $2+y2+22:1}.

Priklad 32.
Najdéte globdlni extrémy funkce f na mnoziné M, je-li:

a) f(z,y) def. 3 +y3 —3zy, M def. (0,2) x (—1,2),

b) f(z,y) & a2y, ML {(w,y) R : a®+y? <1},

¢) f(x,y) S ay, M E {(z,y) € R a?+y? <2},

d) fla,y) = a?—y? +4, M E {(z,y) €RE: 22 +y? <1},
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¢) f(z,y) < 2 + 2zy — 4z + 8y, M (0,1) x (0,2),

f) f(x,y, z) def. (x—1)2+(y—-2)°+24 M def. {(z,y,2) e R3: y > 2}.

Priklad 33.
Mezi viemi kvadry s télesovou tihlop¥ickou délky 2 - /3 vyberte ten, ktery ma:

a) nejmensi objem,
b) nejvétsi objem.
Priklad 34.
Kladné ¢islo 9 napiste jako soucin ¢tyr kladnych ¢initelt tak, aby jejich soucet byl:
a) minimalni,
b) maximalni.
Priklad 35.
Reste metodou separace proménnych diferencidlni rovnici:
a)y' =z (1-y),

b) ¥ = /1 —y?,

Priklad 36.
Najdéte reSeni Cauchyovy tlohy:
x y-y' —
a) { Vi MRV =i 0

y(0) = L,

b){y-\/l-l-—a?Q—x-wa(lexQ)- '=0,
y(0) = 1.
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Priklad 37.
Najdéte obecné TeSeni diferencidlni rovnice:

a)x-y —y=0,
b) y/—y:.TQ,
C) y’-l—x-yza?,

d)y —y-tgx = cosux.

Priklad 38.
Najdéte maximalni feSeni Cauchyovy ulohy:

{ Y+ =3,
a) *
y(1) =1,

b) { y —y-cotgr =e” -sinx,
y(3) =0

. Y — 231y =(z+1)°
){y(0)=1-

Priklad 39.
Reste Bernoulliovu diferencialni rovnici:

d)y —y-tgx =y* cosz.

Priklad 40.
Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy:
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Priklad 41.
Zjistéte, zda (a na jaké oblasti) je dana diferencidlni rovnice exaktni, a pokud ano,
vyteste ji:

a) (22° —ay?) + (2y° — a®y) -y’ = 0,

b) e¥ + (z-e¥ —2y) -y =0,

1, vz 0

) s +L55y' =0,

d) (62°y - sinx + 2%y - cosx) + (28 -sinz +4) -y =0,

e) (622 4 1) - 37 T2 4 gpy . 377207 Ly —

f) (622y> + 2x) + (Bxy* + 2y) -y = 0.
Priklad 42.
Najdéte reSeni Cauchyovy tlohy:

) { (2% + zy?) + (z®y +y°) -y =0,
a

b) { _mizﬂ + w2-w|-y2 =0
y(m) = .

Priklad 43.
Dokazte, ze diferencialni rovnice
Yy €z !
_ ' =0
ZC2 + y2 + ZC2 + y2 Y
neni exaktni v R? \ {(0,0)}.

Priklad 44.
Vyteste diferencialni rovnici:
(z-siny +y) + (z*-cosy +z-Inz) -y = 0.

(Navod: najdéte funkci p: R — R (t. zv. integraéni faktor) takovou, abyste
»DO prendsobeni dané rovnice* funkci p = p(x) dostali rovnici exaktni.)

Priklad 45.
Najdéte obecné Teseni diferencialni rovnice:
(1—a?) -y + 22y — 2y =2
na intervalu (—1,1), znate-li tato dvé FeSeni prislusné homogenni rovnice:

Y1 () © z, y2(x) a1,
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Priklad 46.
Najdéte obecné TeSeni linearni diferencidlni rovnice:

a)y’ +2y —3y=0,
b)y" —4y' +4y =0,

c)y' — 6y’ + 10y =0,

e) y +4y" + 6y” +4y' +y =0,

f) y(5) + 2y/// + y/ — 07

8 |~

gy +2 +y=
WYy = s

i) y" — 6y +9y =222 — 1 — 3,
)y =3y +2y=2-¢e"-cosuz,

k) y + " = cos(4x),

)y g =1

m) y’ — 4y’ + 4y = 2 - (sin(2z) + z),

n) y® —y =1z -e®+cosu.

Priklad 47.
Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy:
) { y" + 6y + 34y = 0,
y(0) =2, y'(0) = —11;

(4)—y—0
)=1, ¥'(0) =0, y"(0) =1, y"'(0) =0;

)=1, 4/(0) = —1;

y' 2y +y=e",
) =1, ¥ (0) =3;

" Lo
{ y" = 5y’ + 4y = €%
O Lo
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) { y" + 3y’ + Ty = cosx,
y(0) =0, 4'(0) = 2;

f) { y/// - 6y” + 113/, - 6y — e4:c7
y(0) =y'(0) = y"(0) = 0.

Priiklad 48.
Najdéte vSechna TesSeni t. zv. okrajové ulohy:

) { y" +y =sinx,
y(0) =0, y(m) = 0;

) { y" + 1y =cosx,
y(0) =0, y(m) = 0;

) {y”+%-y:sinm,
y(0) =0, y(m) = 0;

Priklad 49.
Sestavte diferencidlni rovnici, jejiz obecné feSeni ma tvar:

y(z) = c1 + cow + cge” 2" sin(2x) + ¢ e 2 cos(2x) + 2sinz; cp, ¢, c3,¢4 € R

Priklad 50.
Vypoctéte pomoci Fubiniovy véty dvojny integral:

a) [ 23 ydady;
(0,2) x(1,3)

b) [[ x-e"t¥ dady;
(0,1)x(0,1)

c) [f e 2 sin(y?) du dy;
(0,1) x(—2,2)

d) [[z-ydzdy, kdeMdéf'{(a:,y)e]RQ: y? <2z A x <2}
M

e) [[v1—a2—y?>dzdy,
M

kde M < {(z,y) eR?: 224+92<1 A 2>0 A y <0}
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f) ]{If(2:c+y—1)dxdy,

je-li M C R? mnoZina ohrani¢end kiivkami: y = z, y = 2z, = = 1;
J Y » Y

2) ff > da dy,

e-li M C R? mnoZina ohrani¢ens kiivkami: zy =1, y = %, y = 3;
.] Y 1

h) ffa:-yda:dy,
M

je-li M C R? mnoZina ohranic¢end kiivkami: y = 2z — 22, y = —

Priklad 51.
Zaméite poradi integrace (f : R2 — R, f € C(R?)):

a) 1fe (lZfzf(af,y) dy) du;

0 1-y?
b) _fl Of f(z,y)dz | dy;

z
2

2 [ 2z
c) J (f fz.y) dy) dz.
0o \z
Priklad 52.
Definujme funkci f : R? — R piedpisem:

def. 07 je'h S Qu
flay) = L
y, jelizeR\Q

Najdéte chybu v tvrzeni:

1 /1 1
/ f(z,y)dedy :/ /fxydy d:/Oda::O.
0 0

(0,1yx (—1,1) 1
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Priklad 53.
Vypoctéte (s danou napovédou) dvojny integral:

a) ff%da:dy,
M

kdeMdg'{(x,y)€R2: r<y<2r A 2?2 <y<22%}\ {(0,0)}

(volte substituci: © = 2, y = “-);

b)  [[(z+1)dzdy, kde MY {(z,y) e R : 22+ 42 < 4y}
M

(volte substituci: x = r - cost, y =r-sint + 2).

Priklad 54.
Vypoctéte pomoci substituce do polarnich soufadnic dvojny integral:

a) [[/1—2%—y?dzdy,
M

kde M < {(z,y) e R2: 1 <22+ 42<1 A 2>0 Ay >0}

b)  [[(2—z— 3y)dxdy, kde M < {(2,y) e R2 : 22 4+ ¢2 < 4};
M

¢) [[(z+1)dady, kdeMdg'{(x,y) eR?: 22 +9y% <4y}

M

d) [[arctgdzdy,
M

kdeMdg'{(:c,y)E]R2: 1<2?+y2<9 A %Syg\/g-x};

o) [] Gy dody,
M
kde M & {(z,y) eR2: v <22+y2 <3z A 2 <y <21\ {(0,0)};

0 [f(@?+y?)?dody, kde M {(z,9) €RZ: (2 +32)2 <2 2y},
M

Priklad 55.
Vypoctéte pomoci substituce do zobecnénych polarnich soutfadnic dvojny integral:

Q) [[90 4y +4) ddy, kde M {(o,y) € R £+ <1,
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b)  [[/1-% -4 dzdy,
M
2 2

kde M S {(2,9) €R?: S+ ST A @20 Ay<
(a,bER_'—, a%b)7

Qo
s
—

¢) [[a2?dxdy, kde M Y {(m,y) e R : (z—2)2 +4y? < 4).
M

Priklad 56.
Vypoctéte (t. zv. Laplaceiv) integral:

—+o0

2
/ e” " dux,

0

a to pomoci dvojnych integrali:
a)  [[e® ¥ dxdy, kde a € Rt a I, 10, a) x (0, a);
I,
2 2 2 2 2 2
b) [[e ™™ 7Y dzdy, [[e ™ 7V dady, [[e* 7Y dzdy,
Ja K, L,

kde a € R*, J, ¥ (—a,a) x (—a, a),
K, {(z,y) e R?: 22+ 42 < a2},
L, {(z,y) e R? : 22 +y? < 2a?%}.
Priklad 57.
Vypoé&téte miru mnoziny M C R?, je-li:
a) mnozina M ohrani¢end kiivkami: -y =6, 3x —y—7=0, = = 1;
b)Mdg'{(x,y)ERQ: P?24+y? <9I AN 2+y?>6y A x>0 A y>0};
) M E {(a,y) €R s (o2 +y?)? <3200yl
d) M {(z,y) € R : (22 +9°)? <32- (2% —32)}
(OM ... t. zv. Bernoulliova lemniskdta);

e) mnozina M ohranicend kiivkami: \/z + \/y = VE, x4y =5;
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f) mnozina M ohrani¢end kiivkami:
{(,0) e R% : z€(0,24-7)},
r=6-¢ A pe(0,4-m}

{(r-cost,r-sint) € R

Priklad 58.
Vypoctéte pomoci dvojného integralu objem (,,valcového*) télesa T, je-li:
22+ y?+ 22 <r?} (r e RY);

a) T {(2,y,2) € R® :
22 +y? 4+ 22 <36 A 2% +y? < 6x)

b) TS {(z,y,2) € R
(t. zv. Vivianiovo téleso);
¢) téleso T ohranic¢ené (v R?) plochami: z = 2%, y =0, y + 2z = 2.

Priklad 59.

Vypoctéte pomoci dvojného integralu obsah plochy P, je-li:
22+ y?+22=36 A 22 +y? <6z A z>0}

a) P {(2,9,7) € B?
(t. zv. Vivianiovo okénko);
22 +y?+ 22 =12} (r e RM).

© {(,y,2) € R3 :

b) P

Priklad 60.
Vypoctéte pomoci Fubiniovy véty trojny integral:
a)  [[[(z+y+2)dedydz, kde J € (0,3) x (0,2) x (0,1);
J
ccoszdz dydz, kde J < (0,2m) x (—1,3) x (1,2);

ST
7
[[[ z-cos(z+y)dz dy dz, kde Q@ C R?® je mnoZina ohrani¢end plochami
o)

c)
y=0,2=0, 2=z, v +y=7;

f f f zdzdydz, kde Q C R3 je mnozina ohrani¢ena plochami:
Q
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e) f f f 18 dz dy dz, kde Q C R® je mnoZina ohrani¢ens plochami:
Q
r=0,y=0, 2=0, 3z + 6y +4z = 12;

f)  [[[z® y* zdzdydz, kde Q C R? je mnoZzina ohrani¢end plochami:
QO

=1, y=z, 2z=0, z=x-y;

g) [[[z-y-zdzdydz, kde Q@ C R® je mnoZina ohranifend plochami:
QO

y=a* z=y% 2=0, z=xy;

h —~F——dzdyd
) IS e dedude

kdeng'{(x,y,z)E]R:‘: 2 +y?+22<4 ANz>1 A 2>0)

i) fg{fzdxdydz,

kdeng'{(x,y,z)€R3: 22+ y?+ 22 <4 N 22 +y? <3z}

j) fofodxdydz,

kde Q < {(z,y,2) € R® : |z|+ |y| + || < 1}.

Priklad 61.
Vypoctéte pomoci substituce do stérickych souradnic trojny integral:

a) [[] Va?+y?+ 22 dedydz,
Q

kde 2 % {(z,y,2) e R®: 2% +y? + 2% <4},

b) fgffzdxdydz,

kdeng'{(m,y,z)E]Rs: 2> +y? A 0<2< 1)

¢) [f[z*dxdydz,
Q

kde Q & {(z,y,2) ER3: 22492 +22<9 A 22492 <322 A 2> 0}



d)

JJJ @ +y?) dwdy dz,

kde Q 9

Priklad 62.
Vypoctéte pomoci substituce do zobecnénych sférickych souradnic trojny integral:

)

' {(z,y,2) € R® :

23

4<a?+y>+22<9 A 2>0}.

fff( + £ +25> drdydz,

kde €2

[[[z-y-2zdzdydz,
Q

kde

[[[ zdz dy dz,
Q

kde O ¢

Priklad 63.
Vypoctéte pomoci substituce do cylindrickych soutfadnic trojny integral:

a)

fffz'\/$2+y2dxdydz,

{(z,y,2) R :

kde Qdef

[[] zdx dy dz,
Q

kde Q 9

Jz

kde Q

fg{f$2_y2

kde Q2

czdaxdydz,

def. {(z,y,2) e R®:

{(x,y,2) € R3:

{(z,y,2) € R®:

' {(z,y,2) € R® :

22 + y?)dz dy dz,

{(z,y,2) € R3:

C (@, 2) € R®

2 2 2

T+ 5 <1}

(]

LY L2 <IAE>0AYy>0A 23>0}

2 2
I+ % + 2% <2z}

22+ <20 A y>0 A 0<2< 3k

2> +y? A 0<2< 1)

22+ 9?2 <62 A 2 <6}

Vat+y? <z<1h
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e) fffz z* +y*) dr dy dz,

kde Q ¢ H(m,y,2) R 22+ 942 <1 A 2>0 A 22+ 9%+ 22 <4}

f) fff ) - zdxdydz,

kdeQdef {(z,y,2) eR3: 0< 2 <4—a%—y?}

Priklad 64.
Vypoététe miru mnoziny M C R3, je-li:

a) mnoZzina M ohranifena plochami: (z — 2)? = % + %, z=0;
b) mnozina M (t. zv. anuloid) ohrani¢end plochou:

(Va2 +y2—a)? +22 =0 (a,b€R, 0<b<a);
c) M {(wyy,2) eR3: a2 + 942+ 22 <4 A 22> 2% + 4%}
QML {(z,y,2)eR: a2 +92+22<22 A 22 +y2<2— 2}
o) MY {(z,y,2) eR¥: (22412 +20)°<3-2- (2 + 92}
f) M {(z,y,2) e R®: (:c2-|—y2+22)3 <8-z-y-z}

2 2 2

+L 4 <1 A

|H
|&3

g)Mdg'{(x,y,z)E]R:‘: i +%§%/\z20}.

[
[
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