‘ Matematicka analyza ve Vesmiru |

Jifi Bouchala

N
NI}
T

/ﬁ\\

Katedra aplikované matematiky

jiri.bouchala@vsb.cz

www.am.vsb.cz/bouchala




6. Diferencial

a derivace

funkce.
Motivace.
. y . Deﬁnjce
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Motivace 1.

Casto je uzitetné nahradit danou funkci f
(alespon lokalne, tj. na nejakém okoli) funkci
jednodussi, nejlépe linearni.

Zkusme najit linearni funkci aproximujici
funkci f v okoli bodu ¢ tak, aby chyba aproxi-
mace byla mala. Presngji: zkusme najit kK € R
takove, aby pro mala h bylo

flc+h) = f(c) + kh.

Definujme funkci w(h) (chybu) predpisem
w(h) := f(c+h)— f(c)—kh.
Chceme tedy, aby pro h mal& bylo w(h) male.

Jak malé? Mohli bychom pozadovat, aby

%12% w(h) = 0.

To vSak neni priliS rozumné, nebot pro spoiji-
tou funkci f by této mife presnosti vyhovovala
jakakoliv volba k € R.
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Motivace 1.

Rozumnéjsi je pozadovat, aby hn% wlh) _

tj. aby
}1&% fleth)— f(c) kh _ ;lHo(f(Cthf)b_f(C) — k) =0.

Odtud plyne, ze

k—%l_)ﬂ% (C+h) fle) _ L ().

Je-li f'(c) € R, budeme funkci df. definova-
nou predpisem ‘ df.(h) := kh = f'(c)h I
nazyvat diferencialem funkce f v bode c.
Mimochodem: primku

y=[f(c)+ /()@ —c)
pak nazyvame tecnou grafu funkce f sestro-

jenou v bodé (¢, f(c)). (Cislo f'(c) je smé&rnici
této tecny.)
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Motivace 2.

0 0.5 1 1.5 2 2. 3 a derivace

funkce.
s(t) sy s(e+h) T
~ derivace,

Méjme hmotny bod pohybujici se po pfimce. Znacme s(t) v @ifségilciélu
jeho polohu v €ase t. Primérnou rychlost tohoto bodu i saig
v casovém intervalu (c, c + h) lze pak vyjadrit podilem

s(c+h)—s(c)
A .

Bude-li se h blizit k nule, bude se zfejmé tato primérna
rychlost blizit k okamzité rychlosti daneého hmotného bodu
Vv Case c, tzn.

v(c) = lim SeF=se) . o((),

h—0 h




Definice derivace.

Definice.Bud f: R - R, z € R.
Existuje-li

lim f(z+h)—f(x)
h—0 h 7

znaCime ji f'(x) a nazyvame derivaci funkce f v bodé .

Existuje-li

f(z+h)—f(x)

lim -

h—0+
znacime ji f! (z) a nazyvame derivaci zprava funkce f

v bodé .

Existuje-li
lim {&th)—f(z)
h—0— h
znaCime ji f’ (r) a nazyvame derivaci zleva funkce f
v bodé z.

)

Umluva. Nebude-li feceno jinak, budeme derivaci rozumét

vlastni (tzn. koneCnou) derivaci.
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f'(x) := lim flath)=f(z)

h—0 h
Pozorovani.
: . , , : : 6. Diferencial
= Existuje-li f'(x) (vlastni nebo nevlastni), existuje U (x) a derivace
takove, ze U(x) C Df. funkce.

Motivace.
Definice

— derivace,

— diferencialu.
Vypocet
derivace.

o Jim L2000 = iy LB2I0) mgcji jedna strana

h—0 h T— X0

rovnosti smysl.

Priklady.
= Je-li funkce f konstantni, je f'(z) = 0 pro kazdé x € R.

Dtkaz. Predpokladame, ze dc e RVx € R: f(x) = ¢,
a proto pro kazdé x € R plati

/ _ i JEHR)=f(®) _ i c—c _ 73
f (:C)_ ;{li)% h N ilzli% h l1,—>0 ' ]

= (Id) =1vR.

Dikaz. (Id)'(z) = lim 5= = lim & = lim 1 =



Definice diferencialu.

6. Diferencial
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Definice. Existuje-li ¢islo k£ € R takové, Ze pro
funkci w definovanou predpisem

w(h) := f(c+h) — f(c) — kh

. ow(h)
fim < =0,

fikame, ze funkce f je v bode c diferencovatelna.

plati

Linearni funkci df. definovanou predpisem
df.(h) := kh
pak nazyvame diferencialem funkce f v bode c.

Véta 6.1. (o existenci diferencialu).
Funkce f je v bodé ¢ € R diferencovatelna prave tehdy,
existuje-li (konecna'!) derivace funkce f v bode c.

Navic: v takovém pripadé je Vh € R : df.(h) = f'(c)h.




6. Diferencial
a derivace
funkce.

Motivace.
Definice

Dukaz. Chceme dokazat, Ze — derivace,
lim (f(z) — f(xg)) = 0. Vypocet

T—T0 derivace.

Véta 6.2. (o spojitosti diferencovatelné funkce).
Je-li funkce f diferencovatelna v bodeé x(, € R, je v bodé x, spojita.

Uveédomme si nejdrive, ze pro vSechna z, xq € D f takova, ze

x #+ xg, plati
) = f(o) = LEZLE (@ — o).
Odtud plyne
xli_{{plo(f(x) — f(zo)) = x&rgo(f(xziicé%) (z —z0)) = f'(z0) -0 = 0.

(Z predpokladu a vety 6.1. (o existenci diferencialu) plyne, ze
f'(zo) = lim {&=lz0) ¢ R

r—XT0 .




f'(xg) € R = f je spojitavbod & x.

Priklad 6. Diferencial
Je a derivace
= Funkce sgn mé (nevlastni) derivaci v bode 0 Jlf\linisce-
(ale neni v bodé 0 spojita). Dgﬁgige-
— derivace,
Diikaz.
(@) (0) (2) Vypocet
(O — Tim Sen(z)—sgn(0) _ . sgn(x) __ 1.0 1 _ derivace.
sgn’(0) = lim = = };12% ; };12% o7 = +oo.

x—0




f'(z0) €R = f je spojitd v bod & .

= Funkce f(z) := {/r ma (nevlastni) derivaci v bodé 0 6. Diferencil

1 p4 we, s d
(a je v bode 0 spojita). a derivace

Motivace.

: Definice
— — derivace,

— diferencialu.

T 20 7= = +oo. R
derivace.




f'(zg) € R = f je spojitd v bod & x.

= Funkce f(z) := |z| je spojita v bodé 0 6. Diferencidl

e o
(ale f'(0) neexistuje). 2 carfvas:

Motivace.
Definice
— derivace,

Dukaz. Snadno lze spocitat, Zze
FL0)=1a f.(0)=—1

Vypocet
a proto f’(0) neexistuje (viz vétu 5.5). derivace.




Vypo Cet derivace.

Véta 6.3. (o derivaci +, —, -, :).
) 6. Diferencial
Necht z € R. Pak plati a derivace
funkce.
- / N ) / Motivace.
(7’) (f :tg) (CE) _ f (.I’) :|:g (ZB), Deﬁnjce
pokud ma prava strana rovnosti smysl. — derivace,
— diferencialu.

(i) (f9)'(x) = f(x)g(z) + f(x)g'(z),

existuji-li koneCné derivace f'(z) a ¢'(x).

/ (1 2 — f(2)d (x
(i) (£) () = Hale L)
existuji-li konecné derivace f'(x) a ¢'(x) a je-li g(x) # 0.

Duikaz (7).
(f £ g)(z) = lim UEDEHN=-(£9)(@) _

h—0 h

= }1&)% [f(erh})L—f(w) 4+ 9($+h})b—g($)} = f'(z) £ ¢'(z),

ma-li f'(x) + ¢’(x) smysl (viz vétu 5.3.). n



(f9) (@) = F(@)g(@) + f(2)g(2), (L) (a) = L S@ @)
— Dikaz (i)

6. Diferencial

. x+h)g(xz+h)—f(x)g(x x)g(x+h .

(fg)(z) = %E% [f( +h)g( +h) flz)g(z) 4 f( )g}E )] _ ?uiiﬂlé’,ace
h (e+h)—g () Moti\(ace.

= lim [T @ (g 4 p) 4 f(o)Leth)=a@)] Definice |

— diferencialu.
Vypocet

f'(x),d'(x) € R = gje spojitav x = }llin% g(x+h) =g(x)

derivace.

= fi(z)g(x) + f(2)g' (2).

Dikaz (iii).
V(@) = lim 289G _ Jipy S @eeth) _

( h—0 h h—0 hg(:c—}—h)g(x)

. 75 — f(x z+h)—g(x
= [g(x+i>g<x) (f( g () — f (@) 2 )” -

Q [~

sl (@)g(@) — f(@)g (@)
O



Véta 6.4. (o derivaci slozené funkce). 6 Diferencil

Necht x € R a necht existuji konecné derivace f'(x) ?uiizievace
a g/(f(ilf)) Potom € Motivace.
Definice

(g0 ) (@) = g'(f () f' (). R
Vypocet |

Pf’iklady derivace.

.
m Ve € R: sin' ©x = cosz.

Diikaz. NejdFive si pfipomefime, Ze ¥z € R : sin? g = 1=¢%(2%)
aze lir% SnT — 1, a proto pro kazdé z € R plati
€r—>
. . sin(z+h)—sin x . i h in h—si
Sll’l/ZIZ — %1_{% ( h) — }Lli)% Sin x cos —|—co}§a:s1n sinx __
= lim | cosx Sigh —sinx %]: lim |cosx Sizh —sinx QSir}f %} —
h—0 h—0
) b .
— %im [cosa: 512h — sinx 252 sin g] —cosx-1—sinx-1-0 = cosz.
—0 5
L



Pro prehlednost budeme nekdy psat — ne zcela korektné — 6. Diferencial

I i z 2 / a derivace
(f(x))" misto spravného f'(z). o coy
Moti\(ace.
‘ m VxeR: cos’v = —sinuz. I Definice
— derivace,
Dukaz. Z véty 6.4. a predchoziho prikladu plyne, Ze pro fci%ﬂU-
kazdé r € R plati derivace.
(cosz) = (sin(g — x)), = sin’(5 — ) (% — a:)/ -
=cos(5 —7)(0—1) = —sinz. »

= Vz € D(tg): tg'x = —2

cos?zx”

Dukaz. Z véty 6.3. a predchozich prikladl plyne, Ze pro
kazdé = € D(tg) plati

(tg CIZ‘)/ _ (sinx)’ __ (sinz) cosx—sinz(cosz)’ _ cos? xz4sinz __ 1

COS X cos? x T cos? cos?zx”




s Vx € D(cotg) :

cotg’ x = —

6. Diferencial
a derivace

Dukaz. funkce.

2 Motivace.

Va € D(cotg) : (cotg z) = (COS”“')/ — =sin_ o—cos” v Definice

sin x sin® x sin“ x * :
— derivace,

— diferencidlu.
m VzeR: (e?) =e”. Vypocet

derivace.

(Toto tvrzeni ponechme bez dikazu...)

Véta 6.5. (o derivaci inverzni funkce).

Necht funkce f je spojita a ryze monotonni v intervalu I C R; necht
z je vnitfnim bodem intervalu f(I) a necht existuje f'(f~'(z)). Pak
existuje (f~1)(z) a plati

oy el P @) £0,
(f71)(x) = { +oo, je-li f'(f~'(z)) = 0 a funkce f je v I rostouci,

| —oo, je-li f'(f~"(x)) = 0 afunkce f je v I klesajici.




@) #£0 = (FY(2) = 7y

Ilustrace. 6. Diferencial
a derivace
funkce.

Motivace.
Definice
— derivace,

— diferencialu.
Vypocet

derivace.




Priklady.
6. Diferencial

s VzeRT: In x =1, a derivace
x funkce.

o Motivace.
Dukaz. Definice

. / o 1 o 1 1 — derivace
\V/ZCGR+ lnx_exp’ —. !

(Inz)  exp(lnz) = — diferencialu.
Vypocet

derivace.

» Bud neN.Pak Vx e R: (2") = nz" 1.

Dukaz provedeme indukci.
(i) Ve eR: () =1d'(x) = 1.
(i) Mame dokazat implikaci
meN AVzeR: (z") =na" ]
4
Yz eR: (2"t = (n+1)z"].

(") = (z"z) = (™)' z + 2”2’ = pgr—lz+ 2" = (n + 1)z™.




» Bud —n € N. Pak Vz € R\ {0}: (z") = na" 1.

6. Diferencial

o a derivace
LTz, funkce.

: p_ (1 N\ _ W)2m" 1" i .
v eRA{0}: @Y = () = "=y — = Deiniec.
— derivace,
— diferencialu.
B Vypocet

_ —(—Mg;”‘l _ pp—n—1—(—2n) 1
-

= nx" .

derivace.

» Bud r ¢ R. Pak Vz € R" : (z") = ra" L.

Dukaz.

v €R* : (@) | = (¢ 7) = ™% (rIng) = o"r L[SigrT,

= Necht z € R anecht f a g jsou takové funkce,
ze plati f(x) > 0; f'(z), ¢'(x) € R. Pak plati

(f(z)9@) = (e9@) I @) = o) S @) (g(2) In f(2)) =

(2)7) [g/ (@) In £ () + 9(2) 5]




Problém 15. Bud' n € N\{1}. Definujme funkci f 6. Diferencil

a derivace
funkce.
Motivace.
Definice

— derivace,

— diferencialu.

(]_ bOd) Vypocet

predpisem | f () := %z | Zjistéte, pro kterd z € R
existuje f’(x), a vypoctéte ji.

derivace.




1 6. Diferencial
1—x2° a derivace

» Vo e (—1,1): arcsin’z =

funkce.
Dukaz. Motivace.
Srfias kazde 1.1)i : P — funk Definice
rotoze pro kazdé x € (—1,1) je arcsinz € (-3, 5) a funkce ~ detvame,
kosinus je na intervalu (—Z, Z) kladna, plati pro kazdé = € (—1,1)  — diferencidlu.
. 272 . . . 7 Vypocet
e/ — — — — ]
arcSil & = Gin’(arcsinz)  cos(arcsinz) \/1—Sin2(arcsin z) 1—x2 " derivace.

m Vx e (—1,1): arccos’ x = —

1—x2"

Dukaz.
Protoze pro kazdé =z € (—1,1) je arccosx € (0, ) a funkce
sinus je na intervalu (0, 7) kladn@, plati pro kazdée x € (—1,1)

1 _ —1 —1 _ —1

/o — —
arCCos & — cos’(arccosx)  sin(arccosz) \/1—c082(arccos ) V1—z2"’




m VreR: arctg’ Tr = H_% 6. Diferencial

a derivace
. funkce.
Dukaz. Motivace.
Nejdrive si vSimneme, ze pro kazdé x € R je arctg x € (-3, 7) Dzﬁn;ce
2 — derivace,
a ze pro kazdé x € (—3 9 2) je 0052 = = Cﬁ;gs;n = =1+ tg L. — diferencidlu.
. i " . o Vypocet
Odtud (a z predchoziho) jiz snadno plyne, ze pro kazdé = € R derivace.
plati
/ _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
arCtg __ tg/(arCtg CE) B cosz(ai‘ctg x) B 1+tg2(a‘r0tg x) - 1—|—$2'
[
m Vz € R: arccotg’x = —ﬁ.
Dukaz. Nejdfive si véimnéme zeVr € R: arccotg x € (0, )
. 2 2
B 2oz _ + _ 2
a ze pro kazdé z € (0,7) je —— = ¥+ =1+ cotg “ .
Proto pro kazdé = € R plati
SHCLOES - oL cotg’(arccotg x) —1 ~ l+cotg?(arccotg x) — 142"

sin? (arccotg )



Definice. Derivaci funkce f rozumime funkci f’ defino-

f'x) = f(=).

Podobneé definujeme i funkce f! a f’.

vanou predpisem

Definice. Rekneme, Ze funkce f je naintervalu I ¢ R
s krajnimi body a,b € R* (a < b)

= diferencovatelnd, plati-li tyto tfi podminky:
0 Vx € (a,b) : f'(x) €R,
0 je-liael,je fl(a) €R,
O je-libel, je f/(b) € R;

= spojité diferencovatelnd, plati-li tyto tfi podminky:
0 funkce f’ je spojita v (a,b),

0 je-lia € I, je funkce f’ spojita zprava v bode a,
0 je-lib € I, je funkce f’ spojita zleva v bodé b.

6. Diferencial
a derivace
funkce.

Motivace.
Definice
— derivace,

— diferencialu.
Vypocet

derivace.




Problém 16. Bud funkce f definovana predpisem 8. Dilferemcizl

a derivace
funkce.
2 gin 1 ial;
x°sin —, Je-liz # 0, Motivace.
f(:E) = o Definice
0, je-liz = 0. — derivace,

— diferencialu.
Rozhodnéte, zda je funkce f Vypocet

derivace.

= diferencovatelna na R,

= spojité diferencovatelna na R.

(1 bod)




Definice. Bud' n € N. Definujme funkci
(n 4+ 1)-ni derivace funkce f indukci

Flnt1) = (f(n))’_

Navic definujme funkci f(?) pfedpisem

FO) = f(@).

6. Diferencial
a derivace
funkce.

Priklad. Pro kazdé z € R plati

s sin(® z = sin x,

» sin’ x = cosz,

s sin” z = (sin’ z)’ = (cosz) = —sinx,

s sin/z = (sin” z)) = (—sinz)’ = —cosz,
s sin™® ¢ = (sin”’ ) = (—cosz) =sinz,

Y 2) = (sinz) = cosz,

s 5in® ¢ = (sin

Motivace.
Definice
— derivace,

— diferencialu.
Vypocet

derivace.
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	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(x0)R  f je spojitá v bode x0.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(x0)R  f je spojitá v bode x0.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(x0)R  f je spojitá v bode x0.

	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(x0)R  f je spojitá v bode x0.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(x0)R  f je spojitá v bode x0.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(x0)R  f je spojitá v bode x0.

	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exVýpocet derivace.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exVýpocet derivace.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exVýpocet derivace.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exVýpocet derivace.
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exVýpocet derivace.

	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2ex(fg)'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),   (fg)'(x)=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)g2(x).

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(f-1(x))=0   (f-1)'(x)= 1f'(f-1(x)).
	=12pt --1 .75=minus .25==minus .251.75ex minus .35ex .2ex minus .2ex 1ex minus .2exf'(f-1(x))=0   (f-1)'(x)= 1f'(f-1(x)).

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



