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- prim. funkce,
- per partes,
- substituce.




Motivace a inspirace.

Necht funkce f je nezaporna a spojita v intervalu (a, b). 12. Riemannitv
Pokusme se o reseni problemu: integral (urcity
integral).

Jak spocitat obsah plochy {(z,y) e R?: z € (a,b) N0 <y < f(x)}?
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Obsah plochy {(z,y) e R*: z € (a,b) AN 0 <y < f(x)} =7

Nabizi se tato mySlenka: rozdélme interval (a,b) na n stejnych
dilkd (intervalt). Na kazdém z nich aproximujme funkci f konstantni
funkci, jejiz hodnota se rovna hodnoté funkce f v (napriklad) levém
krajnim bode. Pocitany obsah plochy pak aproximujme souctem
obsahu pfislusnych obdélniku (viz nize uvedené obrazky).

/

[

DA se tusit: bude-li pocet dilkd n rust do +o0o, budou se soucty
obsahu prislusnych obdélniku blizit k hledanému obsahu plochy.

Timto obsahem bude f; f(zx) dz.
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Definice d éleni intervalu a dolniho a horniho sou  ¢tu.

Na predchazejici strance uvedenou konstrukci a ,definici*
ff f(z) dx nyni zobecnime i pro néktere nespoijité (a navic ne
nutné nezaporneé) funkce.
Bud' funkce f omezena v intervalu (a,b) (a,b € R; a < b); tzn. ze
existuji €isla m, M € R takova, ze Vx € (a,b) : m < f(z) < M.

Prokazdédéleni |D: a=2y< 21 < - <Zp_1 <z, =0b |intervalu

(a,b) definujme tzv. dolni (resp. horni) soucet prislusny déleni D:

s(D) = zn: ( inf f(a:)) (21 — Tp_1)

k=1

x€E(T)_1,Tk)

12. Riemannuv
integral (urcity
integral).
Motivace.
soucet.

Dolni a horni
Riemannuv
integral.
Riemannuv
integral.
Vlastnosti
Riemannova
integralu.
Integral

S promeénnou
horni mezi.
Vypocet
urcitého
integralu
pomoci:

- prim. funkce,
- per partes,

- substituce.




Definice Riemannova integralu.

Definice 12. Riemannuv
’ integral (urcity

Dolnim (resp. hornim) Riemannovym integralem funkce f od a do b | inteeral).

rozumime cCislo Motivace.
Dolni a horni
0 _ . i soucet.
/ f(x)dx :=sup{s(D) : D je deleni (a,b)} Dolnf a hornf
- Riemannuv
- integral.

Riemannuv
integral.
Vlastnosti
Riemannova
integralu.
Je-li — Integral
b b s proménnou

fa f(£U> dr = fa f(ﬂf) dﬂf, horni mezi.
- Vypocet
nazyvame toto Cislo Riemannovym integralem funkce f od a do b | uritého

v, integralu
a znacime R —

(resp. /b f(x)dx :=inf{S(D) : D je déleni (a, b}}).

- prim. funkce,
- per partes,
- substituce.




Opakovani a dllezité pozorovani.

Vx € (a,b) :
m D

m < f(z) < M,

a=Tog <21 << Tp_1<xTy=0>0,
n

s(D):= > inf f(a:)) (x) — Tp—1),

k=1 ($€<$k1,$k>

- 5(D) = ¥

k=1

sup
TE(T)_1,Tk)

f(33)> (xp — Tk—1),

[} f(a)dz = sup {s(D)}, J; f(w)dz = inf {S(D)}.

12. Riemannuv
integral (urcity
integral).

;s ey D v e b b ,
Pozorovani. VSimnéme si, Ze Cisla J, f(@)dz a [, f(z)dx jsou
definovana pro kazdou v (a, b) omezenou funkci f.

Navic z nerovnosti
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Priklady.
= Je-li funkce f definovana predpisem f(x) := 1V (a,b), kde
a,be R, a<b,je

f;f(x)dwzs%P {2};1'(%—%_1)}zs%p{b—a}:b—a,.

Podobné

J7 f@)de = inf {1+ (ox — o)} = inf {b—a} =b—a,

a proto

f;f(x)dx:b—a.

12. Riemannuv
integral (urcity
integral).

0, z € Q,

= Je-li y Dirichletova funkce, tj. =
X - (@) 1, z e R\Q,

je pro kazde a, b € R; a < b:

fix(@)dz =0, [} x(z)dz=b—a,

a proto

J? x(x) dz neexistuje.
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— Poznamka. Uvazujme ,posloupnost® déleni intervalu (a, b)

12. Riemannuv
kde D1, D2y ooy Dy integral (urcity

integral).

Dm . CL — :,Um,o < me,l < ¢ < xm7nm_1 < xm,nm — b7 MOtiY&CG. ;
Dolni a horni

soucet.

takovou, ze HDmH = ke{rlr}“af(nm}(xm’k - xm’k_l) — 0. Dolni a horni

Riemannuv
integral.
Riemannuv
integral.
Vlastnosti
Riemannova
integralu.
Integral
_ Y S _ S proménnou
= existuje-li [ f(z)dz, je horni mezi.
¢ Vypocet

b . . . urcitého
[, f(z)de =lim s(Dy,) = lim S(Dy,) = lim I(D,,), ——
pomoci:
kde N, - prim. funkce,

I(Dw) = 3% F(Emie) (@rat — Traoor) - per partes
=1

- substituce.

Pak plati:

= je-li funkce f je omezena v intervalu (a, b), je

pro libovolne zvolené body &, k € (T k—1, Tm.k)-



Véta 12.1. (o existenci Riemannova integralu).
Necht funkce f je spojitd nebo monotonni v intervalu (a,b).

Pak existuje f(f f(z)dx

12. Riemannuv
integral (urcity
integral).

Véta 12.2. (vlastnosti Riemannova integralu).
Necht' existuji fbf (r)dx a f;g(a:)

(i) Ya,B €R: [ (af(x) + Bg(x)) dz = a [, f(x
(i1) Ve € (a,b) f f(x dx:f;f(a:)da:+fcbf(x)dx

dx. Potom plati:

(i) | [, () da| < [ |f(2)] da
(x) pro kazdé = € {(a,b), je ff f(x

(i) je-li f(z) <g

Poznamka. Soucasti tvrzeni (i)-(iv) véty 12.2. je skutecnost,
ze vSechny v nich vyskytujici se integraly existuji!

)d:z:—l—ﬁf;g(x)da:

)dz < f; g(x)dx
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V dal3im ocenime nasledujici rozsifeni definice Riemannova 12 Filenmshum sy
integral (urcity

Integralu: integral).
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llustrace k nasledujici v éte.

Bud' funkce f spojita v intervalu (a, b).
Definujme funkci F' predpisem

‘ F(z) := [* f(t)dt. I |

1.5+

(F ... tzv. integral s proméennou horni mezi.)

Pro kazdé x € (a,b) a dost malé h je F(x)
Flat+h)=F(x) _ [*T"f)de—[ f)de _
h - h -
x+h 05 1 ‘ 2 25 3
— L0 - S _ g, ]

Da se dokazat (je tfeba provést limitni prechod pro h — 0), Ze

Va € (a,b) : F'(x) = f(x).

Nasledujici veta toto pozorovani zobecnuje.
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Metody vypo Ctu ur Citého integralu spojité funkce.

Veéta 12.3. Necht funkce f je spoijita v otevieném intervalu 12. Riemannty
I c Rabud c € I libovolny bod. Pak funkce F' definovana na integral (urcity
I predpisem integrél).

. Motivace.

— f f dt Dol.pi a horni
je primitivni funkci k funkci f na I (tzn. Ze F'(z) = f(x) pro e ot
kazdé x € I = DF). Riemanniv

1n.tegra1. )
Véta 12.4. Necht funkce f a F jsou spojité v intervalu (a, b), iltfgfarfnw
kde —>© < a < b < 400, a necht F'(z) = f(x) pro kazde Vlastnosti
€ (a,b). Pak plati: o
J2 £(z) dz = F(b) — F(a) 2" [F(z)]}. Lutegrd]

s proménnou
horni mezi.

Dukaz. Dodefinujme (anebo zménme) funkci f na R\ (a, b) tak, aby gz
byla spojita v R (to jisté Ize a pocitany integral tim urCité nezmenime). |ieigeite

Z vét 12.3. a 10. 2 pak plyne, Ze existuje ¢ € R takové, Ze pro kazdé ;n(f;gsi{u
x € (a,b) je F(x f f(t)dt + c. - prim. funkce,
A dél je to snadne - PRI DariEs,

- substituce.

FO)—Fla) = ([, f®)dt+o) = ([5 fB)dt+o) = [P feyde.
~ Matematicka analyza ve Vesmiru. ~ 12. Riemanndv integral (urCity integral) - p. 13/17



Pf'l'klady 12. Riemanntv

’ integral (urcity
—0 integral).

Motivace.

P Doln{i a horni

» [ sinzdz =[-cosz]|f = —[cosz|f = —(-1—-1)=2. soucet.

Dolni a horni

E E . Riemannuv

» [?sin(2+x)dr = [? (sin2cosx + cos2sinx) dx = integral.

Riemannuv

integral.

Vlastnosti

P Riemannova

= sin 2 [sinz|] + cos2[—cosx|; =sin2 + cos2 = 0,493. integralu.

Integral

S proménnou

horni mezi.

Vypocet

1 .3
- fo r? dr = [?](1) —

W=

1
3

T T
— SianO2 cos z dx —|—(3082f02 sinxzdx =

o [P a2 —1lde = [He2—1]de+ [, |22 -1 de+ [* |22 — 1] dz =

—1 1 = S
= [, (@*=1)dz+ [ (-2 +1)dz + [, (z® — 1) dz = ﬁffé;??fu
3 pomoci:
— [%3 — Qj]_% + [— x33 —+ :1:]1_1 —+ [% — .CIZ]‘? — % - prim. funkce,

- per partes,
- substituce.




12. Riemannuv

Véta 12.5. (integrace per partes). integral (urcity
Necht funkce u a v maji spojité prvni derivace v intervalu (a,b). integral).

. Motivace.
Potom plati: Dolni a horni
soucet.

Dolni a horni
Riemannuv
integral.
Riemannuv
integral.

P f‘f klady Vlastnosti

Riemannova
= [Fasinzdr = [—zcosz]] + [ coszdr =7+ [sinz|] =T integralu.
, . Integral
U=, v =snx s proménnou
u =1, v=—coscz horni mezi.
Vypocet
urcitého
integralu
pomoci:
- prim. funkce,

- substituce.




12. Riemannuv
integral (urcity
integral).
Motivace.
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soucet.
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integral.
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integralu.
Integral
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horni mezi.

Véta 12.6. (o substituci).

Necht

= funkce ¢ ma spojitou prvni derivaci v intervalu (a, b),
= funkce ¢ zobrazuje interval (a, b) do intervalu J C R,
= funkce f je spojita v intervalu J.

Potom plati:

/ Flo(@)) ¢ () dz

Poznamka. Tvrzeni véty pouzivame k vypoctu integralu na V}'jptqfft

levé strané rovnosti (analogie prvni substitucni metody — viz integralu
vetu 10.6) | k vypoctu integralu na pravé strane rovnosti (viz pomoci:

vetu 10.7 o druhé substitucni metode); mechanismus vypoctu - gz;ff;ai‘iggcea
je stejny jako u neurcitych integralu, jen musime dat pozor, ze

se meni taky ,meze".



Pflk]ady 12. Riemannﬁv
Ty ofl,a g, 1571 4 integral (urcity
= [Psin‘zcoszdr= [jt*dt= & =% integral).
S Motivace.
Dolni a horni
cosxdxr = dt .
. Dolni a horni
(QO(CC) — SIN T, <CL, b> — <Oa %>7 J =R, f( ) — t4)' Riemannuv
integral.
Riemannuv
2 z . integral.
_ 2 — [2 _ 2 _ integ
n [ VA—22de= | \/4 (1 —sin®t) 2cost dt Vit
T — 2sint Riemannova
integralu.
dr = 2costdt .
Integral
_ (2 2 _ 5 14cos(2t) _ s proménnou
= [ 4cos®tdt =4 |, i dt =7 p bromen
Vypocet
() = 25int, (a,) = (0.5), J = (~2,2), f(a) = VI—2?). | weitého
integralu
- L pomoci:
Poznamka: mohli jsme volit treba (a,b) = (—m, 5 + 2m); volba | - prim. funkee,
_ . - v, « 57 . - per partes,
(a,b) = (0, 7) je vSak vhodngjSi, protoze v cos?t = |cost| = cost
pro kazdé ¢ € (0, 7).
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