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Priklad 1.
Dokazte matematickou indukci:

a) VR €N:12 4324+ 52+ .-+ (2n— 1)? = In(2n + 1)(2n — 1);

1 — __n(n+3) .
n-(n+1)-(n+2) ~ 4-(n+1)-(n+2)’

b)VneN: s+ 533+ +
c) (vn € N) (Fk € N) : n® + 3n? + 2n = 6k;

n+t1

d) (vn € N) (vg € R\ {1}) : 14 q+ 2 +¢* +- +q" = 1507

e) (Vx € (—1,400)) (VR e N) : (1 + 2)" > 1+ nuz;

f)VneN:n>4=2">n%

Priiklad 2.
Urcete (existuji-li) min M, max M, sup M a inf M, je-li:

a) M={L: peN AN qgeN A p<q}

b) M = {22191 : n € N};
¢) M ={0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, 0,99999, ...};

d) M ={zeR: cos (L) =1}.

xT

Piiklad 3.
Bud A, B C R*. Dokazte platnost néasledujicich tvrzeni:

a) A=0 < +oo=inf A > sup A = —ox0;

b) A # () < inf A < sup A4;

¢) A mé alesponi dva prvky <= inf A < sup 4;

d) A m4 nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infimum;
e) sup(A U B) = max{sup 4, sup B};

f) inf(A U B) = min{inf A, inf B};

g) AC B= sup A <supB.
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Priklad 4.
Urcete defini¢ni obor funkce f dané predpisem:

a) f(z) = /In(a? — |z]);
b) f(x) def resin (22;—_&),
¢) f(#) E sy

d) f(z) < (2 — 222 + 102 + 12|);

e) f(x) 1 [In(—Inx)|.

Priklad 5.
Nacrtnéte graf funkce f dané predpisem:

a) f(z) < |2| - 2l + 1] —

b) f(x) At /16— 22
def.
c) f(z) = arctg(sgnz);
def. . .
d) f(z) = arcsin(sinz);
def. . .
e) f(x) = sin(arcsin z);
def. .
f) f(z) = cos(arcsinz);
def. .
g) f(z) = arcsin(cosz).
Piiklad 6.
Sestrojte graf funkce f, vite-li:
« Df =R,
e f je licha,
o f(0)=0=f(3),
e f je periodicka s periodou 3,

evVz e (0,2): flz)=1-2%
Vypoctéte f(1000), f(m), f(—v2).



Priklad 7.
Najdéte (existuje-li) inverzni funkei k funkei f, je-li:

d) J(2) ¥ VO—22, Df = (0,3);
e) f(x) U Sin?2 — sinz — 2, Df = (0,7);

f) f(z) A cosz, Df = (117w, 127).

Priklad 8.
Urcete, zda je funkce f o g rostouci (pfipadné klesajici), vite-li, Ze:
a) f a g jsou rostouci funkce;
b) f a g jsou klesajici funkce;
c) f je rostouci funkce a g je klesajici funkce;
d) f je klesajici funkce a g je rostouci funkece.
Priklad 9.
Najdéte vsechna = € R, pro ktera plati:
a) 2sin’x — 5cosx + 1 = 0;
b) cosz + sin(2z) > 0;

c) };Egi = 2cos(2x);

d) 2sinz = V/3tg;

e) tgx +tgx =1+tgua;

f) tgx + lfrosslfL = 2.
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Priklad 10.
Vypoctéte:

a) lim (n4+5n3 —l—l);
3n2+6n—1'
2n2 — Tn+3’
?’\/mflfin.
Ynt+18n

3n n
li ;
()’

k) lim "/n* — 2n2 + 13n;

(n+1)!—2-n!
3n+1)!+1"
n3+2n2—3.
—3n%2+51 "’

q) lim< n+\f—\/ﬁ>;

1 n+5
s) lim (1 + > ;
n

¢) lim

e) lim

m) lim

o) lim

I+3+5++3

u) lim

w) lim (sin(lnn) — n);

I+i4+ %+ + 5

b) lim (n* — 5n® +1);
5—3n
n? + 16’

f) lim (\/ dn? —n — Qn) ;

2n "
h) Ii ;
) lim (3n—1) ’

j) lim %/n;

6" + 47 — 2"
6n+1_3n !

d) lim

1) lim
n -sin(n!)
n?2+1 "’

1 .
p) lim — ==

1 n

lim {1+ — ) ;

r) 1m( + 5n) ;

1 5n

t) lim (1 + ) ;
n

1+24---+n

n) lim

v) lim
) V8nb —n
%) Tim 2n2 + 2n + nsin(2n)

ncos(3n) + (2n + sin(4n))? ;

y) dalsich (alesponl) 26 limit z libovolné sbirky piiklada.

Priklad 11.

Najdéte geometrickou posloupnost (ay,), pro kterou plati: as—a; = 3, ag—az = 12.

Priklad 12.

Dokazte ekvivalenci: - — 0 <= |a,,| — +o0.

Priklad 13.

Necht a € R* a necht (ay,), (b,) a (¢,) jsou takové posloupnosti, ze:

VneN: b, =as, N ¢, = as,_1.

Dokazte, ze potom plati ekvivalence: a,, — a < (b, — a Ac, — a).



Piiklad 14.
Definujme posloupnost (a,) rekurentné rovnostmi: a; = \/i, ant+1 = V2 + ap.
Vypoctéte lim a,,.

Priklad 15.
Urcete, zda dana limita existuje, a pokud ano, vypoctéte ji:

vid+z—1

Y

li 312 —1); b
a) x—l»n—ll (Z Tz ), ) m—l>n—l3 r+3

\/ -1 tg(2
c) lim %; d) lim .g( 2) ;
T—+00 W — \/E z—0 SlIl(5.’IJ)

1-— 1\”
&) lim 1 532), £) lim @+>;
x—0 €T T— —00 €T
2 x x
g) lim <$+ ) : h) lim (l—l—k) , keR;
. 1 . .
i) }:13%@_1; j) IBI—POO( (r+a)(x+b)—x), a,beR,;
K lim sm(Sx); ) lim smx;
r——+00 xr x—0 ,133
. sinx . (1—x)3
m) lim In ; n) lim ;
) @00 T )l rV22+3

o) lim vitigr—vi- tgx; D) lim ((1 - x)tg(gx)) ;

-0 sin(2x) z—
Q) lim sin(3:v.) + sin(5x); ) lim esin®e _ cosx;
z—0 sin(2x) T——00 2
tg(2? 1
s) lim &; t) lim M;
z—0 z sin(3x) z—0cosx — 1
i 1 1 1
u) lim Sm_i; v) lim (2 (sin + 2>) ;
z—0 SInx z—0 \ X
) i t L. ) L
w) lim arccotg —; x) lim arccos ——.

Priklad 16.
Rozhodnéte, zda je funkce f spojitd v R, je-li:

2* +3w+2 prox € R\ {1,-1,-2},

34222 —x—27

1 T
def. ) —35, je-li z = —1,
flx)= 2 .
-3 je-li z = =2,
-1 jeli z = 1.
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Priklad 17.
Vypoctéte f'(x) a urdete Df’, je-li funkce f dand predpisem:

a) f(z) & oz

def. 9.
)

b) f(z) = 3" -z

x—1 2 .
Rt
1—=x
def. (147 1Fe
g) fl@) = (3£)"
def. T
h) f(=) =" =aTmay a € R\ {e};

i) f(2) S 2(Vem =T — arctg Ve — 1)

m) f(z) 4 1 arcsin z;

n) f(r) def 1,3 (ln2 T);
0) f(x) = arcsin® (23);

p) f(z) & \/sin(cos(tg 2));

q) flz) L 2 abe,d € R, ad— be # 0;

s) f(x) 4t » arcsin o tarctg Vo — /7

t) f(x) 4 Incos arctg & *264

u) f(l’) d%f. arccosw 1 In 1—v/1—22

x 2
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Priklad 18.
Urcete — ted, kdyz znate ’'Hospitalovo pravidlo —, zda dand limita existuje, a pokud

ano, vypoctéte ji:

1 4223 — 2?2 -3 10
a) lim n—, n € RT; b) lim = i Tt ;
z—oo M T—2 3x3 — hx? — 2z
)l 23+ 222 —x -2 d) 1 23+ 222 — x4+ 2
c) lim ; im ;
c—-1 2zt —22-1 "~ e——-1 2zt —a2-1 "~
) cos(sin x) sin(5x) (1 + z°) ,
1 ; f) 1 "Inz, n € R,
¢) P20 cos(4x)(5 + 6z — 522) tg(3x) ) emoy LT
. 1 1 . 2+ 1
2 1 <sinx B $2> ’ b A oz

|~

27 + 6 cos(2x)

i

|
—.
~—

—_

i) lim (cos3x)=?;

x—0 xr— —00 —8x
k) lim M 1) lim o n € R\ {0};
z—0 Ilnzx ’ z—1 g —1’ ’
) 1\”*
m) lim 2%, n) lim (1 + ) :
x—0 xr——00 x€X
o tim (1) p) Jim (s%%)
q) lim ﬁ, neRT; r) lim (tgac+ ! )
oo a5 T-3

Priklad 19.

Najdéte (n&jakou) funkci f : R — R, pro niz plati:
e f je spojita na intervalu (0, 1),
e f(0)=f(1) =2,

e neexistuje x € (0, 1) takové, ze f'(x) = 0.

Priklad 20.
Najdéte intervaly ryzi monotonie funkce f dané piedpisem:

a) f(x) At 928 4 322 — 362 + 1999; b) f(z) © osing + cos(2x);
2
0) f(x) & aPer; Q) f()

2z

e) f(z) ©/8a — a2, f) f(z) “ arccos T

def. 3_
& e 121;

a® +12|z]; h) f(z)
i) f(x) ©or+33%/ (2 —17)% j) f(x) def. arctgx — .
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Priklad 21.
Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce f dané predpisem:

a) f(z) < 62 — 322 + 13z + 1999; b) f(z) < sinz + cosz;

¢) f(@) < warctga; Q) flr) S

e) f(z) Y |z + 3| — 3|z + 2z — 2; £) f(z) < sin® z + cos® z;

g) f(@) < w(@+1)%(x - 3)% h) f(z) % 2+ vVI-g;

i) f(z) € dz — 3tga; i) fl@) % VaE - a1
K) f(z) < arctg(In(1 - a%)); D) fx) < 2T

Priklad 22.
Najdéte vsechny globalni extrémy funkce f na intervalu J, je-li:

8) f@) < sin(2e) £, J= (0,1 b) fla) F tgw —da, T = (=3, 2);

c) f(z)
e) f(z) < arctg(In(1 — 22)), J = Df; f) f(z) L 23 — 422 + 10z, J = (0,8).

Priiklad 23.

Najdéte obdélnik daného obvodu s (s € RT), jeho# tthlopiicka ma:
a) maximalni velikost;
b) minimélni velikost.

Priklad 24.
Do rota¢niho kuZele o poloméru podstavy r a vysce h (r,h € RT) je vepsan rotaéni
valec s maximalnim objemem. Urcete polomér podstavy a vysku tohoto vélce.

Priklad 25.

Dvé chodby Siroké 3m a 7Tm se kfizuji v pravém uwhlu. Zjistéte maximalni délku
zebtiku, ktery je mozno pfenést ve vodorovné poloze z jedné chodby do druhé.
(Vysledek zaokrouhlete na centimetry.)



Priklad 26.
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Najdéte — co nejvétsi — intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni (resp. ryze

konkavni), a uréete vSechny inflexni body funkce f, je-li:

a) f(z) < 52?4+ 202 + m b) f(z) < 32° — 5zt +13;

¢) f(z) = (1 - 2)% d) f(z) = 2~ [2? - 2;

e) f(z) < 22— 1+ Va2 £) f(z) L 2t + 223 — 1222 — ba + 17;
g) f(z) = ell; h) f(z) € @ — cos;

) @) T ) @) s - )

k) f(2) < arcte (i) D @) zin.

Priklad 27.
Najdéte vSechny asymptoty (grafu) funkce f dané pfedpisem:

x def. TV T2 — 1

def. . Lef .
D F@E ) @ S

def. . def. 42t —62° + 222 — 2+ 5
¢) Jl@) = sinz’ D) f(@) = 203 422 -2 +1

Priklad 28.
Vysetfete prabéh funkce f dané predpisem:

def. 4 — 2% def. r
a)f(x):2x+57 b)f(f)—m7

ef. 1 ef. In 2
) fla) et @ 5@ e B,
e) f() o %; f) f(z) = arcsin(sinx)
g) f(z) def arcsin(cos z); h) f(z) oty arccotg x;
i) f(z) 4 arcsin %; j) f(@) et In(z? + 3z — 4);
k) f(z) def e;zfl; D) f(z) def arcsin(1 — In? z);
m) f(z) def sinz + cos® 2; n) f(z )dEf In(3 + 2z — 2?);

2z+1 ef. 4

0) fla) T e p) /()< xf_ 5
Q) () & falet D) f(e) S Va2 = Va2 -1,
s) f(x) et e, t) f(x ln(x +vVr2+1
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Priklad 29.
Vysettete prabéh funkce f dané predpisem:

a) fla) S o o A) fla) & VaZe,
b) f(z) Ch 3 3042 B) f(z) 4 aresin 1 i_ ;C;
c) f(x) At 62 + 5; C) f(x) ECEP arccotg(2z);
d) f(z) < 23z — 3)% D) f(z) Y sinz — In(sin);
e) f(x) et 25 _ 5t 4 ba® E) f(z) “h arccosz + /1 — a2,
) f(@) a4 F) fo) 2 ot
g) f(x) det. 1 + 4% G) f(z) L In(cos z);

e 1 1 ef. In
b f@) Lo H) f(x) % 0,
. def. z? . def. Inz
i) 7)o D o) 22
. def. 2z 43 . def. z? .
J)f(l‘)— ($+1)2, J)f(l’)— m:

def. 2 — 2% def. sinz
k) f(z) = T+3’ K) f(z) = 9 cosa’

4
D fla) L) f(a) ¥ 22— tg
(- 1)

def. def. €
w) ) M) ) S
n) f(z) E zVI-a N) fa) e
o) f(x) At a2 = a4, 0) f(x) et —
p) fla)  Va? 8 P) f(a) Y v Ina:
@ f@) Y@+’ -0 @ @ L s
r) f(x) el g2 R) f(z) def. In(cos z);
5) f(a) & Vat — a2 S) f(z) < In(? + 1);
t) f(z) S a+ e T) f(z) S In|4—2?;
u) f(z) 2. Inay U) f(z) e Vre i
V) @) V) fa) - -2

def. X3 def. 1tz
) f@) 2 X) f(r) e
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Priklad 30.
Urcete Maclauriniv polynom n — tého fadu funkce f dané predpisem:

Priklad 31.
Urcete Taylorav polynom n — tého fadu funkce f v bodé xg, je-li:

a) fe) Y Va2, zo=1, n=3;

b) fla) 2T —1, mo=1, n=3;

def. 2
c) fla) = HEL 20=0, n=3;

d) f(z) < tgx, 20=0, n=5;

e) f(x) “ ncosz, 19 =0, n=6.

Priklad 32.
Pomoci Taylorovy véty vypoététe piiblizné (s chybou mensi nez 10~%):

a) V1010;

Priklad 33.
Rozviiite funkci f podle mocnin (z — ¢), je-li:

def.

a) f(z) =
def.

b) f(z) =

c) f(x) A 27 4+ 25 4 2% + 2000, ¢ = —1.

2 =322 — 10z + 11, c = 2;

23 — 2245, ¢=100;
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Priklad 34.
Vypoctéte:

a) /mrQOOO dz; D) /\/:c73dx; c) /(x‘i/f 3;3/55> dz;

d)/2$+3dx; e)/wdz; f)/de

3

Priklad 35.
Vypoctéte integraci per partes:

a) /(w2 + z)e® dx; / x” — 6) cosx du; c) /sin3x dx;
d) /lnzx du; /xarctgw dux; f) /ﬁ1n2x dz.

Priklad 36.
Najdéte rekurentni vzorce pro vypocet integral: [sin" z dz, [cos™z dz (n € N).

Priklad 37.
Vypoctéte pomoci prvni substituéni metody:

a) /(1 2)20% dz; b) /sm(\fx)COS(\fx ) dz; c) /m

9

V322 + 1 du; /zid; f/ da.
) /a: * 7 ©) (14 25)3 . ) \/1—m2arccos3a? .

Piiklad 38.
Vypoctéte pomoci uvedené substituce:

)/ T r—1
V3+2r—a22 2

d 5 vz .
)/1+3’\f Vi =t d) [ evV®dx, Vr=t

1+x 1+x
In® 1 Inz =t f =t
o feeimaan me=t 0 [\ e [T <

) /xS\/l—xdx, V1l—x=t




Priklad 39.
Vypoctéte:

3x
) | =g

° /x2(a:f1;:;—|— 2 4%
/ 3

5a3 — 1522 + 152 — 3
23 — 822 + 17z — 10
22 -3z 42

€L

&) /m %
) z* — 2% + 322 + 5z
Vo 9t " 243 622 4 101 — 4
dx
2
x
m) /1+x4 dzx;
o)/ dx )
4224z
)/ 3r—1 )
4 x24+2x+5
T+ 2
B N S o
s) /(Jc2—|—3x—|—3)2 o
622 +x — 14
d .
w) /:c3—|—w2 4z — 4"
x?—4
d
w) /a:3—|—6:z:2—|—12x—|—7 x’

)/ 2 +3 do-
V| 3 621130 —-8 0

Priklad 40.
Vypoctéte:

cos® z dz;

sin? x dz;

»
o/
o [t o
0 |
) [

4sinx — 7cosx -7

COS T

s1n T

dzx )
a(z+1)(z +2)’
3x —4
(z—2)(z -1
2422 -3
(22 4 22 + 3)(z + 1)2
322 — 2247
(@2 +3)(1 - x)?
dx

o
~

o,
Nawz

dz;

. —
=

S
J;
—

2@+ 1)

—
H
'S
[N
3

42?2 — 162 + 12

(x —2)2(22 — 2z + 2)2
5 + 1
—4r+7
t_r+1
3 —1
2+ 1

— 422 +8x -5
2 —2

3 +4x2 + T+ 4
dx

6 —1°

dz;

=
~—

—
~—

8 8
)

dz;

-+
~

dz;

<
~—

=]
\\\\:\\\\\\\\\

:aw+&

}

8
w0

dz;

»
~—

N
~

sin® x - cos? z dz;

/cos z - sin(2z) dx;
/sm T - COoS xdx

24 coszx
1+2cosx

17
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Priklad 41.
Vypoctéte:

)/x-mmc;

dx
Ik CESVICER

g)/ dr ;
(22+2-2)- 4,/%

Priklad 42.
Vypoctéte:

/ dz

a) ;

1+V22+2x+2
/\/1+:1c2

2+ 22

e) /\/3+4x+m2 dz;

7

- .

) /\/%2—4x+ ’
z+8

V2z2 + 122 + 18

Priklad 43.

Vypoctéte:
1 dx _
) [
-8

3
c)/ xsinz dz;
0

z
e) / sin® z cos? x du;
0

€

g) |Inz| dz;
1

) /f

dz;

m

/11
( ‘Rf)f

_Werl
6 /IE7+ 4 /x5' :

9
h) / - V1 -z dz;
1
2 /22 —1
dx




1
0 x

k —— dz;
) 4 VrZ-—9

2 dx
L V3t -2
/V6 VZ+nz
o) VETRE g
e

2 xr

)/Vlﬁ dx .
V) i) Vil

Priklad 44.
Vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkami:

b) x =2y%, y =3z —3;
y=-1,y=-1-1-(z-2)?
d) y=arcsinz, y =%, r=—1;

e) 3| + |y = 2;

flz =y zy=1, y=2.

Priklad 45.
Vypoctéte délku kiivky:

a) {(z,y) eR?: y=2% A 0<2 <3}
b) {(z,y) €R?: y=Inz A V3 <z <8}
c) {(z,y) € R?:
d) {(z,y) €R?: y=Vad3 A 0<a <4}
e) {(z,y) e R?:

f) {(z.9) eR*: y=v1-a2}.

V2 29
1 ——— dux;
) e

n) /g _dz
o 3+ 2sinzx’

3 dx
) | et
1 z-vVri+br+1

) /_er 3cos® d
r xT.
—z Vsinz

y=arcsinz +vV1—22 A -1 <a <1}

y=3—-22—52x> A —1<ux <3}

19
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Priklad 46.
Vypoctéte:

: dx
a) NI
0o r-Inm I

Priklad 47.
Rozhodnéte o konvergenci integralu:

1 o
a —— du;
) /4 V1-a2
* arctgz
c)

- S 8
o 422+ 2000
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