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9. Tayloruv polynom.
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Taylorv polynom (aproximace funkce na okoli bodu).

Pokusme se co nejlépe aproximovat funkci f na okoli bodu x
polynomem p. Uz vime (viz 6. kapitolu), Zze nejlepSim polynomem

9. Taylortuv
polynom.

AN , « : o : : Tayloruv
nejvyse prvniho §tupne aproximujicim diferencovatelnou funkci f B S—
na okoli bodu x( je polynom Taylorova véta.
Maclaurintav
p(x) == f(xo)+f'(x0)(x—20) polynom.

(graf p je teCnou grafu funkce f).

Taky vime, Ze pro funkci

R(z) := f(z) — p(x)
(tzv. chybu aproximace) pak plati
Blz) _,

r—XIg

lim
r— I

Je jisté prirozené oCekavat, ze pri aproximaci funkce
polynomem vyssiho stupné nez 1 se nékdy muUze podarit
uvedenou chybu aproximace zmensit.




Zkusme najit polynom p (stupné nejvySe n-tého) tak, aby chyba
aproximace R byla v blizkosti bodu x¢ co nejmendsi; presneji freceno,

9. Tayloruv
polynom.

I 0~ Tayloruv
aby pro co nejvetsi k£ € N platilo, ze bolynom.,
. R(z) Taylorova véta.
xlfﬁ (x—x0)® 0. (@) Maclaurintv
’ polynom.

(Plati-li (©), rikame, Ze funkce R je v bodé x
nekonecneé mala radu vysSiho nez k.)

VSimnéme si, ze (V) plati, pokud




Hledejme proto polynom p stupné nejvyse n-tého tak, aby pro co
nejvetsi k € N platilo:

9. Taylortuv
polynom.

Taylorav
= R(0) = f(20) — plzo) =0, polynom.
aylorova véta.
u R/(SEQ) = f’(il?o) — p’( ) — O Maclaurinuv
= R”(x ) f//( ) (370) 0, polynom.

s RK) (;,;0) = f0)(zg) — p® (z0) = 0.
(Predpokladame, ze funkce f ma potrebny pocet derivaci v bode z.)

1) Bud' n = 1. Polynom p hledejme ve tvaru p(z) = az + b, kde
a,b € R. Je snadné nahlédnout, ze prvni dva pozadavky

f(xo) = p(x0) = azo + b, f'(x0) =p'(x0) =a
jiz Cisla a a b jednoznacné urcuji: a = f'(xg), b = f(xo) — f'(xg)xo.

Takze p(z)= f'(zo)z + f(z0) — ['(z0)z0 = f(@0) + f'(%0)(z — 20).
(ZjiSténym jisté nejsme prekvapeni...)



2) Bud' n = 2. Polynom p hledejme ve tvaru p(z) = az?+bzx+c,

polynom.

kde a,b,c € R. Prepocitejme si, ze v tomto pripade je polynom p  Taylortav
urcen jednoznacne pozadavky: polynom.
Taylorova véta.
" f(x0) = p(xo) = axd + bxg + c, Maclaurintv
polynom.

.f( ) (5170)—2&930+b
] f’/( ) //(ZIZQ):QCL

3) Bud' n € N. Polynom p hledejme ve tvaru
p(CB) = ap + CLl(CIJ — 330) + CLQ(:B — ,:1;0)2 + ...+ CLn(CE _ x())n)

kde ag, ...,a, € R. Zde je namisté poznamenat, ze kazdy polynom
nejvyse n-tého stupné je mozné napsat v tomto tvaru.



p(x) =ag + a1(x — xg) + az(x — :130)2 + -+ ap(x —xz)"

Opét se lze vypoctem snadno presvédgit, ze z pozadavkui: 9. Taylorav
polynom.
o) e
m f/ — o/ _ polynom.
f , /(CIZO) P /(/CCO) i Taylorova véta.
. f (CUO) =D (CUO) = 2a2, Maclauriniv

polynom.

= fO)(x0) = pY)(x0) = 5! ay,

= [ (o) = ™ (w0) = nlay

T,, ... Taylortv polynom n-tého fadu funkce f v bodé x.




T () = f(wo) + F'(w0) (@ — 20) + -+ + Lo (3 — zg)"

Jiz vime, ze funkce | Ry, 11 (z) := f(z) — Th(2) |(tzv. zbytek po n-t€m g Tavioray

polynom.
Taylorav

Clenu), je v bode xy nekonecne mala radu vyssiho nez n, tzn. ze

- Rpq1(x) polynom.
:clinggo (x—z0)™ 0. Taylorova véta.
_ o _ _ _ Maclaurinuv
Nasledujici véta nam da presnejsi informaci o velikosti R, 1(x). polynom.

Véta 9.1. (Taylorova).

Necht v néjakém U (zg, d) existuje (konecna) (n + 1)-ni derivace
funkce f a necht x € P(zq, ). Pak existuje ¢ lezici mezi body x
a xg takové, ze

(n+1) .
Roa (@) = Lot (o — o),

Pro jistotu uved'me, ze obratem & lezi mezi body x a o rozumime,
Ze

m £ € (xg,2), je-lix > x,
m £ € (x,20), j-ll x < xp.



f@) = f(zo) + f/(zo)(x — o) + - + L@ (5 gipyn 4 FTIDE (ynt

(n+1)!

= Je-li 2y = 0, dostaneme tzv. Maclaurinliv polynom
! (n)
To(x) = f(O) + L0z ... £ 0gn

Priklad. Najdéme Maclaurinfiv polynom funkce e®. I

Reseni.
Pro kazdeé = € R plati
e’ = (e¥) = ()" = ... ,aproto

"(z (") (o
Tn(wO‘Fh) = f(x0)+ Mh‘k'“%— f—(O)hn.

Poznamky. 9. Tayloriv
(n+1) polynom.
g P n+1 £ 1A o Tayloruv
| g 97 —
Vyraz CESH) (x —x0) se nazyva Lagrangeuv tvar zbytku. Domom.
N~ /7 - ® <~ e T 1 - .
= Polozime-li h = x — xy, muzeme psét aylorova véta

Maclaurinuv

polynom.




F(z) = F(@o) + F(@o) (@ — w0) + - + L7220) (3 gy 1 LTI

NCESH (:C _ CEQ)”’_"l

<, . . o . 9. Taylortuv
‘ Priklad. Najdéme Maclaurinliv polynom funkce sin =. I Dolynom.
3 Taylorav
Reseni. 2] polynom.
. | Taylorova véta.
Plati: | e

| Maclaurinuv
m sin0 =0, 1 polynom.

m sin’ 0 = cos0 =1,

= sin”" 0= —sin0 =0, \

s 11
" sin 0= —cos0 = —1,

s sin® 0 =sin0=0,




(n) (o " (n+1) n
f(@) = f(@o) + f' (o) (& — o) + - - + L= (@ — @) + Lo (3 — wo)"+

<, . . o 9. Tayloruv
‘ Priklad. Najdéme Maclaurinliv polynom funkce cos z. I Dolynom.
3 Taylorav
Reseni. polynom.
.. : Taylorova véta.
HEHE ] Maclaurintuv
m cos(0 =1, 0.5 polynom.

m cos’)= —sin0 =0, ‘ o w w
m cos”’ 0= —cosQ=—1, / 05 \\

m cos’”’0=sin0 =0,

s cos® 0 =cos0 = 1,
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