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7. Zakladni v ety diferencialniho po Ctu.

7. Zakladni
vety
diferencialniho
poctu.
Rolleova véta.
Lagrangeova v.
Cauchyova v.

I’Hospitalovo p.




Véty o p firastku funkce.

Véta 7.1. (Rolleova). Zétzyékladni

Necht funkce f je spojita v intervalu (a,b) a necht ma vsude | diferencidlntho

. . - : : poctu.
Vv (a, b,) glerl\iacu necht f(a) = f(b). Potom existuje £ € (a,b)
takové, ze f'(¢) = 0.

Lagrangeova v.
Cauchyova v.

Dikaz provedeme pozdeji. I’'Hospitalovo p.

Ilustrace.
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Véta 7.2. (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté). Zé@ékladnf
Necht funkce f je spojita v intervalu (a, b) a necht ma vsude difgfenciélniho
V (a,b) derivaci. Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze Rollocva veta.
(¢ = fb)—f(a)
f (5) - b—a Cauchyova v.

I’Hospitalovo p.

Tlustrace.
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Dukaz véty 7.2. Definujme funkci F' predpisem

P(z) = f(z) — L=z — ).
Z predpokladu plyne, Ze F je v {(a,b) spojita a ma v (a,b)
derivaci. Protoze navic plati, ze F'(a) = F(b) (= f(a)),
existuje (viz Rolleovu vétu) € € (a,b) takové, ze F'(£) = 0.
ProtoZe pro kazdé = € (a,b) je
F'(z) = () — L5214,

plyne z F'(¢) = 0, ze f/(¢) = LI,



Véta 7.3. (Cauchyova véta o stredni hodnoté). B

Necht funkce f a g jsou spojité v intervalu (a,b) a necht maji | vety
vSude Vv (a, b) derivaci; necht ¢’ je vSude v (a, b) koneCna a ne- | diferencidlniho

, . . ;7 - poctu.
nulova. Potom existuje ¢ € (a, b) takové, ze Rolleova véta.

fo)—f(a) _ f' (& Lagrangeova v.
g(b)—g(a) — ¢'(&)" Cauchyova v.
I’Hospitalovo p.

Dukaz. Predné sivSimnéme, Ze g(b)—g(a) # 0. (Kdyby g(a) = g(b),

existoval by — viz Rolleovu vétu — bod ¢ € (a,b) takovy, ze ¢'(£) = 0;

a to je ve sporu s predpokladem.) Definujme nyni funkci F' pfedpisem
F(z) := f(x)(g(b) — g(a)) — g(z)(f(b) - f(a)).

Snadno Ize overit, Zze tato funkce splnuje vSechny predpoklady

Rolleovy vety. Proto existuje € € (a,b) takové, ze F'(&) = 0, neboli,

- 0= F'(©)(9) — 9(a) — (&) () — F(a).
Odtud, protoze ¢’(£) # 0 a g(b) — g(a) # 0, plyne

f)=f(a) _ f'(&)
g(b)—g(a) g’ (&) O




7. Zakladni
vety
diferencialniho
poctu.
Rolleova véta.
Lagrangeova v.

(1 bOd) Cauchyova v.
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Problém 17. Vypoctéte

arctg % + arctg %




Véta 7.4. (PHospitalovo pravidlo). 7. Zakladni

vety

Necht diferencidlniho
poctu.
m To, a € R", Rolleova véta.
Lagrangeova v.
= pbud lim f(z)= lim g(z) =0, nebo lim |g(z)| = +oc, Cauchyova v.
S o
= ]im f,(x) — a.
r—xq g (.’L’)
Potom

(Je-li zo € R, plati analogicke tvrzeni i pro limity zprava a zleva.)

Dukaz provedeme pouze pro specialni pfipad, kdy
predpokladame, ze xy, € R a ze

lim f(z)= lim g(z)=0.

rT—x0+ rT—xTo+



Jinak reCeno, dokazeme pouze implikaci

7. Zakladni
. . vety

lim f (x) = lim ¢ (:U ) =0,) diferencidlniho

r—xo+ r—xo+ f( ) podtu

. x) .
lim f’(x) _ 4 cR* ¢ = x£g+ g(z) — e Rolleova véta.
Tzt g’(:C) — @ y Lagrangeova v.

J

Cauchyova v.
I’Hospitalovo p

Nejdfive dodefinujme (pfipadné pozmenme) funkce f a ¢g v bodé
zo tak, ze polozime f(zg) = g(zg) = 0 (tim nijak nezménime
existenci ani hodnotu vySetrované limity, nebot ta na chovani funkci
f a g v bodé z, nezavisi). Dale si uvedomme, Ze z predpokladu

hm+ ggg = a plyne existence 6 > 0 takového, ze pro kazde
r—XQ

x € (xg,xo + 0) existuji f'(x), ¢'(x) € R a navic ¢g'(x) # 0. Odtud
plyne (viz vétu 6.2.), ze funkce f a g jsou v (xq, xo + ) Spojite, a proto
(viz vetu 7.3.) plati:

Va € (20,20 +8) I € (a0,2) : £ = LB — fmi=dffem) _ £

U 1) RPN 1 (3
LM ) T M e

Odtud jiz snadno vyplyva, ze

~

= aQ.



Priklady. 7. Zakladni

vety
tg « I'H 5 1 diferencidlniho
= lim 5= =1k e — 2 oc¢tu.
;112% S :lli% 3 3" D V
Rolleova véta.

Lagrangeova v.
Cauchyova v.

I’Hospitalovo p.

. 2 I'H. .
lim 3z —=4z+l "2 |ip = +-00.
r—+too  4TF3 z— 00

23202 +x—1 |ﬂ-
2r24-3zx4+1

. r+sinx __ . inx) __
= Pozor! lim =L —  ]im (1—|—ST)—1,

T ——+00 3 x——00
ale lim &SnT) iy Licost peexistuje.

= lim (zlnz) = lim %
r— 0+ z—0+ = z—0+ — L2 r— 0+




m lim ( 1 l) _ iy &=sinz I'H. Eia | —coga R 7.VtZakladn1
04 \sinz /) T TG wsine T TG sinztwxcosm vety
diferencialniho
'H i poctu.
= lim ST = (. Rolleova véta.

z—04 €OS r+cosxr—xsinx

Lagrangeova v.
Cauchyova v.

= lim (1 4 l)x — el — e, I’Hospitalovo p.
x——400 L

protoze (viz vétu 5.10.)

O0VzeRT: (1 e %)x — ezln(l+3)

0 lim (zln(l+21)) = lm

xr——+0o0

= lim -1y =1,
r—too I+3

0 exponencialni funkce je v bode 1 spojita.




7. Zakladni
vety

Problém 18. VypOététe diferencialniho
poctu.
lim Yite? Rolleova véta.
r——oo0 T Lagrangeova V.

Cauchyova v.

(]_ bod) I’Hospitalovo p.




| Dulezité pozorovani. , ,
Je-li funkce f spoijita zprava v bodé z, € R T tzyakladm
a existuje-li  lim f’(a;), je diferencidlniho
T— Lo+ poctu.
/ T f(x)—f(zo) 'H. 1. / Rolleova véta.
f+ (5’30) — wll)gl)_|_ T—xo — wl{g}%_'_ f (33) Lagrangeova v.
Cauchyova v.
(Analogické tvrzeni plati i pro f’ (zg).)

Priklad. Bud funkce f definovana predpisem

f(x) := |sinx|.

Rozhodnéte, zda existuje f/(0).

Reseni. Funkce f je zfejmé spojita v R, a proto

/ _ . / L . . / L . .
fi(0)= xlir& fl(z) = xlirgle(sm r) = mlirgle cosz = 1,

f1(0)= xl_i)%l_ f'(r) = lim (—sinz) = lim (—cosxz) = —1.

r—0— r—0—

Protoze f’ (0) # f’ (0), derivace f’(0) neexistuje. O



Varovny priklad. 7. Zékladni

vety
+00 =sgn’(0) =sgn’ (0 )7é hm sen’x = lim 0=0. diferencidlniho
r—0+ poctu.

Rolleova véta.
Lagrangeova v.
Cauchyova v.
I’Hospitalovo p
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