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5. Limita a spojitost funkce.

5. Limita
a spojitost

funkce.
Limita.
Spojitost.




Limita funkce.

Umluva. PiSeme-li 2y # z,, — xo, myslime tim, ze z,, — xg
5. Limita
a spojitost

a ze x,, # xo pro vSechna dost velka n € N.
funkce.

Podobné rozuméjme i vztahlim z¢ < z,, — xo a zg > =, — To. I
Spojitost.

Definice. Rekneme, Ze funkce f : R — R ma v bodé z, € R*
limitu @ € R* (a piSeme lim f(x) = a), plati-li

Ty # T, — o = f(x,) — a

(tim rozumime: pro kazdou posloupnost (z,,) takovou, ze
xro # T, — Tg, plati, Zze f(x,) — a).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, € R limitu zprava a € R*

(piSeme xligﬂj(w) = a), plati-li ‘ To < Ty, — To = f(g;n) — q. I

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, € R limitu zleva a € R*

(piSeme xlifcn_ f(x) = a), plati-li ‘ To > Ty — To = f(g;n) — q. |




5. Limita
~ , a spojitost
Priklady. funkce.
m hni f(x) — 1’ Spojitost.
€XTr—
= lim f(x)=0,
xTr—+0o0o

= lim f(z) =0,

r——0o0

. xll%l—l— f(ﬂj) - +OO’

= lim f(x) neexistuje.

xr—0

Dikaz. )
04z, = =1 0,

ale f(z,) = (~1)"n
nema limitu. 0




Okoli a prstencové okoli bodu.

Definice. Bud' zy € R a § € R*. Definujme nésledujici mnoziny: g‘sgior?iittj‘st
funkce.
= U(zg,0) := (z9 — 6,20 + 0)

... 0koli bodu z( (s polomerem §), Spojitost.
u U+($0, 5) = <QZQ, To + 5)
... pravé okoli bodu x( (s polomérem §),
u U_(ZC(), 5) = (ZUO — 0, SIZ‘0>
... levé okoli bodu z, (s polomérem J),
= U(4+00,8) :={z € R*: 2> 3} = (5,+00) U {400}
... 0koli bodu +oc (s polomeérem 6),
2 U(—00,0) :={z €R*: 2 < —3}=(—00,—3)U{—oc}
... 0koli bodu —co (s polomérem ),

u P(.CE(), 5) = U(ZIZ(), 5) \ {%0}
... prstencové okoli bodu x; (s polomérem 6)

(analogicky definujeme P*(xq,d), P~ (xq,9), P(+00,6), P(—00,0)).

Nezalezi-li nam na velikosti okoli ¢, piSeme kratce U(xzq), P(zg), ... -



lim f(z)=a gt (zo # T — 0 = f(T0) — a

r— I
Véta 5.1. Necht zy € R* a a € R*. Pak B T et
lim f(z)=a & VYU(a)3P(xo)Vx € P(xg) : f(x) € U(a). ?uilf{zgtos‘?
Spojitost.

Necht o € R a a € R*. Pak

lim f(z)=a < YU(a)3IP (x9)Vx € PT(x0) : f(x) € U(a).

T—x0o+

Necht zo € R a a € R*. Pak

lim f(x)=a < YU(a)3IP (zg)Vz € P~ (x9) : f(z) € U(a).

L—I0—

VSimnéme si, ze existence ani hodnota lim f(x) nezavisi

r— I

na tom, zda a jak je funkce f definovana v bode zy; ma-li

vSak existovat, musi byt funkce f definovana (alespon) na
nejakém P(x).

Priklad.
lim_ fff_ﬁ = lim_ (x_i)ﬁ”) = lim (z-3) = —6.




lim f(z)=a gt (zo # T — 0 = f(T0) — a

r— I
Nasledujici tfi véty jsou dusledkem definice limity funkce 5. Limita
a prislusnych vet o limitach posloupnosti. ?uill){gtost
Veéta 5.2. Funkce f mavbodé z, € R* nejvysSe jednu limitu. Spojitost.

Veéta 5.3. Necht f,g: R — R a necht z; € R*. Potom plati:

(1) lim (f(z) +g(z)) = lim f(z)+ lim g(z),
T—IQ T—I r—T
ma-li prava strana rovnosti smysl,

(i) lim (f(z) — g(2)) = lm f(z) - lim g(z),

— I

ma-li prava strana rovnosti smysl,

(iii) lim (f()g(z)) = lim f(z) lim g(z),
Tr—xo T—Xo L—T0
ma-li prava strana rovnosti smysl,

: L fx) | o fle) , .
(iv) lim = — 7 ma-li prava strana rovnosti smysl.

sz 9()  lim g(o




Priklady. 5. Limita

= lim (333 _ 5132) — lim (332(:13 - 1)) — to0, ?uil]?qc();ii,tOSt
e o

L _ |jm ¥E=lvedtl g — lim —L— = 1| Spojitost.

Vvr—1 rz—1 1
e | o1 =1 z+1 r—1 (x=1)(v/x+1) 1 VE+1 2"

= lim sin(n7) =0, ale lim sin(nm) neexistuje.

n—-+oo

Véta 5.4. Necht
= f.g.h: R— R,
m 19,0 € R”,

= lim f(x)= lim g(z) = aq,

Tr—xq Tr—xq

m JP(xg)Vx € P(xg) : f(x) < h(z) < g(x).
Pak

lim A(x) = a.
T— T




Priklad.

25in +) = 0.

T

lim (z
z—0

Dukaz plyne pfimo z véty 5.4., protoze
= Vz e R\ {0}: —2? <a?sin® <a?

. _2:. 2:
* Jim (%) =l () =0 -

(VS§imnéme si skute€nosti, Ze lim sin - neexistuje.)

x—0

Véta 5.5. Necht 2y € R a necht a € R*. Potom lim f(z) =a

r— I

prave tehdy, plati-li

lim f(x)= lim f(z)=a.
r—xo+ r—ITo—

5. Limita
a spojitost
funkce.

Spojitost.




Spojitost funkce.

— | Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé z, € R,
plati-li

5. Limita
. a spojitost
lim f(z) = f(zo). funkce.

Tr—xg

Limita.

Spojitost.

Rekneme, Ze funkce f je spoijitd zprava v bodé z, € R, plati-li

lim f(x) = f(xo).

rT—x0o+

Rekneme, Ze funkce f je spojita zleva v bodé z, € R, plati-Ii

lim  f(z) = f(zo)-

r—To—

Neprehléednéme, ze

= ze spojitosti funkce f v bodeé z( vyplyva existence U(z)
takového, ze U(xg) C Df,

= je-li funkce f spojita zprava v bodé zq, existuje U™ (xg)
takové, ze U™ (xg) C Df,

= je-li funkce f spojita zleva v bodé x, existuje U~ (xg)
takove, ze U~ (zo) C Df.



lim f(x) =a < VU(a)3dP(xo)Vr € P(xg) : f(x) € U(a).

rT— X
Veéta 5.6. Necht f: R — R anecht 2y € R. 5 Limita
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni: ? srf{ojitost
unkKkce.
(i) f je spojita v bodé x, Limita.

(i) xo € Df N YU(f(x)) U (xg)Vx € U(xg) : f(x) € U(f(zg)),
(111) (Ve € RT)(36 € RT)(Vx € (g —0,20+9)) : |f(z)— f(z0)] <&,

(iv) xp, — x9 = f(xn) — f(x0).

Priklady.

= Konstantni funkce je spoijita v kazdém bode x( € R.

= Id je spojita v kazdém bodeé z, € R.

= Funkce f definovana predpisem f(x) := |z| je spojita
v kazdém bodé zy € R.

= Funkce sgn je spojita v kazdém bodé zy € R\ {0}, neni
spojita v bode xy = 0.

Dirichletova funkce x neni spojita v zadném bode.




Véta 5.7. Necht funkce f a g jsou spojité v bodé z, € R. 0. Limita

a spojitost

Pak i funkce f + ¢, f — g a fg jsou spojité v bodé xq. Je-li funkce.

f Limita.
navic g(zo) # 0, je i funkce < spojita v bodé . Spojitost

Dukaz. Z predpokladil
lim f(z) = f($0)>xli_>n;;log($) = g(z0),

Tr—xq

definice operaci s funkcemi a vety 5.3. plyne, ze

lim (f+9)(x) = lim (f(z) +g(x)) =

r— I o

= lim f(z)+ lim g(z) = f(zo) + g(z0) = (f + g)(x0),

r— I

neboli, Zze funkce f + ¢ je spojita v bode xy.

(Podobné Ize postupovat i v pfipadé funkci f — g, fg, L ; )
O



f je spojita v bod & ¢ < [z, — o = f(z,) — f(z0)].

Véta 5.8. Necht funkce f je spojitd v bodé z, € R 5 Lim

. e, o . Limita
a necht funkce ¢ je spojita v bodeé f(xq). Pak funkce g o f a spojitost
je spojita v bodé z. funkce.

Limita.

Spojitost.

Dukaz. Plati

Tn — xo = f(zn) — f(xo) = g(f(zn)) — 9(f(z0)),
a proto je (viz ekvivalenci tvrzeni (i) a (iv) ve véte 5.6.)
funkce g o f spojita v bode xy.
]

Definice. Rekneme, Ze funkce f je spoijitd v intervalu
I C R, plati-li tyto podminky:

= f je spojita v kazdém vnitinim bode intervalu I,

= patfi-li pocatecni bod intervalu I do intervalu I, je
v nem funkce f spojita zprava,

= patri-li koncovy bod intervalu I do intervalu I, je v ném
funkce f spojita zleva.




Problém 11. Doplnte definici:

Mnozinu I C R nazyvdme intervalem, plati-li ... .

(1 bod)

Problém 12. Riemannova funkce je definovana predpisem

0, je-liz e R\ Q,
f@y=3"""""""
~,je-iz =" kdemeZ,neN
a Cisla m a n jsou nesoudeélna.
Dokazte, ze
Vg € R: lim f(z) =0.

r— I
(Odtud jiz snadno vyplyva, ze Riemannova funkce je spojita
v kazdém iracionalnim bodé a ze neni spojita v zadném racio-
nalnim bode.)

(1 bod)

5. Limita
a spojitost
funkce.

Limita.
Spojitost.




Véta 5.9. Necht funkce f je kterékoliv ze zakladnich

. , .. . 5. Limita
elementarnich funkci a necht I C Df je interval. Pak f je a spojitost
spojita v 1. funkce.

Limita.
Priklad.
lim 22 — ]
x—0 < Dl°JkaZ.

T\ cosxsinx 7 tg x
ve € (0,5) |HEE S < 5

Odtud plyne, ze

Vz € (0,%): cosy < $2L < 1

0.5+

— coszx’?

T ! aprotoze kosinus je suda a sinus licha
funkce, plati taky

V€ (—Z,Z)\ {0} : cosxp < o2 < 1

— cosx’

=1+

Protoze lim cosz = 1 = lim —— (funkce cosx a —— jsou
r—0 r—0 COS T COS T
spojité v bodé 0), je lim ST — 1 (viz vétu 5.4.). 0



lim f(z)=a gt (zo # T — 0 = f(T0) — a

r— I

Véta 5.10. (o limité slozené funkce).

Necht xq, a, b € R* a necht plati
= lim f(z)=a,
r— I

= lim g(y) =9,
y—a

n ‘ AP(zg)Vx € P(xzg) : f(x) #a Inebo‘ g je spojita v bodeé a. I

lim g(f(x)) = b.

T—I(

Potom

Varovné priklady.

" f(@):=0, g(z) := 5z = [lim f() = 0 A lim g(y) = +o0],
ale lim1 g(f(x)) neexistuje, protoze D(go f) = 0.

x4 Y i .CC—>

1918, z = 0, L, g(y) = +oo,

= f(2) =0, g(x) :—{

ale lim g(f(xz)) = lim ¢g(0) = lim1 1918 = 1918 # +o0.

r—1

—1

5. Limita
a spojitost
funkce.
Limita.
Spojitost.




Priklady.

| 5. Limita
= [im sin(v5z) _ 1 a spojitost
- funkce.
z—0 V52 =
~ Limita.
protoze
O lin% (v/bzx) = 0,
96—

0 lim Sl;y =1,

y—0

0 Vz € R\ {0} : v5x # 0.

» lim cos (z%sin) =1,

r—0

protoze
0 lim z?sin £ = 0 (viz pfiklad za vétou 5.4.),

xr—0

0 funkce kosinus je spojita v bode 0 (tzn. liH(l) cosy = 1).
'y—>

V8imnéme si, ze YP(0) 3z € P(0) : z%sin+ =0.)
(

x_




Problém 13. Bud k € NU {0}. Vypoctéte
5. Limita
1; sin(sin(sinx)) L a spojitost
(0 COos(5 cosx) ] ?nk.ie'
1mita.
Spojitost.
(1-2 body)
Problém 14. Dokazte, Ze kazda nekonstantni funkce f,
pro niz plati
AT eR*Vee Df: f(x)=f(z+T)= f(x—T) (Q)

a ktera je spojita alespon v jednom bode, ma nejmensi periodu.

Ndpovédas:
nejdrive dokazte, Ze ze vztahu () vyplyvd platnost implikace

I:=inf{p € RT : p je periodou f} >0 = I je periodou f.
(2 body)
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