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4. Posloupnosti
realnych cisel.
Definice.
Limity:
. , , o, -ima, =a € R,
4. Posloupnosti realnych  Cisel. lim apn, = oo,

-vypocet.




Definice. Posloupnosti (pfesnéji: posloupnosti realnych &i- | 4 Posloupnosti
realnych cisel.

sel) rozumime kazdou funkci, jejimz definicnim oborem je

mnozina N. Limity:
-ima, =a € R,
-lima,, = *oo,
-vypocet.

Posloupnost, ktera kazdému n € N prirazuje Cislo a,, € R
(@, ... tzv. n-ty Clen posloupnosti (a,,)), budeme zapisovat ne-
kterym z nasledujicich zplsobdu:

" ai,a9,03,... ,
= (ap);

- {an}:;l-

Pozor!

{an} ~ | # {an: n €N} ... obor hodnot posloupnosti.



> s , 4. Posloupnosti
Priklady posloupnosti. redlnych Gisel.

_ finice.
= /2005, v/2005, v/2005, ... : a, := /2005 Timity:

-ima, = a € R,

... konstantni posloupnost, tzn. ze Vn € N: a,11 = an,. lima. — 4o
_ = ,

—~vypocet.
m 1,2, 3,4,5,...; ap,:=n HyPOse
... aritmeticka posloupnost, tzn. ze 40 € RVn € N: a,11 = a, + 9.
m 1,2,.4,8,16,...: a,:=2""1
... geometricka posloupnost, tzn. ze 3¢ e Rvn € N : a,11 = qa,.
1 1 1 1 . |
.1757571757”'7 a'n'_ﬁ

... harmonicka posloupnost.

1,1,2,3,5,8,13,...; ai=a3 =1, Vn e N: a,19 :=ap+1+ an,
... Fibonacciho posloupnost (definovana rekurentne).




4. Posloupnosti
realnych ¢isel.
Limity:

-lima, = a € R,

Problém 7. Bud (a,) Fibonacciho posloupnost. Najdéte
pfedpis pro n-ty Clen této posloupnosti a hodnotu lim “2++.

n

(]_ bOd) -lim a, = oo,

-vypocet.




" 07 17 _17 27 _27 37 _37 07 07 _277 277 T — .
4. Posloupnosti

— f(0)7 f(1)7 f(_1)7 sy f(n)a f(_n)7 ce e realnych ¢isel.
Limity:

-ima, =a € R,
-lim a, = oo,
-vypocet.

f(x) = %60 (1296 — 4922 + 14a* — 25).




Velmi p ekny p riklad.

O, 1, —1, 2, —2, 3, —3, 4, —4, 4. Posloupnosti
realnych ¢isel.
0 1 _1 2 _2 3 _3 4 _4
20 2 27 92 29 99 29 9 99 e Limity:
-lima, = a € R,
0 1 1 2 2 3 3 4 4 -lim a,, = F00,
37 37 37 3 37 3 3 3 3y e -vypocet.
o 1+ _1r 2 _2 3 _3 4 _4
47 47 47 4> 47 4 47 4 47

()

Definujme posloupnost (a,):
(an) =0, 1, 3, -1, 2, 3, 2, — -2, 2, ...

1
» 39 4

« N

Pak {a,: n € N} =Q, prficemz pro kazdé ¢ € Q
existuje nekonec¢né mnoho ¢lent posloupnosti

(a,) rovnych €islug (napf. g =1=2 =32 =1 =..).

(]|



Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma limitu ¢ € R
(a piSeme lim a,, = a nebo a,, — a), jestlize

(Ve € RT)(dng € N)(Vn e N, n > ng) : |a,—al| < e.

Ma-li posloupnost (konecnou) limitu, rikame, ze je konver-
gentni. V opacném pripadé mluvime o divergentni posloup-
nosti.

Piiklady.
m q, = 2005 — +/2005.

Dikaz. Tvrzeni je zfejmé, protoze

an — /2005

)
(Ve € RT)(Ing e N)(Vn € N, n > ng) : |a, — v/2005] < e.

A&

4. Posloupnosti
realnych ¢isel.
Definice.
Limity:

-ima, =a € R,
-lim a,, = o0,
-vypocet.




n . 4. Posloupnosti
realnych ¢isel.
Definice.
Limity:
(Ve e RT)(Ing € N)(Vn € N, n > ng) : la, — 0| <e¢, limay, = a € R,
-lim a, = oo,
-vypocet.

Dillkaz. Mame dokazat

.
(Ve e RY)(Ing e N)(Vn €N, n>ng) : + <e.

Predevsim si vSimnéme, Ze pron,c > 0je £+ <e & 1 <n.

Bud' nyni ¢ € R* dano (libovolné, ale pevné). Vyberme
takové ng € N, aby

% < Ny
(to urcité Ize, mizeme volit — napfiklad — ng = [1] + 1).

Pak
(Vne N, n>ng): n>ng> %



Cviceni. Dokazte, ze

= posloupnost {a,} ~, := {(=1)"}, _, nema limitu;

= posloupnost {a,}, -, :={—n} _, neni konvergentni.

4. Posloupnosti
realnych ¢isel.
Definice.
Limity:
-ima, = a € R,

-lim a, = £oo,
-vypocet.




‘ Veéta 4.1. Kazda konvergentni posloupnost je omezena. I

Dukaz. Mame dokazat
lima, =a €R=3keR": {a,:neN}C(-kk).

anp —a= (Ve e RT)(Ing e N)(Vn € N,n > ng) : |a, —a| <e=
= (dnp € N)(Vn € Nyn > ng) : |a, —a| < 1.
Vezmeéme takove ngy a polozme
k = max{|a1|, |az|, ---, |an, |, |a| + 1}.
Zfejmé k € RT. Zbyva dokazat, ze Vn € N : a,, € (—k, k):
Vn € {1,2,...n0} : an € {—|an|, |an|} C (=K, k),
(VneN,n>ng): ap € (a—1,a+1) C (—k, k).

Pozor!

Vetu 4.1. nelze obratit; ne kazda omezena posloupnost je
konvergentni (napriklad posloupnost definovana predpisem
an := (—1)" nema limitu).

4. Posloupnosti
realnych ¢isel.

Definice.
Limity:

-ima, =a € R,
-lim a,, = o0,
-vypocet.




4. Posloupnosti
realnych cisel.
Definice.
Limity:

Definice. Bud' dana posloupnost (a,,). Posloupnost

{a'kn }7(?1,0:1 — a’kl Y a’k'27 c°°) a’k?n7

-lima, = a € R,
-lim a,, = o0,
-vypocet.

kde (k,,) je libovolna rostouci posloupnost pfirozenych Ci-
sel (to znamendg, ze Vn € N : k, < k,i1 N k, € N),
nazyvame posloupnosti vybranou z posloupnosti (a., ).

Priklad.
(an) =1,3,v3,8,12,1, -2, ...,
(ar,) =1,v3,1,-2,
(kn) =1,3,6,7,....

Veéta 4.2. Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat po-
sloupnost konvergentni.



Problém 8. Dokazte nasledujici Vétu a jeji disledek:

4. Posloupnosti
realnych cisel.
Definice.
Limity:

Véta. Necht pro kazdé n € N je
(i) an,b, € R,
(11) an < by,

(ZZZ) <CLn_|_1,bn_|_1> C <CLn,bn>.

-ima, =a € R,
-lim a,, = o0,
-vypocet.

Pak

+ﬁo<an,bn> #(,tzn. (Jx e R)(Vn e N) : x € {(a,,by).

n=1

+o0
Dusledek. Je-li navic lim (b,, — a,,) = 0, je mnozina () (a,,b,)

n=1

jednoprvkova, tzn. (Jlz € R)(Vn € N) : = € (a,, by).

(1-2 body)




4. Posloupnosti

Véta 4.3. (Bolzano — Cauchyova podminka). redlnych &isel.
Posloupnost (a,,) je konvergfentnl’ pravé tehdy, plati-li pro ni tzv. e'
Bolzano — Cauchyova podminka: lima, = a € R,

-lima,, = *oo,

(Ve € RT)(Ang € N)(Vn,m € N; n,m > ng) @ |an, — apm| < €| vypocet.

Definice. Posloupnost spliujici Bolzano — Cauchyovu
podminku se nazyva cauchyovska.




4. Posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,, ) ma limitu +oo redlngch csel,

(a piseme lim a,, = +oo nebo a,, — +0), jestlize Doper
Limity:
(‘v’kER)(HnO EN)(V%EN, n>n0) : an>]g. —lman:aER,

-vypocet.

Rekneme, Ze posloupnost (a,,) ma limitu —oo (a piSeme
lim a,, = —oc nebo a,, — —0), jestlize

(Ve R)(Inp e N)(Vn e N, n >ng) : a, <.

Piiklady.
" q, = ns — —+00,

" q, = —Nn — —OQ.




Veéta 4.4. Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

4. Posloupnosti
realnych ¢isel.

Dukaz je velmi vhodnym cvicenim. Definice.
Limity:

Véta 4.5. (o limité vybrané posloupnosti). lima, = a €R,

Necht lima,, = a € R* a necht (a,) je posloupnost vy-

bran& z posloupnosti (a,,). Pak lima, = “ypocet.

Tato véta je velice Sikovna napriklad pri argumentaci, ze
nejaka posloupnost nema limitu.

Priklad. Posloupnost {a,,}>2 , := {(=1)"} _, nema limitu.

Dikaz. Diky predchozi vété staci najit dvé vybrané
posloupnosti s rliznou limitou. A to je snadné:

= pro vybranou posloupnost sudych ¢lent plati
agn = (-1)7" =1 — 1,
= pro vybranou posloupnost lichych ¢lent plati
2n—1
aAon—1 — (—1) = —1— —1.



Véta 4.6. (o limité monotonni posloupnosti). fééﬁ)ggﬁugggf“

Necht (a,,) je neklesajici posloupnost. Pak Definice.
. Limity:
lima,, = sup{a, : n € N}. -limaZ:aER,
- :
Necht (a,,) je nerostouci posloupnost. Pak _vypotet.

lima, =inf{a, : n € N}.

Dukaz. Predpokladejme — napiiklad — Ze posloupnost
(an) Je neklesajici. (Je-li posloupnost (a,,) nerostouci, Ize

postupovat analogicky, a nebo Ize vyuzit skuteCnosti, ze
posloupnost (—a,,) je neklesajici.)

Oznafme s =sup{a,: n € N} arozdélme dikaz na dvé
casti.
(i) Nejdfive uvazujme situaci, kdy s = +oo (tzn. ze

posloupnost (a,) neni shora omezena). Mame dokazat, ze
potom lim a,, = 400,



(an,) je neklesajici = lima, = sup {a, : ne N} =s.

tzn. 4. Posloupnosti
(Vk € R)(Ang e N)(Vn € N, n > ng) : a, > k. realnych cisel.
D.eﬁ.nice.
Bud' k£ € R dano. Pak k < 400 = sup {a,, : n € N}, a proto Limity:

-ima, = a € R,

existuje ng € N takove, ze a,,, > k. Odtud a z predpokladu
monotonie (a,,) pak plyne dokazované tvrzeni, nebot pro _vypocet. ’
kazdé N> n > ng je

an Za’no >k.

(ii) Je-li s e R (tzn. Ze posloupnost (a,,) je shora
omezena), mame dokazat, ze

Ve e RT)(Ang e N)(VneN, n>ng): s—e<a, <s+e.
Bud' £ > 0 dano. Protoze s — ¢ < s = sup {a,, : n € N},
existuje ny € N takove, ze a,,, > s — . Z monotonie (a,,)

a skutecCnosti, Zze supremum je hornim odhadem, pak pro
kazdé n € N, které je vetsi nez ng, plyne:

S—e< p, < Apn < s < ste.



Priklady.

= D4 se ukazat, ze posloupnost (a,,), kde a,, := (1 + %)”, je

rostouci a shora omezena. Proto existuje (a konecnd!) lim a., .

Lze dokazat, ze plati
lim (1+2)" = e |= 2, 718281828459045... .

= Posloupnost (a,), kde
ani= Y z=1+5+3+..+ 2,
k=1
je zfejme rostouci, a proto existuje jeji limita. Protoze vSak
pro kazdé n € N je

. 1 1 1 1 1
‘a2n_an|——n+1+—n+2+---+%2%n—§,

neni posloupnost (a,,) cauchyovska, a tudiz neexistuje jeji
konecna limita (viz Véetu 4.3). Zjistili jsme, Ze

. 1.1 1\ 0Zn. T 1
lim (14+5+35+...42) = Y + = +oo.

n=1

4. Posloupnosti
realnych cisel.
Definice.
Limity:

-ima, = a € R,

-lim a, = £o0,

-vypocet.




= Posloupnost (a,,), kde

kzlk2_1_|_22+32+ _|_n27

je zfejmé rostouci. VSimneme-li si, ze pro kazdé £k € N\ {1}
plati
1 _ 1 1

1
B2 S BG=l) b=l &
ziskame pro kazdé n € N\ {1} odhad

_ . 1 1 1 1 1 _
—rw<ltatsmtomt tainDn -

=1+ - +G-9I+GE- D+ +GE -2 =23
z néhoz plyne, ze posloupnost (a,,) je shora omezena.
Proto existuje lima,, € R. Da se dokazat, ze

n=1

4. Posloupnosti
realnych cisel.
Definice.
Limity:

-ima, = a € R,

-lim a, = £o0,

-vypocet.




Vypo Cet limit.

— | Véta 4.7. Necht lima,, = a € R* alimb,, = b € R*. Potom

platl’: 4. Posloupnosti
realnych cisel.
(i) lim |a,| = |a|, Definice.
Limity:
(ii) lim (a,, + b,) = a £+ b, ma-li prava strana rovnosti smysl, -liman, = a €R,
_ _ -lim a,, = o0,
(13) lim (a,b,) = ab, ma-li prava strana rovnosti smysl,
(w) lim 3= = 7, ma-li prava strana rovnosti smysl a je-|

b, # 0 pro vsechna n € N,

(v) im %/a, = %/a,je-lik e N\ {1}, a € R a a, >0 pro
kazdé n € N.

Poznamky k vété 4.7.

m Kazdé z uvedenych tvrzeni obsahuje informaci
(samozrejme za predpokladu, ze prislusna operace s Cisly
a a b je definovana, tj. ze ma prava strana smysl):

e Ze prislusna limita existuje,
e jak ji vytvorit z Cisel a a b.



= Pozor, tvrzeni (i) nelze pro a # 0 obratit; neplati:
. : : . - - 4. Posloupnosti
lim |a, | existuje = lim a,, existuje redlngch &sel,

(jako protipriklad nam dobre poslouzi Definice.

posloupnost {(—1)"}°°_.). Na druhou stranu, pfimo Iﬂrr;”;i: CER.

z defininice limity plyne, ze:|lim a,, = 0 < lim |a,,| = 0. -lim a,, = F-00,
lman —0 & linjan| 0 |

= Pozor! Nema-li v rovnostech v (ii), (iii), (iv) prava strana
smysl, neznamena to nutneg, ze prislusna limita neexistuje.
Prohlidnéme si nasledujici Ctyri priklady:

A, ‘= 2n — +00

O = a, — b, = n — 400,
b, :=n — +00

Ap = N — +00

- bn::2n—>—|—oo}:>an_bn:_n_>_oo’
Ap = N — +00O

O bn::n—a%+oo}:>an_bn:a_>a

(a € R Ize volit libovolne),



Ap = N — +00
n_bn:_ln
by :=n— (—=1)" — 400 - (=1)

... hema limitu.

Uvedené priklady taky ukazuji, proC neni rozumné
definovat (+o00) — (+00). Podobné priklady Ize najit i pro
ostatni operace.

Umluva.
NapiSeme-li V(n) plati pro vSechna dost velkd n € N,

rozumime tim, ze (dng € N)(Vn € N;n > ng) : V(n).

Pozorovani.

" q, va€R=VeeR": |a, —a| < e provSechna dost
velka n € N.

= Necht existuje limita posloupnosti (a,,) a necht (b,) je
takova posloupnost, ze a,, = b,, pro vsSechna dost velka
n € N. Pak limb,, = lim a,,.

4. Posloupnosti
realnych ¢isel.
Definice.
Limity:

-ima, = a € R,
-lima, = *oo,




Rekli jsme si, ze posloupnosti rozumime funkci, jejimz 7 ’1:1)0§1c;1u1v),nolsti
defini€énim oborem je N. Bude velmi uzitecné tuto definici POLYEL CLSCL.

v Definice.
rozsifit. Limity:
-ima, =a € R,
Definice. V dalsim budeme nazyvat posloupnostmi lim an = 0o,
i funkce definované (pouze) na mnoziné N \ K, kde

K C N je néjakd konecna mnozina.

VySe uvedené definice limity zUstavaji (beze zmény!)
Vv platnosti i pfi tomto zobecnéni pojmu posloupnosti.

Piiklady.

= lim - = ( (pfestoZe — neni pro n = 3 definovano),

Li2ndn’ __ _ | (& to presto, ze Gisla 13 a 2005

» lim =75y "5008) =
nepatri do definicniho oboru prislusné posloupnosti).




Problém 9. Definujme posloupnost (a,,) rekurentné rovnostmi: | 4 Posloupnosti
realnych cisel.

a ;= \/i, Ap+1 =2+ ap. Definice.

5 _ _ oo Limity:
Rozhodnéte, zda existuje lim a,,, a pokud ano, vypoctete |i.

-ima, =a € R,
-lim a,, = o0,

(1 bod)

Problém 10. Bud a;, a» € R. Definujme posloupnost (a,,) re-
kurentné rovnostmi:

Rozhodneéte, zda existuje lim a,,, a pokud ano, vypoctete ji.

(1 bod)




Véta 4.8. (o limitnim pfechodu v nerovnostech).| 4. Posioupnosti

Necht (a,), (b,) a (¢,) jsou posloupnosti a necht realnych cisel.
lima, = a € R* alimb, = b € R*. Potom plati: Eﬁgﬁlyc:e'

-ima, = a € R,
-lim a,, = o0,

(ii) je-li a,, < b, pro viechna dost velka n € N, je a < b;

(iit) je-li a, < ¢, <b, provsechna dost velka n € N
a soucasne a = b, existuje lim ¢,, a plati lim¢,, = a = b;

(i) je-lia < b, je a,, < b, pro vSechna dost velka n € N;

(i) je-li a, < ¢, (resp. ¢, <b,) provsechna dost velkan € N
a soucasne a = +oo (resp. b = —), je lim¢,, = +oco (resp.
lime,, = —0).

Priklady.

sin(2005n° —In n+4-e ™)

| c—
a/n . n — 0-

Dikaz plyne snadno z tvrzeni (iii) véty 4.8. a skute¢nosti, Ze

5 3 3n
0 _1 sin(2005n° —In n+e °™) <1 0.
n — n —n




e @ 4. Posloupnosti
" a, = \/ﬁ — 1. redlnych &isel.

o o _ Definice.
Dukaz. Definujme posloupnost (h,,) rovhostmi: Limity:

-ima, = a € R,

"\ nzl—l—hn,nEN\{l}. -lim a,, = oo,

Zrejme stacCi dokazat (viz tvrzeni (ii) vety 4.7.), ze h,, — 0.
Uvédomme si nejdriv, ze h,, > 0 pro vSechnan € N\ {1}.
Z odhadu

n=(1+h,)" = (D)hE > ()h2 = 2Lp2.

n 2

ktery plati pro kazdé n € N\ {1}, plyne, ze pro kazdé
n €N, n> 1, plati

0— —=2:>h2>0 —0.
Proto h2 — 0 (viz tvrzeni (iii) véty 4.8.),

atedyi h,= |h,| =/h3 — 0 (viztvrzeni (v)vety 4.7.).
O]



>~ 2 , - 2 ¥ - 4. Posloupnosti
Cviceni. Bud posloupnost (a,,) definovana predpisem redlngeh tisol

a, = q", kde q € R. Definice.

DokaZte, Ze Limity:
-ima, =a € R,

= lim a,, Neexistuje, je-li ¢ < —1, -lim a, = F00,

= lima, =0, je-li |¢] <1,

® lima, =1, je-liqg =1,

lima, = 4o, je-liqg > 1.

Veéta 4.9. Necht lima,, = 0 a necht a,, > 0 pro vSechna
dost velka n € N. Pak lim i = +o00.

Necht lima, = 0 a necht a,, < 0 pro vSechna dost velka
n € N. Pak limé = —00.
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