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Problém - Co je to obsah plochy?

— Vratme se k ivaham ze zacatku 12. kapitoly

a zformulujme problem: 13. Aplikace
urcitého
Je mozné kazdé mezdporné a spojité funkci f na intervalu (a,b) integrélu.
e 1 A . TP Obsah
priradit nezdporné ¢islo P(f;a,b) tak, aby platilo. rovinngch
: itvard.
(7’) Ve € RT : [f(x) —CUv <CL, b> = P(f5 a, b) = C (b - a)] ) rovinné
.. krivky.
(i) V€ € (a,b) : P(f;a,b) = P(f;a,§)+ P(f;&,b), Objem

rotacnich téles.

(ii1) je-li g spojitd funkce a f < g v (a,b), je P(f;a,b) < P(g;a,b) ¢ Obsah rotacni

plochy.

Je hezkym (a ne priliS tezkym)
cvicenim dokazat, ze

= odpoved na vySe polozenou otazku
je ano,

= Cislo P(f;a,b) je podminkami (7),
(ii) a (iii) urCeno jednoznacneée

a plati
‘ (f;a,b) = [ f(z) I




Velmi Sikovna definice .

{(z,y) eR?: x €
rozumime cislo

P(f;a,0) := [ f(a)

Priklad. Vypoctéme obsah O plochy
T:={(z,y) eR?: 2?2 <y <2-—2?}.

Reseni.
obrazek, snadno nahlédneme, ze

Prohlédneme-li si prislusny

O=P2—-12%-1,1) — P(x?%
f (2 —z%)dx —

CES 3’]3
= [2z — ?]1—1 - [?]1—1 =

—1,1) =

Definice. Bud funkce f spojith a nezaporna na intervalu (a, b),
kde —oc0 < a < b < +00. Obsahem plochy

(a,b) AN 0<y< f(z)}
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llustrace ke geometrickému vyznamu ur  Citého integralu.
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Priklad.
f27; —2sinzde = [

T T
2 2




Pozorovani.

= Je-li funkce f spojita a suda na (—a, a),
je

J¢, f@)dz =2 [ f(z)d.

= Je-li funkce f spojita a licha na (—a, a),
je

[, f(z)da =0

= Je-li funkce f spojita v R a periodicka s periodou 7' € R, je
Va e R: fOT f(z)dx = f5+T f(x) dz.

Priklad. f24 sin(rz) dr = f_11 sin(mzx) de = 0,

protoze funkce f(z) := sin(mx) je spojita v R, periodicka s periodou
2 a licha.
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Délka rovinné k rivky.

— Pojmem krivka - v této kapitole - rozumime graf funkce spojité

V omezenéem uzavienem intervalu.
Bud' funkce f spojita v intervalu (a, b). Zabyvejme se problémem:
Jak definovat a spocitat délku krivky
k={(z,y) eR?: z € (a,b) N y= f(x)}?

Problém budeme reSit postupne:

» Bud o = (ay,a2), B = (B1,B2) body roviny R?. Délkou Usecky
s krajnimi body «, § (takovou UseCku znacme («; 3)) rozumime
nezaporne cislo

A{(a; 8)) = /(81 — a1)? + (B2 — a2)?.

, 2, Navzajem rlizné body roviny R2.
mn

Délkou lomené &ary (z0;21; - 2n) i= U (zp_1; 21)
k=1

= Bud 20y Rl «e-

rozumime

AN{20; 215 5 2n)) 1= )

1>\(<2k—152k>)-

cislo -
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Problém: délka k:={(z,y) eR?*: z € (a,b) AN y= f(z)} =7

= Vratme se zpeét k funkci f spojité na (a, b). 13;.?€llikace
urcireno
Uvazujme pro kazdeé deleni l(r)lf)eglilalu.
Sa
rovinnych

D:a=xg<21<...<2x,=0

utvaru.

_ Délka rovinné
intervalu (a, b) body kiivky.
Objem
20 = (ZU()a f(x()))a 21 = (3717 f(ajl))a N (ajna f(ajn)) rotacnich tévle?
Obsah rotacni
a pomoci nich definujme &islo plocl:

Lp := A({20; 215 - Zn))-

Definice. Bud' funkce f spojitd na intervalu (a,b), kde
—o0 < a < b < 4o0. Délkou krivky

{(z,y) eR?: x € (a,b) N y= f(x)}
rozumime cislo

A(f;a,b) :=sup{Lp : D je déleni (a,b)}.




A(f;a,b) :=sup{Lp : D je déleni (a,b)}.

Pozorovani. Je-li funkce f spojita na intervalu (a, b), je
13. .Aplikace
0 < A(f, a, b) < +00. uréitého

integralu.

_ Obsah
Prik ady rovinnych
_ L _ _ utvaru.
= Bud funkce f definovana predpisem f(z) := 2x. Pak pro kazde Délka rovinné

U . kiivky.
déleni D intervalu (0,1) plati, Ze Lp := /5. Proto e

A(f, 0, 1) — \/5 rotacnich téles.

Obsah rotac¢ni
plochy.

(Vlastné jsme pocitali délku Use€ky s krajnimi body (0,0) a (1,2).)

= Bud funkce f definovana predpisem
z? sin 5755, x # 0,
0, z =0.

Pak f je spojita v R —a proto i v intervalu (0,1) —a da se
dokazat, ze plati

A(f;0,1) = +o0.




Véta 13.1. Ma-li funkce f v intervalu {(a, b) spojitou prvni lllféi?élfll(i)kace
derivaci, je integralu.

Obsah

f, a, b f \/ 1+ 2 dx. rovinnych

utvaru.

Délka rovinné
s . J .. krivky.
Priklad. vypoctéme délku kiivky STy
rotacnich téles.
92 \/5 \/5 / Obsah rotacni
{(x,y) cR*: ze <__7_> N Y= 1-%2}. plochy.

.
i:——'——:
2

= |arcsin x|

(Vlastne jsme vypocitali delku Ctvrtkruznice s polomerem 1.)
[]



Definice. Bud funkce f spojitd a nezaporna na intervalu (a,b).

{(z,y) €R?: x € {a,b) AN 0 <y < f(x)} kolem osy z. D& se ukazat,

V(f;a,b) = f: f*(x) dx

Priklad. Vypoctéme objem koule s polomérem r € IR%+.I

ResSeni.
V(m —r,r) =T f

_ 3 _ 221y 4.3
=27 (r° — [5]p) = 37r°. —~

r? —a?) de =2r [j (r? — 2?) do =

Uvazujme teleso 2, které vznikne rotaci ,kfivoCarého lichobéznika®

13. Aplikace
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Ze je rozumné pocitat (definovat) objem rotacniho télesa 2 pomoci
rovnosti

Definice. Obsah rotacni plochy, ktera vznikne rotaci kfivky
{(z,y) e R?: z € (a,b) Ny = f(x)} — kde funkce f je nezaporna

a ma spojitou derivaci v intervalu (a, b) — kolem osy z, je dan vzta-

o(f;a,b) ::27Tfff ) /1 +

hem

))? dex.
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o(f;a,b) :=2m f;f ) /1 + ))? dx.

Priklad. Vypoctéme obsah rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci
kiivky {(z,y) e R?: z € (0,1) Ay = 2°} kolem osy z.

Reseni.
o(x3;0,1) = 27 fol 23 \/1+ (322)2 dow =27 fol 22 /1 4+ 9z dx =
= 27 5= UV dE = T [24EH0 = Z (10110 — 1).

Poznamka. Existuje cela fada dalSich aplikaci urcitého integralu;
napriklad ve fyzice Ize pomoci uréitého integrélu poél'tat statické

N "\

a podobne.
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