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11. Integrace n ekterych specialnich
funkeci.

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.
Integraly

z racionalnich
funkci.
Integraly typu:

Jsin™x cos™x da,

J R(sin x, cos z) dz,
fR(:c, 3 am-l-b)d:c,

cx+d

JR(=x, \/aw2—|— ...)dz.




Rozklad polynomu na ko renové Cinitele.

¥ « . | o , 11. Integrace
rppomenme Si, Zze polynomem S reainymi Koerticienty rozumime nékterych

kazdou funkci ¢ danou predpisem specidlnich

funkci.
. n n—1 1 Integraly
Q(l’) = X7+ Ap1 X Tt A+ ao, z racionalnich

funkci.

kde ag, a1, ..., a, € R, aze kazdy takovy polynom Ize psat ve tvaru }nﬁe§r31Y£YP;=
LDslan x, cosz) dz,

n n 2 mi 2 mi
q(z) =an(xr—a1)" ... (x—ap)"™ (2° + Biz + 711) (2 + Bz +v) 7, /22 ) o,

[R(x, \Jax2+ ...)dz.
kde

= o, jSOU navzajem rtizna reélna cisla,
. 6]'7 Y S R1
= polynomy (z* + B;x + ;) maji navzajem rdizné nerealné koreny,

" N, M ENU{O}



Rozklad racionalni funkce na parcialni zlomky.

Véta 11.1 11. Integrace
L . - .o . | nékterych
Necht p a g jsou polynomy s realnymi koeficienty a takove, ze stupen

specialnich
polynomu p je mensi nez stupen polynomu ¢. Rozlozme ¢ do tvaru funkci.

Inteoraly
(o)™ (1'2 + b1z + Wl)ml . (.272 + Gz + %)ml. ;ﬁnalnmh
ntegraly typu:

m

ni

q(x) = an(x — aq)

Pak existuji realna Cisla a;;, b,s, c.s takova, ze [sinx cos™x da,

J R(sin x, cos z) dz,
s/ ax+b
fR(a:, ca:—l—d)dm’

[R(x, \Jax2+ ...)dz.

M_ a a a1n
o@) ~ a1 T Gan? T Grangm e

r—a)? r—aq)™1

._|_&_|_<L_|_..._|_( kn e

T—ou T—ay )2 x—ay )"k

biix+cii biax+ci2 o bimq Z+Cim,
+x2+ﬁ1x+v1 ™ (22 +B12+71)? ™ ™ (22 +B1z+71)™1 T

) biiz+cp biax+Ccio o buym, T+ Cim,
™ 2+ Brx+v ™ (x2+Brx+;)? T T (2 +Brz+y)™




Priklady.

- x+2 _ 42 _a_ b
3z243x—18 =~ 3(z— 2)(m—|—3) z—2 z+3!
3z°—2z+12 _ a

b c d e
(z+4)?(z—1)° — =x=+4 - (x+4)? + x—1 T (xz—1)2 - (z—1)3"

z°4+2x—13 cx+d
. x2(x2+2x+3) + —|_ x242x4+3"!
z342c—13 _ z°42z—13 _ a d
Y 2@It2a+1) 2 (z+1)% _|_ + 37"‘1 ” (z4+1)%7
x — o _ bxr+c i dxr+e
(z—1)(2z2+x+3)> x—1 222 +x+3 (2x2+x+3)% "

p(z)

J(z)* kde p & q jsou polynomy, nazyvame

. o N ) _a bZIf—|—C
racionalnimi funkcemi; funkcim tvaru (z—a)" ¢ @2+ Bzt+7)™

Definice. Funkce tvaru

se

fika parcialni zlomky
(a,b,c,a, B, v €ER; n, m €N; 22+ Bz + v nema realné kofeny).

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.
Integraly

7 racionalnich
funkci.
Integraly typu:

m

[ sin"x cos™z dz,

J R(sin x, cos z) dz,
fR(a:, < aw+b>da:,

cx+d
, ax? 4+ ..

dx.




11. Integrace
nékterych
- specialnich
Reseni. funkeci.
r?te4+l _ z?+z+1 = 2 1 b Gt [ntegrily
zd—1 (x41)(z—1)(z2+1) z+1 x—1 B  racionslnich

-’ . T : 1 s
Priklad. RozloZzme racionalni funkci . na parcialni zlomky.

funkeci.
pro néjaka a, b, c,d € R. Po vynasobeni vyrazem z* — 1 obdrzime Integraly typu:

m

[ sin"x cos™z dz,

v’ +r+1=alz—1)(z?+1)+b(x+1)(2*+ 1)+ (cx +d)(z? —1). [EAEns,cosz)ds,

fR(a:, 3 g:j:g)d:c,

Porovnanim koeficientll u jednotlivych mocnin sestavime soustavu
(lineérnich) rovnic 5 [R(z, \az2+ .. )dz.
z°. 0=a+b+c,
z?: 1=—-a+b+d,
zl: 1l=a+b—c
z%: 1=—-a+b—d,

jejichz vyreSenim ziskame (a jednoznacne!) hledana cCisla a, b, ¢, d.
Vysledek:

22 +rx+1 1 3 x
_ 4 _

4 ] 4d(z+1) 4(xz—-1) 2(2%241) H




Dulezité pozorovani. Vypocet vy3e uvedené soustavy rovnic  11. Integrace

se zrychli, dosadime-li do rovnice TSR
specialnich
Phr+l=alz—1)(@2+1D) +bz+1)(@2+1)+ (cx+d) (22 — 1) ey

Integraly

z racionalnich

realné koreny z* — 1 (jmenovatele): .
Integraly typu:

[ sin"x cos™z dz,

r=1 3=4b = b=3,
. 1 J R(sin x, cos z) dz,

r=—1 1=—4g = a= =L PR (e, 2L ) ax,

4
[R(x, \Jax2+ ...)dz.

Poznamka. Neni-liv E i stupen polynomu p mensSi nez stupen

nekonstantniho polynomu ¢, provedeme déleni polynomu p(zx) : q(x)
se zbytkem. Ziskame tak vyjadreni ve tvaru

po) o o
q(x) () +

kde u a v jsou polynomy a stupen polynomu v je menSi nez stupen
polynomu gq.




4

i ~ - 7 s = :E
Priklad. Rozlozme racionalni funkci —5—5——. 11. Integrace
nékterych
Reseni. 3, specidlnich
xt ot 4+ 1=1+4 Ftzl funkc.

zd—x3—x+1"

Integraly

—(a" = =@ 1) z racionalnich
3 B funkci.
=1 Integraly typu:

m

[ sin"x cos™z dz,
J R(sin x, cos z) dz,

3 _ 3 _ 5. S/aztb -
14+ " +x—1 =14 " +x—1 :14_33?1_'_(33_1)1)2_'_ cx+d fR(, ca:—l—d)d’

xt—x3—x+1 (z—1)2(x2+x+1) r?+a+1°
JR(=x, \/aa:2—|— ...)dx.

a proto existuji Cisla a,b,c,d € R takova, ze

Odtud plyne
P t+r—1l=alr—1)(z?+xz+1)+bx?+z+1)+ (cx+d)(z— 1)

Porovnanim koeficientt u jednotlivych mocnin ziskame soustavu

3 l=a+ec xl: 1=b+c¢—2d,
2. 0=b—2c—+d, 220 —1=—a+b+d,
jejimz feSenim jsou €islaa =1, b= 3, ¢ =0, d = —3,
z? _ 1 1 1
a proto zd—x3—x+1 1+ r—1 3(z—1)2 - 3(x24x+1) L]



Integrace parcialnich zlomkau.

- d 11. Integrace
Integraly typu f X nékterych
b (x_a)n specialnich

funkci.

v iz , : Integraly
pocCitame pomoci substituce z — a = t. z racionalnich
funkci.

Integraly typu:

Priklady. Jsin™e cos™ o da,
d dt J R(sin x, cos z) dz,

r __ - . -

» [ 5 =/F%=hlt|=llz—6] v(—00,6)iV(6,00). 17 (e, {2225 )as,
r—6=1 [R(x, \Jax2+ ...)dz.

dx = dt

= Pozor!
Az — e =_In[t|]=-In|6—z|=—In|z — 6|
6 —x =t V(_OO76)iV(67OO)'

—dx = dt




Integrace parcialnich zlomkau.

nejdrive rozlozime na soucet

; ‘ b |
Integraly typu f @2 +§;i7)m dx

dz + (c

f bx+c
@B +7)"

a potom

“+pzty)™

= prvni z integrall vypoc€itame substituci 22 + Bz +~v =1t
(protoze pak (2x + ) dx = dt),

= druhy integral doplnéenim na Ctverec ve jmenovateli
a vhodnou (linedrni) substituci prevedeme na vypocet

integralu [ (th ym > Pro ktery jsme jiz drive odvodili

(pomoci per partes) rekurentni formuli.

D) | e

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.
Integraly

z racionalnich
funkeci.
Integraly typu:

m

[ sin"x cos™z dz,

J R(sin x, cos z) dz,
s/ ax+b
fR(a:, ca:—l—d)dm’

JR(=x, \/aac2—|— ...)dx.




Priklad.

11. Integrace

| 2m-2 nékterych
—2r—2 — B _ _ o,
f x?24+2x+3 dz =3 f x2+2x+3 dr —7 f 2—|—2x—|—3 ?Egi?lnldl

z2 4+ 22 +3 =t
(22 + 2) de = dt

Integraly

7 racionalnich
funkci.
Integraly typu:

[ sin"x cos™z dz,
v2 J R(sin x, cos z) dz,
x+1
= u s/ ax+b
V2 fR(iB, c:l:—l—d)dw’
dxz = v/2du

JR(=x, ax? + ...)dx.

=3In(2?+224+3)— 2 V2 [ L% =3In(2?+22+43)— % arctg u =

Ttu? = 7

= 31n(z? +2:1;—|—3)—Tarctg (5”1) (v R).

Cviceni. Vypoctéte

/ 6z — 1 iz
(x24+2x+3)2




Dobra rada: vyplati se premyslet!
Podivejme se na nasledujici dva vypocty:

11. Integrace

nékterych
. specialnich
m L __dx = L dr = funkci.
f z4+1 f (224+v2x+1) (22 —/2z+1) Integraly
7 racionalnich
_ f axr+b cr+d dr = funkci.
2_,_\/_x_|_1 2 —/2x+1 Integraly typu:
[ sin"x cos™z dz,
_ f 2$+\/§ 25— \/5 d _ J R(sin x, cos z) dz,
4(x24-+/2x4+1) 4(x2—+/2x4+1) fR(ac s ‘“’+b>dm
’ cx+d ’
In(z2++v2z+1)+1in(22-v2z+1)=1In [R(z, a2+ ..)de.
z> _ 1 pdt 1 _ 1 4
JF#mde=7[F =zl =7In(z* + 1)
zt+1=t
423 dz = dt (V R)

Cviceni. Vypoctéte 9




Integraly typu ‘ [ sin" x cos™ x d:z:,l 11. Integrace
nékterych

. . specialnich
kde n, m € NU {0}, rozdélime na dva pripady. funkeci.
Integraly
: s v _ . , .« , 1z racionalnich
1. Je-lin nebo m liché Cislo, uzijeme pri vypocCtu prvni substituCni  funke.

Integraly typu:

mEtOdu. fsinnm cosx dx
= J R(sin x, i5)) @l
Pfiklad.  Jants
3 . IR(w {42 ) o=
[sin®z cos*z do = [sinz (1 — cos® x) cos® z dz = -
JR(z, \Jax<+ ...)d=.

cosx =t

—sinxzdx = dt

— — [(1—2)2dt = —L 4 & = e’z 4 o’z yR

2. Jsou-lin a m suda Cisla, lze pri vypocCtu vyuzit rovnosti

1 — 2 1 2
sin? x = C;S( x), cos’ x = + CZS( a:)



Priklad. 11. Integrace
nékterych

[sin®x cos?x dz = [ 1_CO2S(237) : 1+C°28(2x) dz = % [1—cos?(2z) dz = | specidlnich
funkci.

1 1 14cos(4x) 1 1 1 sin(4z) _ g sin(4x) Integraly

_Zfldx_Zf 2 d:E—Z:U—gx—g 4 — 8 32 v R. z raciondlnich

funkci.
> - . : . v- NN Int ly t :
Oznaceni. Symbolem R(u, v) rozumé&jme zlomek, v jeho? Citateli | MR

i jmenovateli jsou pouze konecné soudcty vyrazl tvaru kuv™, kde | / Bine, cosz) de,
’ ~s , s/ ax+b

k,u,v € R; n,m € NU{0}. Zobrazeni (u,v)— R(u,v) se fika 17 (e §f G )de,

racionalni funkce dvou proménnych. [R(z, yaz2+ ...)de.

Priklady takovychto zobrazeni:

2,0 0 0,0
R(’LL,U) _ 3uTwv —1—12111E)vvo+1u voo_ 3u2 4 Oy - 1,

132 3 3 200
R(u,v) = 2L 8uy v v — 4992 4 Juv® + 2,

. 2u0v2—|—1u0v0 o 2v2—|—1
R(u’v)  1u?e0%4-1ulv3 T w2403




Integraly typu ‘f R(Sil’l X, COS :C) dx I

Ize substituci tg % — { prevést na integraly z racionalnich funkci.

Presvedcme se o tom. Nejdrive si vyjadieme sin x, cos x a dx pomaoci t.

02 Z 2z _ 22z _ 1 22 _ _ 1  _ _1_
sin® 5 +cos® 5 =1 = tg 7 = o 2 1 = cos 2 = THg” T = 14
a proto

; — 9ain T T _ T 2z _ _2t

sma:—281n20082—2tg cos” 5 = 177

cosz =2cos2 L —1=9-L1_ _1=1=t

1+t2 R
Takze -
[ R(sinz,cosx) de = [ R( 1+t2,1+t2)1+t2dt

(VSimnéme si, Ze dfive zkoumané integraly typu [ sin” x cos™ z dx
jsou rovnéz typu [ R(sinz,cosz) dx — staci volit R(u,v) := u™v™

Na predchazejicich strankach popsané metody jejich vypocCtu jsou
vSak zpravidla méne pracné nez pouziti substituce tg 5 = t.)

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.
Integraly

z racionalnich
funkci.
Integraly typu:

m

[ sin"x cos™z dz,

J R(sinx, cosx) dz,

fR(a:, < g;ig)dm,

JR(=x, \/aac2—|— ...)dx.




Priklad. 11. Integrace
nékterych
1—sinx _ 1+t2 _ [ t2=2t+1 _ _ specialnich
1—|—cosx f L1 t; 1—|—152 dt = f S t241 dt = fl t2‘|‘1 dt = flI:nkCi.
T 5 Integraly
=t—In(t?+1)=tg Z o In(tg 5 +1) v (napriklad) (—m, ). z raciondlnich
funkci.
Integraly typu:

[ sin"x cos™z dz,

‘A opét: vyplati se premyslet! I
fR(a:, S a:c-l-b)dw,

cx+d

JR(=x, \/GT—I—...)da:.

3
2t
sin® z o (m) o 16¢3 o
| fCOS2fE dx—f (1 2)2 1+t2 dt f(1—|—t2)2(t—1)2(t—|—1)2 dt—...,
14t
3 (1—cos? x) sin 1
sin® x . o B o
- f cos? x dz = f o dx = - +t =
cosx =t
—sinxzdx = dt
= + cos .



Integraly typu fR (% S /ax—_ll—_cl?l) d:lj

kde a,b,c,d € R, s € N\ {1}, ad # bc (proc?), zjednoduSime

: T s/ax+b __
substituci 1/—Cx+d — 7

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.

Priklad.
2
V2z+3+w t+ 2493
| Ve do = ft t223 Ttdt= J st At =
- — t2_3
\/2.17—'—3 =t 2
dx = tdt

_ 8t412 ¢ 9 1
— f_t_4+ —(t+1)(t—3) dt = 2 _4t+f_t—3 + t+1

— L 4 —9Inft—3|+Inft+1]|=
= 2283 _4\/22+3-9In|/2z + 3 —

dt =

3| +In |v2x + 3+ 1].

Integraly

7 racionalnich
funkci.
Integraly typu:

[ sin"x cos™z dz,

J R(sin x, cos z) dz,

fR(:z:, & ggig)dm,

JR(=x, \/aac2—|— ...)dx.




Integraly typu ‘ [ R(z,vax? + bx + c) dx,l

kde a,b,c € R, a # 0, az? + bz + ¢ ma dva rlizné (obecné
komplexni) koreny «aq, as (proc?), rozdelime na dva pripady.

1. Je-li a > 0, volime tzv. Eulerovou substituci

vax? + bx +c = /ax +t, kteraje vhodna na kazdém

otevieném intervalu, ktery je Casti definicniho oboru dané
integrované funkce.

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.

Priklad.
[ dx = [ 1 426242 34 _
zr2+2z—1 241 ( t241 +t) 4(1—1)2

2(1—¢t) \ 2(1—1¢)

. 24 _ 4t—2t242

— f% dt = 2arctg t = 2arctg (vz2 + 2z — 1 — )

V (—o0,—1—+2) iv (—1++2,00).

Integraly

7 racionalnich
funkci.
Integraly typu:

My da,

[ sin™x cos

J R(sin x, cos z) dz,
fR(a:, < aw+b>d$,

cx+d




[ R(z,Vaz? + bz + c)dz

2. Je-li a < 0, ma smysl uvazovat pouze pripad, kdy a1, as € R
(jinak az? + bz + ¢ < 0 v R). Pfredpokladejme, ze a1 < as.
Pak pro kazdé x € (a1, as) (a jina nas nemohou zajimat) plati

\/a$2+b$+cz \/a(a:—ozl)(g:—az) —

= V()@= m)as —2) = /(=0 (= an) 4| 2,

a proto pocitany integral Ize psat ve tvaru

IR (;U, V—a(z —a1), /527 ) da;

a integraly tohoto druhu uz pocitat umime - volime substituci

oa2—T

Tr—o

Cviceni. Prepocitejte vySe popsanou metodou, Ze

dx _ r+3 2vV1—x
| st e=s = 2arctg \ /1 + == V(=3 1).

11. Integrace
nékterych
specialnich
funkci.

Integraly

7 racionalnich
funkci.
Integraly typu:

m

[ sin"x cos™z dz,

J R(sin x, cos z) dz,
fR(a:, < am+b>da},

cx+d

JR(=x, 'aa:2—{— ..o)da.
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