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Primitivni funkce.

Definice. Rekneme, Ze funkce F : R — R je primitivni funkei | o = rmitivad

k funkci f : R — R na otevienem intervalu I C R, plati-li (neurcity
integral).

funkc. :
Priklad. Funkce F(z) := sin x je primitivni funkci k funkci Neurcity

o integral.
f(:l)) ;= cosz na R. Integracni

metody:

- "rozklad”,

- per partes,

- 1. subst. met.,
- 2. subst. met.,

Véta 10.1. (o existenci primitivni funkce).
Je-li funkce f : R — R spojita na otevieném intervalu I C R,
ma v I primitivni funkci.

Pozor! Spojitost je postacujici, ale ne nutnou podminkou
existence primitivni funkce.



Veéta 10.2. Je-li funkce F primitivni funkci k funkci f na otevie-
ném intervalu I C R, tvori funkce G. : R — R definované predpisy

G.(z) = F(x) + c,

kde ¢ € R, prave vSechny primitivni funkce k funkci f naintervalu I.

Dukaz. Uvédomme si, Ze mame vlastné dokazat tato dvé tvrzeni:
1. pro kazde c € R je funkce G primitivni funkci k f na I;
2. je-li funkce G primitivni funkci k f na I, existuje ¢ € R takove, ze

G(z)

Dukaz tvrzeni 1. je velmi snadny. Staci si uvedomit, ze pro kazde
r e I plati: (G.(x)) = (F(x)+c¢) =F(x)+c = f(x) +0= f(x).

Dukaz tvrzeni 2. Uvazujme funkci G — F. Z predpokladu plyne, Ze
prokazdé zr € I je (G— F) (x) =G'(z) — F'(x) = f(x) — f(z) =0,
a proto je funkce G — F konstantni v I (viz vétu 8.1.). To znamena,
Ze existuje ¢ € R takové, ze (G — F)(z) = G(z) — F(x) = c pro
kazde x € I.

F(x)+ cpro kazdé = € 1.
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Primitivni funkce = neur City integral.

Oznaceni. Je-li funkce F primitivni funkci k funkci f, piSeme
10. Primitivni
F(z)= [ f(z)dz funkce

, oo , (neurcity
a mluvime o neurcitem integralu funkce f. integral).
5 Primitivni
Poznamky. funkce.
_ o . . o i o i i Neurcity
= Tento — z historickych duvodu uzivany — zapis neni zcela korektni. | Rzl
VsSimli jsme si jiz, ze primitivni funkce F' je funkci f urCena Intiggaém’
jednoznacné aZ na aditivni konstantu. Jak tedy chapat rovnosti: it .
[cosxdr =sinz, [coszdr =sinz + 2005, ... ? - per partes,
. L - 1. subst. met.,
= Domluvme se, Zze symbol [ f(z)dxz znamena nékterou - 2. subst. met.,

z primitivnich funkci k funkci f (kazdou dalSi bychom dostali
prictenim vhodné konstanty).

Rovnosti [ f(z) dx = G(x) rozuméjme tak, Ze existuje primitivni
funkce F k funkci f takova, ze pro kazdé x € DF je F(x) = G(x).
= Mluvime-Ili — nepfiliS presne — o primitivni funkci (pripadne
0 neurcitém integralu), vzdy mame soucCasneé na mysli i ngjaky
otevrieny interval — viz definici primitivni funkce.




Veéta 10.3. Na kazdém otevieném intervalu, ktery je ¢asti 10. Primitivog

definicniho oboru pfislusné integrované funkce, plati: funkce
(neurcity
» [kdx =kx (ke€R), integral).
Primitivni
n _ xntl ) funkce.
i e
integral.
1
. f z dz = In|z|, Integracni
. metody:
» [sinzdz = —cosuz, - "rozklad”,
- per partes,
= [cosxzdr =sinuz, _ 1. subst. met.,

- 2. subst. met.,

1 _
. fcostdx_tg L

» [ dzr = —cotg =,

sin“ x

= | 1+1w2 dz = arctg =,

1

m fmda::arcsma:,
fexdxze"”.




Metody vypo Ctu primitivnich funkci.

Véta 10.4. (o linearité neurcitého integralu). 1), P

Necht «, 5 € R a necht funkce f a g jsou spojité na otevie- Lunlsee
o , (neurcity
ném intervalu I C R. Pak v I plati: e —

Bttt

J (af(z) + Bg(x)) dz = o [ f(z) dz + B [ g(z) dz. e,
Neurcity
— integral.

Priklady. Integracni
3 metody:

= | Vo= \6/\/_2_5+x2 de = [ (az%_% _ 2376 4+ LCQ_%) dz = _ "rozklad?,

- per partes,
- 1. subst. met.,
- 2. subst. met.,

1 3 11 % % T

= [zsdx— [z2de+ [z de =25 — & + &7 =
3 2 6

SVat — 2vVad + 2V (vRY).

lftg2xdx:fsmxda;— 1C°S"’3d:1;—f( — —1)dz =

cos?

=[——dz— [ldz=tgz—=
(vkazdéem (-5 + km, 5 + k), kde k € Z).




Problém 23.
Vypoctéte (na R!) [ v(x)dz, je-li

(0, z € (—00,2),
x—2, € (2,4),
2, x € (4,6),

14 —2x, x € (6,7),
0, x € (7,8),

e —1, z € (8,+00).
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Véta 10.5. (integrace per partes).
Necht funkce v a v maji v otevieném intervalu I C R spojité

prvni derivace. Potom v I plati:

[u(x)v (z)de = u(z)v(z) — [/ (x)v(z) de.
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Priklady.

» [zsinxdr = —zcosz+ [coszdr = —zcosx +sinz (Vv R).
u=2x, v =sinx
u' =1, v=—cosx

= [Inzdr= [l lnezdz=zlnz— [zidz =ohz—z (VR").
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[e*sinzdr =e*sinz — [e* coszdr =

. / /
u=-sinz, v =e” u = cos x, v =e"

_ _ xX /! . _ xX
u = COoOSx, v = ¢€ u —Ssinx, v =e¢€

e’ sinz — (e cosz — [ e*(—sinx)dz)

e’ sinx — e® cosx— [ e® sinx dx, a proto

e’(sinz —cosz) (VR).

1
2

[e*sinzdr =

= Odvod'me rekurentni vzorec pro vypocet integralu
f(1+ .oy, kden € N.

dz

0 I(z) = | 115 = arctg =,
. T z241-1
=1 e = ey 20 g =
= ey~ T 2nin () — 2nl, 1 (x).
Odtud snadno spogitame: I, 11(z) = gy + =

—17,(z) (VR).
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Necht

z € (a,b) je p(z) € (o, ),
= funkce f je spojita v intervalu («, 3).

Uziti prvni substitucni metody budeme formalné zapisovat takto:

Véta 10.6. (prvni substituéni metoda).

= funkce ¢ ma v intervalu (a, b) konecnou derivaci a pro kazdé

Bud' F' libovolna primitivni funkce k funkci f na intervalu (o, 3).
Potom v (a, b) plati:

J fle(z)) ¢ (x) dz

J fle(x) ¢'(x)dz = [ f(t)dt = F(t)
(@) =
gp’(ﬁ;) de =dt

= F(p(x)).
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10. Primitivni

Pfiklady funkce
_ CcoS X L 1 L . . (neuréity
= [cotg xdr = [Ldxr = [ ;dt =In[t| = In|sinz] integral).
sin g — ¢ Primitivni
funkce.
cosxdr = dt Neurcity
v kazdém (km, 7 + kr), kde k € .| ~ imteeral.
Integracni
metody:
- T p = 2x dr = [9L — /t = /22 — 1 - "rozklad”,
f vVaz—1 d f 2Vz2—1 21/t \[ - per partes,

z? —1=t - 1. subst. met.,

2¢cdx = dt

- 2. subst. met.,

V (—oo,—1) iV (1,+00).

e = [1dt — 1inj¢ = Lin |3z + 2007]

3x + 2007 =t
3dx = dt
_ 1




Véta 10.7. (druha substituéni metoda). F0. Primitivag
Necht (neurcity
- _ integral).
= funkce ¢ zobrazuje interval («, 8) na interval (a,b) a necht ¢ R —
3 T i i funkce.
mav (o, @) spo!.ltou &.1 nenulovou derivaci, Newrsity
= funkce f je spojita v intervalu (a,b). integral.
_ ; . _ _ Integracni
Bud' F' libovolna primitivni funkce k funkci (f o ¢) ¢’ na intervalu metody:
_ m v lati: - "rozklad”,
(o, 8). Poto (a,b) plat " or partos.
_ —1 - 1. subst. met.,
J f@)dz = Fle™ (@),

Uziti druhé substitucni metody budeme formalné zapisovat takto:

J f@)de = [ f(e(t) ¢'(t)dt = F(t) = F(e™ (2)).
x = ©(t)
dx = g;’p(t) dt




Priklady. Bud a € RT.
10. Primitivni
a dt _ t c _ S funkce
—~ 55 — — = arcsint = arcsin - (neurcity
= at i;ltegral).
rimitivni
de = adi Vv (—a,, CL). funkce.
Neurcity
integral.
(Va2 =22dz = [Va2 —a?sin®t-acostdt = a® [ |cost|costdt = | Integratnt
metody:
T = asint - "rozklad”,
dr = acost dt t = arcsin £ - per partes,

- 1. subst. met.,

x € (—a,a), t € (—m/2,7/2)
:anCOSQtdt:anMdt:azfldt%—cﬂf%dt:

a’t+ 281n(2t) t+—smt\/1—sm t =

2 2
_a in % 42 g T Cain? N
= % arcsin 7 + % sin(arcsin a)\/ 1 — sin“(arcsin %) =

2 . 2
— L arcsin £ + & £4/1 — —2:7arcsm -+ 35Vva

2 a 2 a

V(—a,a).
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