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Véta o supremu
Ciselné mnoziny
_ N,
V4 7 N /7 )4 T Z,

1. Realna Cisla. V eta o supremu. _Q
~ R,
— R*
Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.
Omezené
mnoziny.
Véta o supremu.




Ciselné mnoziny. {}éizeglgfpisgﬁ

Ciselné mnoziny

N ={1, 2, 3, 4, 5, ... } ... mnozina vSech pfirozenych Cisel.

- 5 : . , . Maximum.
Véta 1.1. (princip matematické indukce). Minimum.
’ : . . ) Supremum.
Bud M C N takova mnozina, ze plati: Infimum.
. Omezené
(Z) 1e M, mnoziny.
(’LZ) VneM: n+1e M. Véta o supremu.
Pak
M = N.




Dukaz matematickou indukci.

Priklad. Dokazte, ze 1. Redlnd cisla.

Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny
_ N,

1
Vn € N : 1—|—2—|—3—|—---—|—n=§n(n—|—1).

A
o Q7
= -~ ’, . . - R’
Reseni. Oznatme M mnozinu vSech pfirozenych Cisel &, ~ R*.
pronézplatil+2+3+---+k=3k(k+1),t. AL,
Minimum.
L i 1 Supremum.
M:={keN: 1+2+..+k= 2 k(k+1)}. Infimam,
Mame dokéazat, e M = N. I?lﬁloezzlff;e
Diky Vété 1.1. staCi ukazat, ze plati predpoklady (7) Véta o supremu.

a (ii).
Predpoklad (i) zfejmé plati, nebot 1 = % -1-(1+1).
Zbyva dokazat (ii).



(i) neM:={keN: 1+2+..+k=1k(k+1)} = n+1eM.

Predpokladejme, ze n € M, tj. ze 1. Reélna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny
~ N,

14+2+..+n=12n(n+1).

Mame ukazat, ze potom n + 1 € M, tzn. ze ~ 7
o Q)
142+...4+n+(n+1) = 2 (n+1) (n+1+1). R,
— R*.
1 Maximum.
(14+2+..+n)+(n+l)==nn+1)+(n+1) = Minimum.
N ~ < 2 Supremum.
= 1 n(n+1) Infimum.
Omezené

mnoziny.
Véta o supremu.

— (n+1) (%n—k 1) = (1) 5 (n+2) = S (n+ 1) (n+1+1).



VneN: 1+424+3+---+n=1in(n+1).

A ted to ukazme jinak — bez matematické indukce. 1. Reéln4 &isla.
Bud n € N dano. Pak Véta o supremu.

Ciselné mnoziny
~ N,

2(1424+3+---4+n) = :é,
R,
— R*.
- L+ 2 T L 00 T s Maximum.

+tn+n-1)+n-2)+...+1 =n(n-+1). Minimum.

Supremum.

Infimum.

] Omezené
mnoziny.
Véta o supremu.




1. Redlna cisla.
Problém 1. Vyjadrete dané ¢islo ¢ € N jako sou- VSl @ SlpEIL.

Cet prirozenych Cisel tak, aby soucin teéchto Cisel byl
maximalni. — 7,

o Q7
~ R,
(1-2 body) | _gx
Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.
Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.




7, = {, — S =2, L @il 3, 8 } — UN{n’ —n, ()} 1. Redlna cisla.
ne

Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny
... mnozina vSech celych Cisel. — N,

Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.

Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.




Q={L:pqg€Z N q#0}

... mnozina vsech racionalnich cisel.

Existuje rada Gvah ukazujicich jistou neuplnost
racionalnich Cisel, a to presto, Ze racionalni Cisla jsou na
Ciselné ose rozlozena velmi huste:

mezi kazdymi dvémi — jakkoliv blizkymi — rGznymi
racionalnimi Cisly jich lezi porad nekonecné mnoho.

Napriklad plati:
(i) (Ve>0)Tp1,p2€Q): 2—e<p? <2< p2<2+e,

(i1) neexistuje Zadné racionalni ¢islo p, pro néz p? = 2.

Dokazme alespon druhé z téchto tvrzeni.

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny
— N,

~ 7,

— R,

— R*
Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.
Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.



peEQ = p*#£2.

Dukaz. Predpokladejme sporem, Ze existuje racionalni
Cislo p takove, Ze

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

2 ~
p° = 2. Ciselné mnoziny
_ N,
Protoze p € Q, existuji cela nesoud&lna Gisla m,n (£ 0)
takova, ze °R,
p= 2, - R*.
n Maximum.

Predpokladame tedy existenci dvou celych nesoudélnych g“mlmum-
upremuim.

cisel m,n (£ 0), pro néz je Infimum.
Omezené
m2 mnoziny.

— = 2. Véta o supremu.

n2
Odtud plyne, Ze m? = 2n?, atudiz m je sudé. Existuje proto
k € 7 takové, ze m = 2k. Dosadime-li tento vztah do rovnosti
m? = 2n?, dostaneme 4k° = 2n?, odkud plyne, Ze n? = 2k?,
aprotoi njesudé. Atoje spors nesoudelnosti Cisel m a n.



R ... mnozina vSech realnych Cisel.

Pripomenme, ze v R (ale i v N, Z, Q) mame definovanou radu
operaci: +, —, -, 3, || .

DalSi podstatnou vlastnosti realnych Cisel je jejich

usporadani:

= pro kazda dve realna Cisla x a y plati prave jedna
Z MOZNOosti:

U xr <y,
U x:y,
U x>y,

= pro kazda tfi realna Cisla z, y a z plati:

(r<yANy<z)=(x<z).

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny

Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.
Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.



Zaved'me jeSté nasledujici pojmy a oznaceni:

Rt ={zeR:xz >0}

... mnozina vSech kladnych realnych Cisel,

RT={xeR:z <0}

... mnozina vSech zapornych realnych Cisel,

R\Q ... mnozina vSech iracionalnich Cisel.

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny

Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.

Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.




Problém 2. Dokazte implikaci:

ai, as, ..., a, € R, \

ai +a3+---+ap =1,

= a?—l—ag+~-—|—afb = 1.

al+as+---+a> =1, |

(1 bod)

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny

Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.

Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.




Dostaneme tak mnozinu
1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

R* = RU {400, —0} ... rozSifena Ciselna osa.

Ciselné mnoziny
_ N,

~ 7,

T Q)

~ R,

Maximum.
Minimum.
Supremum.

4 Infimum.
Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.

RozsSifrme usporadani z R na R*:

VeeR: —c0o <z N z < 400,

O —o0o < +00.



NCZCQCRCR*=R U {+00,—0}.

RozSifme z R na R* i definice operaci: +, —, -, :, |]|. 1. Redlna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny
ozn

Ve > —o00: x4+ (+00) = + 00 =400+ z = 400, - N,
~ 7,
Vi < 400: 2+ (—00) = 2 —00=—00+4 = —00, - Q,
T - (—OO) = —00- T = —O00Q, Maximum.
Minimum.
Vee R™ U {—OO} A (—I—OO) = 400 - T = —00Q, Supremum.
r (~00) = —00 @ = +ox, i,
T T mnoziny.
v € I 100 —© 0, Véta o supremu.
| — oo = | 4+ 00| = +o0.
Pozor! Neni definovano:
+
+00 — 00, —00 + 00, 0+ (F00), %, % (x € R").




Jiz ze stredni Skoly jsme zvykKli pracovat s rozlicnymi
podmnozinami R. Vezmeme si ku prikladu intervaly

(—1,1)a(-1,1)

a vSimneme si Cisla 1, které v obou z nich hraje roli pravého
okraje: zadné Cislo lezici na Ciselné ose vpravo od ngj nelezi
aniv (—1,1) aniv (—1,1). Tuto vlastnost ( za chvili: byti
hornim odhadem) ma kazdé z Cisel mnoziny

(1,400) U {+00}.

Cislo 1 je z nich v8ak nejlepsi, nebot nejmensi. Skuteénost,
Ze v prvnim pripade je Cislo 1 prvkem daného intervalu

a v druhém ne, je podstatou rozdilu mezi pojmy maximum
a supremum, které nam (spolu s dalSimi nize definovanymi
pojmy) poslouzi pfi odhadech Cisel lezicich i v mnohem

N - N =Ny /S

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny
— N,

~ 7,

T Q)

~ R,

Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.
Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.



Horni odhad a maximum mnoziny.

Definice. Bud M c R*. Kazdé Cislo k € R* takové,
ze

Vee M: xz <k,
nazyvame hornim odhadem mnoziny M.

Existuje-li horni odhad mnoziny M, ktery je prvkem
mnoziny M, nazyvame jej maximem mnoziny M a zna-
cime max M.

Tvrzeni. Necht M c R* am € R*. Pak

m = max M < [mEM/\V:UEM: :zzgm].

‘ m je nejvetSim prvkem mnoziny M. I

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny

~ R*
Maximum.
Minimum.
Supremum.

Infimum.
Omezené
mnoziny.
Véta o supremu.



Dolni odhad a minimum mnoziny.

Definice. Bud M c R*. Kazdé ¢islo [ € R* takové, Ze Vagealng cisla.
eta o supremu.

Vee M: x>, Ciselné mnoziny

nazyvame dolnim odhadem mnoziny M.

Existuje-li doIni odhad mnoziny M, ktery je prvkem — R*.

mnoziny M, nazyvame jej minimem mnoziny M a zna- Maximum.
v’ . Minimum.
cime min M.

Supremum.

Infimum.
Omezené
mnoziny.

Tvrzeni. Necht M c R* an € R*. Pak Véta o supremu.

n=minM & [nEM/\Va:EM: xZn]

‘ n je nejmensim prvkem mnoziny M. I




Definice. Bud M c R*. Cislo s € R*, pro néZ plati:
(i) Vee M: z <s
(tzn. ze s je hornim odhadem M),
(i) VEeR* k<s)(dxeM): x>k

(tzn. ze zadné Cislo mensSi nez s neni hornim
odhadem M),

nazyvame supremem mnoziny M. PiSeme s = sup M.

Jinak receno:

‘ sup M je nejmensim hornim odhadem mnoziny M. I

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny

Maximum.
Minimum.

Supremum.

Infimum.
Omezené
mnoziny.
Véta o supremu.



d ' % [ . * M~ 1. Reélné éfsla.
Deﬁnlce. Bud M C R*. Cislo i € R*, pro néz Vta o supromm.
platl: Ciselné mnoziny

. . o Na
(i) Vee M : xz>1 7
(tzn. ze 1 je dolnim odhadem M), - %,
(ii) (VIeR*, [ >d)(FTxe M): z<I ~ R*
v v , s v . . , , Maximum.
(tzn. ze zadne Cislo vetsi nez ¢ neni dolnim Minimum.
odhadem M), Supremum.
nazyvame infimem mnoziny M. PiSeme ¢ = inf M. Uimnezene
mnoziny.

Véta o supremu.

Jinak receno:

‘ inf M je nejvetSim dolnim odhadem mnoziny M. I




Priklady.

1. Realna cisla.

m N = (_1’ 1> Véta o supremu.
... min M neexistuje, inf M = —1, max M = sup M = 1; Ci&emé mnoziny
s A/ — R 7.
... min M ani max M neexistuji, inf M = 0, sup M = +oc; :%’
u M = @ — R*
... min M ani max M neexistuji, inf M = +oo, sup M = —o0; ﬁf"‘x.lm“m
1nimaurn.
1. Supremum.
. M_{ n nEN} Infimum.

... min M = inf M = —1, max M neexistuje, sup M = 0.

Omezené
mnoziny.

Véta o supremu.

Definice. MnoZinu M c R* nazveme

= shora omezenou, je-li sup M < +o0,

= zdola omezenou, je-li inf M > —oo,

= omezenou, je-li soucasneé shora i zdola omezena,

= neomezenou, neni-li omezena.




Véta 1.2. (o supremu). Kazda podmnozina R*
ma prave jedno supremum.

Dusledek. Kazda podmnoZina R* ma praveé jedno in-
filmum.

Cviceni.

= Promyslete si, jaky je vztah mezi Cisly max M a sup M
(resp. min M a inf M).

= Zjistéte, jaky je vztah mezi Cisly sup M a inf(—M ), kde
—M :={—x: x € M}, apresvedcte se, ze existence
infima je skutecné disledkem véty o supremul.

= UrCete sup M a inf M (v pripadé existence i max M
a min M), je-li:
0 M={zeR: sinl =1}
0 M={zeR: z2+3z—6>0}.

= Dokazte tvrzeni:
M je omezena mnozina < 3k € RT : M C (—k, k).

1. Realna cisla.
Veéta o supremu.

Ciselné mnoziny

Maximum.
Minimum.
Supremum.
Infimum.

Omezené
mnoziny.

Véta o supremu




1. Realna cisla.

Problém 3. Dokazte implikaci: Véta o supremu.
Ciselné mnoziny

a,b,CER, _Na
1 1 1 1 = [cH—b:O\/cH—c:O\/b%—c:O}. _Q,

a b+C:a+b+c’ - R,

Maximum.
Minimum.

(]_ b()d) Supremum.

Infimum.
Omezené
mnoziny.

Véta o supremu
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