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terminanty

nduktivni definice determinantu

Determinant a ,,antisymetrické formy

ypocet hodnoty determinantu

Determinant soucinu matic

R0ozvoj determinantu podle prvku libovolného rfadku
Adjungovana a inverzni matice

Determinant transponované matice

Determinant jako funkce sloupct

ramerovy vzorce pro reseni soustav
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Induktivni definice determinantu

e resit soustavu

|
S
|

a1y + Q12%9
911 + Qg2 = by
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Induktivni definice determinantu

e resit soustavu

a1y + Q12%9 b1
911 + Qg2 = by

‘ami, které nepouzivaji déleni, dostaneme

bl aii a12

a12 —
b2 a9ool't — Q1219 a11Q29 — Q120491 0

a9

by
b1a22 — 1209
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Induktivni definice determinantu

e resit soustavu

a1y + Q12%9 b1
911 + Qg2 = by

‘ami, které nepouzivaji déleni, dostaneme

a12 bl — aii a12 bl
a9 b2 a9ool't — Q1219 a11Q29 — Q120491 0 51@22 — CL1252

ai12 bl — aii ai12 bl
a29 52 a11Yo — Ao111 0  aj1a909 — a12a9; a1152—51a21

R Determinantv — n. 3/25



Induktivni definice determinantu

e resit soustavu

a1y + Q12%9 b1
911 + Qg2 = by

‘ami, které nepouzivaji déleni, dostaneme

a12 bl — aii a12 bl

Qg2 | b2 | Q2211 — d12l2 | Q11022 — 12021 0 | biaga — aizbs ]
ai12 bl — aii ai12 bl

a29 52 a11Yo — Ao111 0  aj1a909 — a12a9; CL1152 — bla21

Pro ai1a99 — G12a91 7 0 dostaneme

b1a22 — (llzbz a1152 — b1a21
aj]. — ; xz _
11029 — A120421

a11Q29 — Q1204921
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Induktivni definice determinantu

s1 vSimneéme, ze Citatele 1 jmenovatele lze vyjadrit pomoci

funkce matice:

a b
det[c d]

a b
. d‘—ad—bc.
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Induktivni definice determinantu

s1 vSimneéme, ze Citatele 1 jmenovatele lze vyjadrit pomoci

funkce matice:
a b
det [ o d ] —

i soustavy lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru

a b
c d

‘:ad—bc.

bl ai12 a1 bl
b2 a99 a1 bz
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Induktivni definice determinantu

s1 vSimneéme, ze Citatele 1 jmenovatele lze vyjadrit pomoci
funkce matice:

a b
det[c d]:

i soustavy lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru

a b
c d

‘:ad—bc.

bl ai12 a1 bl
b2 a99 a1 bz
ai; a2

d = 11A922 — Q120921 =
ag1 A22
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Induktivni definice determinantu

s1 vSimneéme, ze Citatele 1 jmenovatele lze vyjadrit pomoci

funkce matice:
a b
det [ o d ] =

i soustavy lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru

a b
c d

‘:ad—bc.

bl ai12 a1 bl
b2 a99 a1 b2
ai; a2
d = 11A922 — Q120921 =
ag1 A22

zorce se daji zobecnit na reseni soustav n rovnic o n
mych.
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Induktivni definice determinantu

INICE 1
kazdou Ctvercovou matici A = [aij], necht MEA}

i matici, ktera vznikne vyskrtnutim jejiho 2-t€ho
u a 7-t€ho sloupce. Matice M;f‘;- S€ nazyva minor ma-
A prislusny k dvojici indext (3, 7).
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Induktivni definice determinantu

INICE 1
kazdou Ctvercovou matici A = [aij], necht MEA}

i matici, ktera vznikne vyskrtnutim jejiho 2-t€ho
u a 7-t€ho sloupce. Matice M;f‘;- S€ nazyva minor ma-
A prislusny k dvojici indext (3, 7).

LAD 1

1 2 3] -
A=|456]|, M=
78 9 I /
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Induktivni definice determinantu

NICE 2
t A = [a;;] je étvercova matice fadu n s redlnymi nebo kom-
imi prvky. Determinant matice A je Cislo, které znaCime det A

|A | a vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:
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Induktivni definice determinantu

NICE 2
t A = [a;;] je étvercova matice fadu n s redlnymi nebo kom-
imi prvky. Determinant matice A je Cislo, které znaCime det A

|A | a vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:

e-lin = 1, pak det A = det [&11] = a11.-
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Induktivni definice determinantu

NICE 2

t A = [a;;] je étvercova matice fadu n s redlnymi nebo kom-
imi prvky. Determinant matice A je Cislo, které znaCime det A
|A | a vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:

e-lin = 1, pak det A = det [&11] = a11.-

Pfedpokladeyme, ze n > 1 a Ze umime urcit determinant libo-

volné Ctvercové matice radu n — 1. Pak
detA—aH ‘M ‘ —&12|M ‘—|—CL13|M13 — ...
.. _|_(_1)n—|—1a1n ‘Mﬁz
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Induktivni definice determinantu

NICE 2

t A = [a;;] je étvercova matice fadu n s redlnymi nebo kom-
imi prvky. Determinant matice A je Cislo, které znaCime det A
|A | a vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:

e-lin = 1, pak det A = det [&11] = a11.-

Pfedpokladeyme, ze n > 1 a Ze umime urcit determinant libo-

volné Ctvercové matice radu n — 1. Pak
detA—a,_u ‘M ‘—alg‘M ‘—|—CL13‘M13 — ...
. _|_(_1)n—|—1a1n ‘Mﬁz

1inant matice je tedy funkce prvkii matice, ktera je definovana explicitné
1 apron > 1 je definovana pomoci pravidla, které definuje determinant

rfadu n pomoci determinantt fadu n — 1.
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Induktivni definice determinantu

LAD 2
2 3
—1 2 1 2 1 -1
B :1‘ 2 1‘_2‘—1 1‘+3‘—1 2‘:

(=111 = 2)2|) = 2 (1[1] = 2[ = 1) + 3 (L[2] = (=1)[ = 1]) =
(=5)—2-3+3-1= -8,
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Induktivni definice determinantu

LAD 2

2 3
1 2 12 1 -1
B _1‘ 2 1‘_2‘—1 1‘+3‘—1 2‘:

(—=11] = 2[2|) = 2 (11| = 2[ = 1[) + 3 (1|2] — (=1)| = 1]) =
(=5)—2-34+3-1=-8.
LAD 3

0 ... 0 loo 0 ... O
l22 c . 0 l32 l33 .. 0

. . . :lll : . . . — :llllnn
ln2 lnn ln2 ln3 lnn

specialné plyne det I = 1.
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Induktivni definice determinantu

jme algebraicky doplnék matice A prislusny k dvojici indexi
bredpisem
_ i+5 | NAA
Ay = (1) Mz

iJ

c D2 lze pak prepsat ve tvaru

det A = a;1A11 + - + a1 Aqn.
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Induktivni definice determinantu

jme algebraicky doplnék matice A prislusny k dvojici indexi
bredpisem

_ i+5 | NAA
Ay = (=) M

iJ

c D2 lze pak prepsat ve tvaru

det A = a;1A11 + - + a1 Aqn.

1inant matice n-t€ho radu pocitany podle pravidla D2 vyzaduje vycCisleni

n soucint ¢isel a determinantti matic fddu n — 1. PouZzijeme-li pravidlo D2
rminanty fadu n — 1, dostaneme, Ze vycisleni determinantu matice n-tého
zaduje vycisleni souctu n(n — 1) soucint dvou ¢isel a determinantd fadu
Opakovanim tohoto postupu zjistime, zZe vycisleni determinantu matice

radu vyzaduje n! s¢itancii tvofenych souciny n Cisel, tj. celkem (n — 1)n!
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Induktivni definice determinantu

jme algebraicky doplnék matice A prislusny k dvojici indexi
bredpisem

_ i+5 | NAA
Ay = (=) M

iJ

c D2 lze pak prepsat ve tvaru

det A = a;1A11 + - + a1 Aqn.

1inant matice n-t€ho radu pocitany podle pravidla D2 vyzaduje vycCisleni

n soucint ¢isel a determinantti matic fddu n — 1. PouZzijeme-li pravidlo D2
rminanty fadu n — 1, dostaneme, Ze vycisleni determinantu matice n-tého
zaduje vycisleni souctu n(n — 1) soucint dvou ¢isel a determinantd fadu
Opakovanim tohoto postupu zjistime, zZe vycisleni determinantu matice

radu vyzaduje n! s¢itancii tvofenych souciny n Cisel, tj. celkem (n — 1)n!

ji efektivnéjsi postupy vypoctu determinantil.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

1 Necht A = [a;;] a B = [b;;] jsou Etvercové matice,

N /

i nanejvys v prvnim fadku, a « je libovolny skalar. Pak

A A B
8% ief ry + 13

= adet A, = det A + det B.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

1 Necht A = [a;;] a B = [b;;] jsou Etvercové matice,

N /

i nanejvys v prvnim fadku, a « je libovolny skalar. Pak
A A, B
il — adet A, 1 :rl = det A + det B.

aal1 ce AA1n

a1 500 Aon
= . ) X = aa11A1 + -+ @a1,A 1, = adet A

an]_ o o o ann
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N /

A
VT

= adet A,

aal1 ce AA1n
a1 S aogn,

an]_ o o o ann

Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

1 Necht A = [a;;] a B = [b;;] jsou Etvercové matice,
i nanejvys v prvnim fadku, a « je libovolny skalar. Pak

A B
T :rl = det A + det B.

= aa11A1 + -+ @a1,A 1, = adet A

A1n + bln
aan

a’I’L’I’L

= (@11 +b11)A11 + - + (@1 + bin) A, =
= (a1 A1+ -+ aipAin) + (b11A + - +binAqy) = det A 4 det B.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 2 Necht A=[a;;] je ¢tvercovd matice fadu n > 2. Pak

det A =

A
L
rs

>k

A
2
I

>k
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 2 Necht A=[a;;] je ¢tvercovd matice fadu n > 2. Pak

rA ré
det A = r‘;‘ = — r‘f‘
% %
\Z: Pro n = 2 plati
A
L ‘ air a2 | _
‘QA‘ 21 Q22
A
_ _ _ Iy
— 7110922 — A120921 = —(&21Cl12 — CL22CL11) — — I.A
1
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 2 Necht A=[a;;] je ¢tvercovd matice fadu n > 2. Pak

rA ré
det A = r‘;‘ = — r‘f‘
% %
\Z: Pro n = 2 plati
A
L ‘ ain a2 | _
‘QA‘ 21 Q22
A
_ _ _ Iy
— 7110922 — A120921 = —(@21Cl12 — a22a11) — — I.A
1

VVVVVV

i v D2 a vhodnou tpravou. Uplny diikaz je viak
likovany.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 1
t A = [a;] je Ctvercova matice fadu n > 2 a necht B = [b;,]

atice, kterd vznikla z matice A vzdjemnou vyménou i-t€ho a
0 radku. Pak

* *
rd | g rf‘ (

det A = | * — —| % = —det B.
rit | rit | J
* *
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 1
t A = [a;] je Ctvercova matice fadu n > 2 a necht B = [b;,]

atice, kterd vznikla z matice A vzdjemnou vyménou i-t€ho a
0 radku. Pak

* *
rd | g rf‘ (

det A = | * — —| % = —det B.
rit | g r | J
* *

\7: Dukaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuZitim

a 2. Viz literatura.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

\ 2

t A a B jsou ¢tvercové matice, které maji stejné Fadky
mkou £-tého. Pak pro libovolné « plati

*

A
arsy,

k

= adet A,

k

*

A B

I +rk
*

= det A + det B.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 2
t A a B jsou ¢tvercové matice, které maji stejné Fadky
mkou £-tého. Pak pro libovolné « plati

% X
ar? | =adetA, k| r2+rP |=detA + detB.
% %

\7: Dukaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuZzitim

a l a Véty 1. Viz literatura.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

A 2
t A a B jsou ¢tvercové matice, které maji stejné Fadky
mkou £-tého. Pak pro libovolné « plati

% X
ar? | =adetA, k| r2+rP |=detA + detB.
% %

\7: Dukaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuZzitim

a l a Véty 1. Viz literatura.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

EDEK:

* A je libovolna Ctvercova matice:
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

EDEK:

* A je libovolna Ctvercova matice:

a-11 A dva stejné radky, pak det A = 0.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

EDEK:

* A je libovolna Ctvercova matice:
a-11 A dva stejné radky, pak det A = 0.
a-11 A nulovy radek, pak det A = 0.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

EDEK:

* A je libovolna Ctvercova matice:
a-11 A dva stejné radky, pak det A = 0.
a-11 A nulovy radek, pak det A = 0.

e-li B Ctvercova matice, ktera ma stejné radky jako A

s vyjimkou k-tého, a
ry =1y +ar), k#L

vak det A = det B.
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Determinant a ,,antisymetrické formy ¢

EDEK:

* A je libovolna Ctvercova matice:
a-11 A dva stejné radky, pak det A = 0.
a-11 A nulovy radek, pak det A = 0.

e-li B Ctvercova matice, ktera ma stejné radky jako A

s vyjimkou k-tého, a
ry =1y +ar), k#L

vak det A = det B.

sou-li fadky A linearné zavislé, pak det A = 0.
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) Vypocet hodnoty determinantu

>ntarni radkové upravy ovliviiuji velmi jednoduse hodnotu

ninantu.
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) Vypocet hodnoty determinantu

>ntarni radkové upravy ovliviiuji velmi jednoduse hodnotu

ninantu.

zajemna vyména dvou fadku zméni znaménko determinantu
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) Vypocet hodnoty determinantu

>ntarni radkové upravy ovliviiuji velmi jednoduse hodnotu

ninantu.
zajemna vyména dvou fadku zméni znaménko determinantu

ynasobeni radku skaldarem vynasobi timto skalarem

determinant
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) Vypocet hodnoty determinantu

>ntarni fadkové upravy ovlivinuji velmi jednodusSe hodnotu

ninantu.
zajemna vyména dvou fadku zméni znaménko determinantu

ynasobeni radku skaldarem vynasobi timto skalarem

determinant

Pricteni nasobku nekterého radku k jinému hodnotu

Jeterminantu nezmeéni
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) Vypocet hodnoty determinantu

>ntarni fadkové upravy ovlivinuji velmi jednodusSe hodnotu

ninantu.
zajemna vyména dvou fadku zméni znaménko determinantu

ynasobeni radku skaldarem vynasobi timto skalarem

determinant

Pricteni nasobku nekterého radku k jinému hodnotu

Jeterminantu nezmeéni
ntarni fadkové dpravy matice proto mizeme vyuZzit k prevodu
e na specialni tvar vhodny pro vypocet determinantu. Pro nas

rozatim dolni trojuhelnikova matice, jejiz determinant je podle

du 3 roven soucinu diagonalnich prvki.
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) Vypocet hodnoty determinantu

LAD 4

) 1| 1y 6 3 0 6 3 0| —3r
) 2| 4213 =8 2 0|=2/41 0 =
—1 31 —1 31 —1
—6 0 0
=2 41 0|=2-(=6)-1-(=1)=12
3 1 —1
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LAD 4

| el

— = N

Lo OO0 O

O ==

I
WO P ihoWw

—_ O

o= O

—_O O

—_ O

— oo
|
DO
Lo O

— = QO

) Vypocet hodnoty determinantu
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Determinant soucinu matic

A 3
t A a B jsou ¢tvercové matice fddu n. Pak

det(AB) = det A - det B.
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Rozvoj determinantu podle libovolného

ku

\ 4

ze A = |a;;] je Ctvercova matice fadu n > 1, pak pro libovolny

k plati

det A = ap1Apr + -+ - + apnApn.
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ku

Rozvoj determinantu podle libovolného

\ 4

k plati
det A = ap1Apr + -+ - + apnApn.

ze A = |a;;] je Ctvercova matice fadu n > 1, pak pro libovolny

EDEK:

A = |a;;] je ¢tvercova matice fadu n > 1.
sou-li £, dva riizné indexy radki matice A, pak

ap1 Ay + -+ agp Ay, = 0.

e-11 A trojuhelnikova matice, pak det A = aq1 - - - apy.
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Adjungovana a inverzni matice

INICE 3

t A je libovolna ¢tvercova matice fadu n > 1. Pak

ngovand matice A k matici A je ¢tvercova matice

1€ho fadu definovana predpisem

~

A

All

Ay, ..

Anl 1

A |
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Adjungovana a inverzni matice

INICE 3
t A je libovolna ¢tvercova matice fadu n > 1. Pak

ngovand matice A k matici A je Ctvercova matice
1€ho fadu definovana predpisem

. _All Anl_
A_: : e E
_Aln Ann_
LAD 6 Pro matici
(3 2 1] -2 3 4]
A=1|2 0 2 je A = 8 —6 —4 |.
_3 1 —1_ I 2 3 —4_
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Adjungovana a inverzni matice

LAD 6 Pokracovani

du
N R
g (1)‘:2, A21:_‘? —}‘:_(_2_1):37
g_j|:—3—3:—a A%=—‘§§‘=&
: =4 Aw_—|§%'=—¢
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6 Adjungovana a inverzni matice

A 5
t A je ¢tvercova reguldrni matice fddun > 1. Pak det A #£ 0 a

1 ~

Al = A.
det A
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Adjungovana a inverzni matice

LAD 7 Pro matici A definovanou v Prikladu 6 dostaneme

—
8
2

3
—6
3

4
—4
—4

O WIN O

=N = =

Wl Wl W~
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Adjungovana a inverzni matice

LAD 7 Pro matici A definovanou v Prikladu 6 dostaneme

- —1 — - —

1 1 1

2 1 | -2 3 4 —g % ?

2 :E § —6 —4 — ? —? —§

1 -1 | 2 3 4] | & -3
EDEK:

e A je regularni, pravé kdyz det A =£ 0.
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Adjungovana a inverzni matice

LAD 7 Pro matici A definovanou v Prikladu 6 dostaneme

1 1 1
2 1 . -2 3 4 —g % ?
0 2 " 8§ —6 —4 ? —? —§
1 —1 2 3 -4 e e =
EDEK:

e A je regularni, pravé kdyz det A =£ 0.

\7Z..

\ singuldrni, pak ma zavislé fadky, takze podle dusledku 4 vét
vlati det A = 0. Obracené tvrzeni plyne z véty 5.
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Determinant transponované matice

A 6
f A je ¢tvercova matice. Pak det A’ = det A.
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Determinant jako funkce sloupcu

6 vyplyva, ze determinant povazovany za funkci sloupcti ma

vlastnosti jako determinant povazovany za funkci radkau.
klad determinant je antisymetrickad bilinedrni forma libovolné

e sloupcu matice.
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Determinant jako funkce sloupcu

6 vyplyva, ze determinant povazovany za funkci sloupcti ma

vlastnosti jako determinant povazovany za funkci radkau.

klad determinant je antisymetrickad bilinedrni forma libovolné
e sloupcu matice.

A 7

t A je étvercova matice fddun > 1. Pakproi = 1,...,n plati

det A = a;Aq; + - -+ + aniAg.
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Cramerovy vzorce

jeme-li vzorec pro inverzni matici k feSeni soustavy Ax = b
larni Ctvercovou matici A radu n > 1, dostaneme pro slozky x;

X VZOrce
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Cramerovy vzorce

jeme-li vzorec pro inverzni matici k feSeni soustavy Ax = b
larni Ctvercovou matici A radu n > 1, dostaneme pro slozky x;

X VZOrce
r; — [A_lb]

;= detA(Alibl S 020 T )
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Cramerovy vzorce

jeme-li vzorec pro inverzni matici k feSeni soustavy Ax = b
larni Ctvercovou matici A radu n > 1, dostaneme pro slozky x;

X VZOrce

1
.= [A7b] = A -+ Ab,).
x [ ]Z detA( 1:b1 + + )

y prislusné k prvkium z-tého sloupce neobsahuji prvky ¢-tého

e, a proto muzeme vyraz v kulaté zavorce povazovat za rozvoj
ninantu podle z-tého sloupce matice
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Cramerovy vzorce

AD 8 Pomoci Cramerovych vzorcl najdéte feSeni soustavy

3r1 + 2x9 + r3 = 0
211 + 2x3 = 0
35[31 — ro — r3 = 0
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Cramerovy vzorce

AD 8 Pomoci Cramerovych vzorcl najdéte feSeni soustavy

3r1 + 2x9 + r3 = 0
211 + 2x3 = 0
3.731 — I — Iy = 0

I: Postupné vypoéteme determinant matice soustavy

3 2 1
2 0 2
3 —1 -1

A| = = 20
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AD 8 Pomoci Cramerovych vzorcl najdéte feSeni soustavy

3r1 + 2x9 + r3 = 0
211 + 2x3 = 0
3.731 — I — Iy = 0

I: Postupné vypoéteme determinant matice soustavy

3 2 1
Al={2 0 2]=20
3 -1 -1
le Cramerovych vzorct
j 2 1 3 6 1 3 2 6
) 0 2 |=12,|]A|=|2 0 2 |=48]AB|=|2 0 0 |=-12
) —1 -1 3 0 — 3 —1 0
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Cramerovy vzorce

AD 8 Pomoci Cramerovych vzorcl najdéte feSeni soustavy

3r1 + 2x9 + r3 = 0
211 + 2x3 = 0
3.731 — I — Iy = 0

I: Postupné vypoéteme determinant matice soustavy

3 2 1
Al={2 0 2]=20

3 -1 -1
le Cramerovych vzorct
j 2 1 3 6 1 3 2 6
) 0 2 |=12,|]A|=|2 0 2 |=48]AB|=|2 0 0 |=-12
) —1 -1 3 0 — 3 —1 0

A% 3 Ay 12 |AY 3

M= qetA 5 27 detA 57 T detA 5
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