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Resené piiklady — Integralni pocet funkci jedné proménné
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68 - Prima metoda

1 2
Zadani Vypoctéte integral / (7,3/ x2 + 5 sinx — g xz) dx.

ReSeni Video Teorie: 11, 12, 13 Priklady: 157, 158, 159 @

Integrand je sloZen ze souctu tfi funkci, proto vyuzijeme vlastnosti o integraci souctu funkci (13.), dosta-

neme soucet tfi integralt:
1 2
/7\/3 x2dx + / Esinxdx — / 1 +x2dx,

ve vSech integralech je funkce ve tvaru konstanta krat funkce, vyuZijeme tedy druhé vlastnosti (14.)
a konstanty vytkneme pred integral:

3 1 ) 1
7/\/;dx+§/SIHde—2/mdx,

. . ~ . 2
funkei V/x2 si napiSeme ve tvaru mocninné funkce x3.
S vyuzitim vlastnosti jsme ziskali zdkladn{ integraly, které jiz podle vzorci (2.), (6.) a (11.) integrujeme.

Vysledek:

1 2
/(7W+§sinx—1+x2)dx:7

1 21 1
— Ecosx—Zarctanx—l—c = E\/3 x5 — Ecosx—Zarctanx—i—c.

=
wlo-n| o

Poznamky
Zdkladni integraly
1. /de =
xn—i—l
n _
2. /x dx = a1 +c
3. /exdx =e'+c
X
4. /axdx: 4 +c
Ina
5. /ldx:1n|x\+c
X
6. /sinxdx:—cosx+c
7. /cosxdx:sinx+c
8. / 12 dx =tanx + ¢
Ccos? x
9. / _12 dx = —cotx+c
sin” x
1
10. /—dx = arcsinx + ¢
vV1—x2
1
11. / T xzdx — arctanx + ¢
!
12. /f(x)dlen x)| +c
e 1= In ()
f=f(x) g=g(x)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx :k/fdx,k € R
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69 - Prima metoda

. e2x -1 4
Zadani Vypoctéte integral / ( 1 T 1 cos? x) dx

Reseni Video Teorie: 11, 12, 13 P¥iklady: 157, 158, 159, 160 €9

Integrand je sloZen ze souctu funkci, proto opét vyuZijeme vlastnosti o integraci souctu funkeci (13.), do-

staneme soucet dvou integrali:
2x
et —1 4
dx / ———dx.
/ e¥ 41 Tz cos? x

Vypocet prvniho integralu:
s vyuzitim vzorce a® — b? = (a — b)(a + b) upravime Citatel

/ (e” _e}‘)j—ei + 1)dx = / (e* —1)dx,

rozdélime na 2 integraly a pomoci vzorcu pro integrovani (3.), (1.) vypocitame
/(ex—l)dx:ex—x—i—c.
Vypocet druhého integrélu:

vyuzijeme vlastnosti (14.), konstantu vytkneme pred integral, jmenovatel si upravime (cos? x +sin®x = 1)
a podle (9.) integrujeme

4 1
/—dx:4/ - dx = —4cotx +c.
1 —cos?x sin? x

Vysledek:

2x
et —1 4
dx =e* —x —4cot :
/(ex+1+1—coszx> Y=o mxmacotyte

Poznamky
Zdkladni integraly
1. /de =
xn—i—l
n _
2. /x dx = a1 +c
3. /exdx =e'+c
X
4. /axdx: 4 +c
Ina
5. /ldx:1n|x\+c
X
6. /sinxdx:—cosx+c
7. /cosxdx:sinx+c
8. / 12 dx =tanx + ¢
Ccos? x
9. / _12 dx = —cotx+c
sin” x
1
10. /—dx = arcsinx + ¢
vV1—x2
1
11. / T xzdx — arctanx + ¢
!
12. /f(x)dlen x)| +c
e 1= In ()
f=f(x) g=g(x)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx :k/fdx,k € R
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70 - Piima metoda Poznémky
) ) . .
Zadani Vypoctéte integral / —————dx. Zdkladni integraly
tan x cos- x
ReSeni Video Teorie: 11, 12, 13 P¥iklady: 157, 158, 159, 160 ¢ 9 L. / Odx =c
yh+1
Vidime integrand ve tvaru zlomku, proto nejdiive kontrolujeme, zda nelze vyuZit vzorec (12.). 2. / x"dx = T +c
1
Vime, Ze (tanx)' = ——. 3. /exdx =e'+c
cos? x
ax
4. / a‘dx = +c
. ‘< s Ina
Po upravé integrandu dostdvame: 1
5. /—dx:1n|x\+c
-2 —12 X
% Ay — _9 [ cos’x
/tanxcoszxdx_ z/tanxdx' 6. /sinxdx: —cosx +c¢
Tedy plati, ze derivace jmenovatele je v Citateli a Ize vyuZit vzorec (12.). 7. / cosxdx =sinx +c
1
Vysledek: 8. / o xdx =tanx +c¢
1
-2 . = —
/—de: —2In|tanx| +c. ? /sinzxdx cotx +c
tan x cos“ x

10 dx = arcsinx + ¢

1

' /\/1—x2
1

11. /1+x2dx:arctanx—|—c

f/(x) =1n X c
[ g dx =Gl +

f=fx) g=gx)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx:k/fdx,kelR

12.

N
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71 - Linearni substituce, obecné vzorce

Zadani Vypoctéte integraly: / e gy, /

1
/ey

Reseni Video Teorie: 17 Priklady: 161, 162 {:}

Vypocet integralu / e ¥y,

Integrand je ve tvaru e ¥+, proto k nalezeni primitivni funkce vyuZijeme linedrni substituce vzorec (1.),

varianta (3.), kdea = —3,b = 1.
Vysledek:

—3x+1 +c.

/e3x“dx = —-e

1
Vypocet integralu / dx
V44— (Bx—1)2
1

Integrand je ve tvaru

, proto k nalezeni primitivni funkce vyuzijeme opét linedrni sub-

Va2 — (ax +b)?
stituci vzorec (1.) varianta (7.), kdea =3,b = —1,d = 2.

Vysledek:

/ 1 dx = larcsim?’x—_1 +c
4—(Bx—1)2 3 2 ’

Poznamky

Linedrni substituce, obecné vzorce

/f(ax+b)dx % (ax+Db)+c
1 (ax + b)"*!
n _——
2. /(ax+b) dx = PR +c
3. /eax+bdx _1 ax+b+c
a
4. / ! dx 1 In|ax+b|+c
+b a

a1

sin(ax + b)dx

6. /cos (ax +b)d

1
= cos(ax+Db) +c
1
= Esin(ax +b)+c

X
7 dx = arcsin = + ¢

/ﬁ d

1 J 1 X
8. /m x—aarctang-l—c




Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

72 - Metoda per partes

Zadani Vypoctéte integral / (—2x + 3) cos 3xdx.

Reseni Video Teorie: 14, 15 Piiklady: 163, 164, 165 €3

Integral je ve tvaru / P(x) cosaxdx, coZ je integrdl typicky pro vypoet metodou per partes, kde polynom

P(x) derivujeme a funkci cos ax integrujeme.

u=-2x+3 v =cos3x
u'=-2 v:%sin?;x
Po aplikaci PP :
-2 -2 -2 2
/ (—2x 4 3) cos 3xdx = XTH sin3x — / 3 sin3xdx = xTH sin 3x + 3 /sin3xdx.

Dostali jsme jednodussi integral / sin 3xdx, ktery jiz umime vyfesit pomoci vzorcd,

1
/sin 3xdx = —3 cos 3x + c.
Vysledek:

/ (—2x 4 3) cos 3xdx = # sin 3x — %cos?)x +c.

Poznamky

Metoda per partes
u=u(x) o =79(x)
u'=u(x) v=ru0(x)
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73 - Metoda per partes Poznfmky
Zadani Vypoctéte integral / In? xdx. Metoda per partes
< . . . o u=u(x) o =7(x)
ResSeni Video Teorie: 14, 15 Priklady: 163, 164, 165 Q
u'=u'(x) ov=0v(x)

Funkei In? x integrovat neumime, proto musime k vypoctu vyuZzit metodu per partes, kde si integrand napiSeme

ve tvaru soucinu funkce s jednickou : / 1-In® xdx.

Volime
u=In*>x o =1
= 2111_x v=x
X
Po aplikaci PP :

/lnzxdx:xlnzx—Z/xlnTxdx:xlnzx—2/lnxdx.

Dostali jsme jednodussi integral / In xdx, ktery fe§ime opét metodou PP

u=Inx =1

Po aplikaci PP :

/lnxdx:xlnx—/x%dx:xlnx—/ldx:xlnx—x+c.
Vysledek:

/anxt:lx = xIn®x —2(xInx — x) +c.
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74 - Substituéni metoda Poznamky
Zadani Vypoctéte integral / x tan(x* — 2)dx. Substituce typu ¢(x) =t
ReSeni Video Teorie: 16, 17 Piiklady: 166, 167, 168 ¢ 3 / flo(x))g' (x)dx = / f(t)dt
Derivace vnitini funkce je rovna (aZ na ndsobek) druhé funkci v soucinu, (x2 — 2)' = 2x, vyuZijeme
tedy substituce: Postup
X2 —2=t 1. oznacime substituci ¢(x) =t
2xdx = dt

1 2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt
xdx = Edt

3.v integrlu /f((p(x))(p’(x)dx nahra-
Po aplikaci: di « .
ime za @(x) proménnou f a za vyraz
1 @' (x)dx diferencidl dt

/xtan(x2 —2)dx = 5 /tan tdt.

L . o sin 4. feSime integrdl / f(t)dt proménné ¢
Dostali jsme integral / tan tdt, ktery si napiSeme ve tvaru / —tdt.
cos
” . ) . o ; Sitateli (it K . i texi 5.do nalezené primitivni funkce vritime
Vsimneme si, Ze derivace jmenovatele je v Citateli (li$i se pouze konstantou), proto tento integrdl feSime substituci F(t) + ¢ = F(g(x)) + ¢

/
pfimou metodou s vyuZitim vzorce / j} ((;C)) dx = In|f(x)| + c. Do nalezené primitivni funkce vritime
substituci.
Vysledek:

1
/xtan(x2 —2)dx = —5 In | cos(x* —2)| +c.
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75 - Substitu¢ni metoda

Poznamky

arcsin x

Vi

Zadani Vypoctéte integral /

Substituce typu ¢(x) =t

ResSeni

Integrand je ve tvaru soucinu dvou funkci: / arcsin x
1
V1—x?

1
V1—x2

funkci v soucinu, (arcsin x)’ = , vyuZijeme tedy substituci:

arcsinx =t
1
——dx =dt
1—x2

Po aplikaci:

/arcsinx#dx = /tdt
V1 —x? '

Ziskali jsme tabulkovy integrdl, ktery jiZ umime pomoci vzorce vypocitat.

t2

Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.

Vysledek:

arcsin x arcsin? x

= +c.

T T2

dx. Derivace jedné funkce je rovna druhé

/ _
Video Teorie: 16, 17 Piiklady: 166, 167, 168 €3 / flo(x))¢' (x)dx = / f(t)dt

Postup
1. oznacime substituci ¢(x) =t
2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt

3.v integrlu /f((p(x))(p’(x)dx nahra-

dime za ¢(x) proménnou f a za vyraz
@' (x)dx diferencidl dt

4. feSime integral / f(t)dt proménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢(x)) +¢
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76 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vypoctéte integral / sin v/ 2x + 3dx.

ReSeni Video Teorie: 18 Priklady: 169 {:}’

V prvnim kroku potfebujeme odstranit odmocninu z argumentu funkce sinus.

2x +3 =2
x_ﬂ—3
2
dx = tdt

Po nahrazeni novou proménnou:
/sin V2x + 3dx = / tsin V2dt = / t sin tdt.

Novy integrdl proménné f je ve tvaru / P(t) sin atdt, ktery feSime pomoci metody per partes.
u=t o =sint
u'=1 ©v=—cost
Po aplikaci PP a piimé metody:
/tsintdt = —tcost+ /costdt = —tcost+sint +c.
Do nalezené primitivni funkce vratime substituci t = v/2x + 3.

Vysledek:

/mu0x+wx:—¢h+3amwu+3+gnwa+3+a

Poznamky

Substituce typu x = ¢(t)

[ fdx= [ flo(t)g (tyat

Postup
1. oznacime substituci x = @ ()
2. rovnost diferencujeme: dx = ¢’ (t)dt

3. vintegrélu / f (x)dx nahradime promén-

nou x funkei ¢(t) a diferencidl dx vyra-

zem @' (t)dt

4. feSime integral /f(go(t))go'(t)dt pro-
ménné ¢

5. do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢ }(x)) +¢




Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

N 2

funkce), pokud ne, musime délit déle.

(x4—|—2):(x—l):953—Hc2+3c+1—|—i

x—1

—(x4—x3)

x> 42

—(x3—x2)

x* 42

—(:*—x)

x+2

—(x—=1)

3

4402 3
/x + dx:/ Br 14— )dx
x—1 x—1

Vyuzitim vlastnosti a vzorct feSime 5 tabulkovych integrald.

Po dé€leni

Vysledek:

x—1 4 3 2

V (itateli funkce je stupeni polynomu roven Ctyfem, a polynom ve jmenovateli je 1. stupné. Stupeni ve
jmenovateli je mensi, polynomy tedy lze délit. Délime tak, Ze vZdy vezmeme v Citateli ¢len s nejvyssi mocninou
a vydélime Clenem s nejvyssi mocninou ve jmenovateli. Dal§im krokem je vyndsobeni vysledku ziskaného déleni Py (x)
se jmenovatelem a odecteni od pivodniho polynomu v Citateli (snizime stupen Citatele). Provedeme kontrolu, zda
ziskany polynom je jiZ niz§iho stupné nez polynom, kterym délime. Pokud ano, jednd se o zbytek (ryze lomena

4 2 4 3 2
/x * dx:x——i—x——i—x——i—x—|—3ln|x—1|—|—c.

7'l - Integrace raciondlni lomené funkce Poznamky

4 . 1, .
Zadani Vypoctéte integral / J; j_lzdx. Raciondlni lomend funkce
- P, (x)
Reseni Video Teorie: 19 Piiklady: 171,172,173 €3 R(x) = O ()

Ryze lomend raciondlni funkce

Neryze lomend raciondlni funkce

P”(x) n>m

RE) = GuG) "=

e kazdou neryze lomenou raciondlni funkci
lze délenim upravit na soucet polynomu a
ryze lomené raciondlni funkce
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78 - Integrace raciondlni lomené funkce

Poznamky

x+2
Zadani Vypoctéte integral / —dx.
1 Vypoctete integra Zix_6

Postup

ReSeni

X +x—6=(x—2)(x+3).

x+2 A B
T kladu : = .
YA R ) (w4 8)  x-2  x+3

Vyndsobime vyrazem (x — 2)(x + 3),

x+2=A(x+3)+B(x—2).

Vyuzijeme dosazovaci metodu:

x=-3:

Resime tedy 2 integraly dle prvniho vzorce v ,,Pozndmkach®.

x+2 4 1 1
[ o e =5 a5/

Vysledek:

xX24+x—6

4=5A = A=

—-1=-5B = B=

Video Teorie: 20 Piiklady: 174, 175,176 €3

Funkce je ryze lomend, rozlozime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel rozlozime na kofenové Cinitele,

SIS TS

1
x+3

2 4 1
/de:gln|x—2|—|—gln|x—|—3|+c.

dx.

1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli
2. napiSeme predpokladany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci t€chto metod

Integrace parcidlnich zlomkii

/ A dx=Aln|x —a| +c
X—a

A A
/(X—D()k re (1—k)(x—oc)k—1+c'

k>?2

B(2x + p) 2
/mdx:Bln’x +px—{—q‘—|—c

/%dx = Earc’caI1Lp/2+c,
xX-+px+q a a
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X’ +dx+4=(x+2)>2
—-3x+1 A n B
(x+2)2  x+2  (x+2)%

Vynasobime vyrazem (x + 2)2,

Tvar rozkladu :

—3x+1=A(x+2)+B.
Vyuzijeme kombinaci dosazovaci a srovndvaci metody:
x=-2: 7=B8B
X 1=2A+B = —6=24 = A=-3

Resime tedy 2 integraly dle prvniho a druhého vzorce v ,,Pozndmkéach®,

Vysledek:

—3x+1 7

Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel rozloZime na kofenové Cinitele,

—3x+1 1 1
/—x2+4x+4dx_—3/x+2dx+7/—(x+2)2dx.

79 - Integrace raciondlni lomené funkce Pozndmky
—3x+1
Zadani Vypoltéte integrdl | ——————dx. Postup
adani ypoceelnegra/x2+4x+4x
Re3eni Video Teorie: 20 Piiklady: 174, 175,176 ¢y || - naidemekofeny polynomu ve jmenovateli

2. napiSeme predpokladany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci t€chto metod

Integrace parcidlnich zlomkii

/ A dx=Aln|x —a| +c

X—u

/de— A +c
(x—a)k " (1—k)(x—a)k1 7

k>?2

/de:Bln]x2+px+qH—c

x2+px+gq
/%dx = Earc’caI1Lp/2+c,
xX-+px+q a a
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80 - Integrace racionalni lomené funkce Poznamky
Zadani V tSte integrdl [ ——~—dx. Postu
adani ypoceemegra/ 2 3r i d p
ReSeni Video Teorie: 20 Piiklady: 174, 175, 176 @ 1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli
Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel md dva komplexné sdruZené ko- 2. napiSeme predpokladany tvar rozkladu
feny.
Y 3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
Tvar rozklad X B(2x +3) C nomem ve jmenovateli
var rozkladu : = :
x24+3x+4 x2+3x+4 x2+43x+4 4. nalezneme koeficienty rozkladu:

srovnavaci metodou, dosazovaci metodou

Vynésobime vyrazem (x> + 3x + 4), \
nebo kombinaci téchto metod

= B(2x+3) +C.
N Integrace parcidlnich zlomkii
VyuZijeme srovnavaci metody:
A
. 1 / dx=Aln|x —a| +c
x': 1=2B = B=—- X—u
0 3
x': 0=3B+C = C:_E / A Jr — A L
(x—a)F"  (1—k)(x—a)k1 7

Pocitdme tedy dva integrély dle tfettho a ¢tvrtého vzorce v ,,Pozndmkach®,
k>2

/— / 2x +3 ——/—dx
x2+3x+4 " 2 x2—|—3x—|—4 2) x2+3x+4

/de:Bln]x2+px+qH—c

2
7
Jmenovatel druhého integrandu si upravime na tvar (x + E) + T X2+ px+gq
Vysledek: C C 2
Y / J(fz—l——x—FdX = E arctan % +c,
/ x gy — In(x? +3x +4) B arctanz(er%) Lo P
X2 4+3x+4 2 V7 V7 '
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81 - Integrace goniometrickych funkci Poznimky

;. vox, - < 2 : 5
Zadani Vypoctéte integral /COS x sin” xdx. Vypolet integrdlii typu /sinm x cos” x dx,

kdem,n € Z

ReSeni Video Teorie: 21 Piiklady: 177,178 €3

' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1. m je liché = substituce cosx =t
Integrand je typu / sin™ x cos” x dx, kde u funkce kosinus je sudd mocnina a u funkce sinus lichd, tu-

diZ vyuZijeme substituci (viz 1.): 2. n je liché = substituce sinx =t
cosx =t 3. m i n sudé, alesponi jedno zaporné
—sinxdx = dt = substituce tan x = t, pak
. t 1
siny = ——, cosx =

V1+2 VI+£2

4. m i n sudé nezdporné

Musime si integrand upravit tak, aby byl sloZzen pouze z funkce cos x a jedné funkce sin x:

/c052 ¥ sin® x sin xdx — /COSZ x(1- cos2 x)2 sin xdx. = vyuziti vzorcl na dvojnasobny tuhel:
.9 1 —cos2x
sin”x = ————
Po aplikaci substituce:
2 1+ cos2x
g5 cosrE T
—/t2(1 — 1?)%dt = —/(t2—2t4+t6)dt = -3 +t2g — - +e

Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.

Vysledek:

COS3 X COS5 X COS7 X

3 + 5 7

/cos2 xsin® xdx = —
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82 - Integrace goniometrickych funkci

Zadani Vypoctéte integral / sin? x cos xdx.

ReSeni Video Teorie: 21 Piiklady: 177,178 €3

Integrand je typu / sin™ x cos” x dx, kde u funkce kosinus je lichd mocnina a u funkce sinus sudd, tu-

diZ vyuZijeme substituci (viz 2.):

sinx =t
cos xdx = dt

Po aplikaci substituce:

2 3

Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.

Vysledek:

sin® x

/sin2 X cos xdx = 3

+c.

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / sin™ x cos” x dx,
kdem,n € Z

1.

m je liché = substituce cos x =t

. 1 je liché = substituce sinx =t

. m in sudé, alespoii jedno zaporné

= substituce tan x = ¢, pak

. t 1
SINX = —— COS X =

V1+2 VI+£2

. m i n sudé nezaporné
= vyuziti vzorct na dvojnasobny uhel:
) 1 — cos2x
sin“x = ———
2
2 1+ cos2x
Ccos”“ x = —
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83 - Integrace goniometrickych funkci

. 4
sin® x
dx.

Zadani Vypoctéte integral /
P & cos® x

ReSeni Video Teorie: 21 Priklady: 177, 178 @

Integrand je typu [ sin™ xcos” xdx, kde u obou funkci jsou sudé mocniny a jedna je zdpornd, tudiz

vyuZzijeme substituci (viz 3.):

tanx =t
1

5 dx = dt
cos? x

Integrad si upravime:

.4
1 1
/sm xdx: /tan4 X——s————dx.

cos® x cos? x cos? x

Po aplikaci substituce:

5 +7

t
4 2 _ - -
/t(1+t)dt—5+7+c.

Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.

Vysledek:

Cossxx: 5 + 7 te

/ sin® x p tan°x tan’ x

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / sin™ x cos” x dx,
kdem,n € Z

1. m je liché = substituce cos x =t

2. n je liché = substituce sinx =t

3. m i n sudé, alesponi jedno zaporné
= substituce tan x = ¢, pak

V1412

4. m i n sudé nezdporné
= vyuziti vzorct na dvojnasobny uhel:

1
V1+1#2

sinx = cosx =

sin? x — 1 —cos2x
N 2

2 1+ cos2x

os™X = ————
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84 - Integrace goniometrickych funkci

Zadani Vypoctéte integral / sin? x cos? xdx.

ReSeni Video Teorie: 21 Piiklady: 177,178 €3

Integrand je typu [ sin™ xcos” xdx, kde u obou funkci jsou sudé nezdporné mocniny, tudiZ vyuZi-

jeme goniometrickych vzorct (viz 4.):

1-— 2 1 2 1
/sinzxcoszxdx: /( CZOS x) ( +CZOS x) dx = Z/(l—COSZZx)dx.

Opét vyuZijeme stejného vzorce:

1 5 1 1+ cos4x
Z/(l—cos 2x)dx = 4/(1 > )dx.

Vyuzitim zdkladnich integracnich vzorcii spocitdme.

Vysledek:

. 2 2 x  sin4x
d = - —
/sm X cos” xdx = o 0

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / sin™ x cos” x dx,
kdem,n € Z

1. m je liché = substituce cos x =t

2. n je liché = substituce sinx =t

3. m i n sudé, alesponi jedno zaporné
= substituce tan x = ¢, pak

V1412

4. m i n sudé nezdporné
= vyuziti vzorct na dvojnasobny uhel:

1
V1+1#2

sinx =

COS X =

sin? x — 1 —cos2x
N 2

2 1+ cos2x

os™X = ————
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835 - Integrace goniometrickych funkci

-3
Zadani Vypoctéte integral / —dx
i Vypoctéte integra 7 T cosx

Reseni Video Teorie: 22 Piiklady: 179 ¢

Integrandem je raciondlni funkce obsahujici goniometrické funkce, vyuZijeme tedy univerzilni substi-

tuci:
/2+cosx _/ _|_1 t21+t2 /3+t2
Vyuzitim obecnéh / 1 dx 1 arctan X +c ¢ita
uzitim obecného vzorce | —=dx = — - spolitime:
y a? + x2 a a p
/ _6 arctan t +c
3+ t2 V3 V3

Vrétime substituci a dostdvame vysledek:

— \/§tan 5
/ 2+mdx — —2+v/3arctan —3 +c.

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / R(sin x, cos x)dx,

kde R(u,v) predstavuje raciondlni funkci dvou

proménnych # = sinx av = cos x

Univerzdlni substituce

X
tans =t xe (—m, )

sinx = 2t

142

N 1—¢2
COS =

1412

x = 2arctant

dx = dt

1+12
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86 - Integrace goniometrickych funkci

1
sin x

Zadani Vypoctéte integral / dx.

Reseni Video Teorie: 22 Priklady: 179 {:}
1. zptisob feSent:

Integrandem je raciondlni funkce obsahujici goniometrickou funkci, vyuZijeme univerzalni substituci:

1 1+ 2 1
/sinx x 2 1412 /t

Vyuzitim zdkladniho integracniho vzorce spocitdime a vratime substituci:

1
/?dtzln]t\+c:1n‘tan§‘ +c.

2. zptisob fesent:

Integrand je typu / sin” x cos” x dx, kde u funkce sinus je lichd mocnina, tudiz vyuZijeme substituci
cosx = t.

Integrand si upravime:

1 sin x sin x dt
dx - / dx — —dx = — .
/ sin x sin? x 1 —cos?x 1—¢#2

RozloZime na parcidlni zlomky a po nalezeni primitivni funkce vratime substituci:

1 1 1 1
/(Z(t—l) 2(t+1)) 2n|COSX | 2n|cosx+ | +¢

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / R(sin x, cos x)dx,
kde R(u,v) predstavuje raciondlni funkci dvou

proménnych # = sinx av = cos x

Univerzdlni substituce

X
tans =t xe (—m, )

sinx = 2t

142

N 1—¢2
COS =

1412

x = 2arctant

dx = dt

1+12
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87 - Integrace iraciondlnich funkci

3
Zadani Vypoctéte integral / —dx
P ) S ax—1+2

Reseni Video Teorie: 18 Piiklady: 169, 180 ¢ 9

Integrand obsahuje vyraz v ax + b, vyuZijeme substituci:

2x—1=1¢
32
= _t4d¢t
dx d

Dostavéame:
3 2
[ e [
V2x—1+2 2(t+2)
Ziskali jsme raciondlni lomenou funkci, kde v Citateli je stupenl vét$i neZ ve jmenovateli, musime délit:

/ o / ot A Va2 (E pampet2)) +
2(t+2 T2 t+2 2\ 2

Vrétime substituci a dostdvdme vysledek:

9o (JBx=12 _. .
- dx=-|Y——— L 2V2x—14+4In|vV2x—-1+2| ]| +¢
/\3/2x—1—|—2 2( 2 | |

Poznamky

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou substi-
tu¢ni metodou.

a) integrand obsahuje vyraz v ax + b
= substituce ax + b = t"

b) integrand obsahuje vice odmocnin s riznymi
odmocniteli Vax + b, %/ax +b,...

= substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...

c) integrand obsahuje vyraz \/a% — b2x?
= goniometrickd substituce bx = asinf nebo
bx = acost
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88 - Integrace iraciondlnich funkci

Poznamky

Zadani Vypoctéte integral / idx.
Vx+2

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou substi-
tu¢ni metodou.

ResSeni

4/ ool —st 16— 2 Var—a( b -
t+2)°  \5
Vrétime substituci a dostdvdme vysledek:

/ VX dx =4 @—f 4V
Va2

5 2+3

Integrand obsahuje vice odmocnin s riiznymi odmocniteli, vyuZijeme substituci (viz. b)):

Ziskali jsme racionalni lomenou funkci, kde v Citateli je stupen vétSi neZ ve jmenovateli, musime délit:

—4\/E+16\4/‘—321n|<*/§+2|> +c.

Video Teorie: 18 Priklady: 169,180 €3 || ) ineerand obsahuje vyraz Vax + b
= substituce ax + b = t"

o b) integrand obsahuje vice odmocnin s riznymi
odmocniteli Vax + b, %/ax +b,...
dx = 4t = substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...
Dostdvame: c) integrand obsahuje vyraz \/a% — b2x?
Vx 2 3 = goniometrickd substituce bx = asinf nebo
/%+2dx:4/t+—2t dt. bx — acost

o4
5t 416t —32In|t 42| ) fc.
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89 - Integrace iraciondlnich funkci Poznamky
Zadani Vypoctéte integral / V9 — 16x2dx. Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou substi-
tucni metodou.
Reseni Video Teorie: 18 Priklady: 169, 181
’ Q a) integrand obsahuje vyraz v ax + b
Integrand obsahuje \/a? — b2x2, vyuZijeme substituci (viz. c)): = substituce ax + b = t"
4x = 3sint b) integrand obsahuje vice odmocnin s riznymi
4dx — 3 cos tdt odmocniteli Vax +b, ¥ax +b,...
= substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...
Dostavame:

c) integrand obsahuje vyraz \/a% — b2x?
/ V9 —16x2dx = 1 / V9 —9sin® t cos tdt = 1 / \/9(1 — sin? t) cos tdt = / 3 cos? tdt. = goniometrickd substituce bx = asint nebo

bx = acost

Ziskali jsme integrdl gonimetrické funkce se sudou mocninou, musime vyuZit vzorce pro dvojndsobny thel:

9 5 9 9 sin 2t 9 2sintcost
Z/COS tdt—g/(1+c052t)dt—§ (t+ 5 )—i—c_g (H—T) +c

9
=3 (H—sint\/(l — sin? t)) +c.

Vrétime substituci a dostdvame vysledek:

9 4 4 16x2 9 4
/\/9—16x2dx:§<arcsm—x+—x 1——x)—i—CZ—arcsin—x—i—E 9 —16x2 +c.

3 3 9 8 3 2
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90 - UrcCity integradl,vypocet a vlastnosti

T
Zadani Vypoctéte integral / ((4 — x)? + cos 2x)dx.
0

Integrand upravime a s vyuzitim vlastnosti dostaneme soucet 4 integralti:

T 7T 7T 7T 7T
/(16—8x+x2—|—c052x)dx = 16/dx—8/xdx—|—/x2dx—|-/cos2xdx.
0 0 0 0 0

T T T T - o
16/dx—8/xdx+/x2dx~|—/c052xdx = 16[x|F — 4[x*)F + {x_} + [Sm x]
310 2 |,
3

3
:1“ﬂ—®—40¥—0%%C%—0>+m—0%:wn—yﬁ+%<

Vysledek:

3

T
/ ((4 — x)* 4 cos 2x)dx = 167 — 4% + %
0

Reseni Video Teorie: 24 Priklady: 186 @

VSechny integrély jsou tabulkové, tzn. umime nalézt primitivni funkci. VyuZzijeme tedy N-L formuli.

Poznamky

Newtonova-Leibnizova formule
b
[ Fdx = [F(x)]2 = F(b) - F(a)

Vlastnosti

f=fx) g=g(x)

a)/b(f+g)dx:/bfdx+/bgdx

b)/bcfdx:c/bfdx
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91 - Urcity integral sudé a liché funkce

Poznamky

S

Zadani Vypoctéte integraly: / tan xdx, / —dx

RS

Vypocet integrdlu sudé a liché funkce

ResSeni

Vypocet integralu [ tan xdx:

|
b \»m

Funkce tangens je na intervalu (—7, 7

funkci (viz. b)) a vime tedy, Ze integrdl je roven O.

Ovéfime:
s T
1 T
sin x n
/tanxdx: / dx = —[In|cosx|]* ,
Cos x 1
_t _t
4 4
1 ”
Vypocet integralu / ?dx:
-1
.X4
Funkce =

(viz. a)):

1 1

/x_ /x_ =< 511 —
2 2 lo

-1 0

) lichd, tudiz vyuZijeme vlastnosti ur¢itého integrdlu pro lichou

je na intervalu (—1,1) sudd, tudiZ vyuZijeme vlastnosti ur¢itého integrdlu pro sudou funkci

a a
a) sudd funkce: /f(x)dx = 2/f(x)dx
Video Teorie: 25 Piiklady: 187 €. —a 0

=0

b) lichd funkce: /f(x)dx

—a

ey

1

(1-0)
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92 - Metoda per partes pro urcité integraly

2
Zadani Vypoctéte integral / In x%dx.
1

ReSeni Video Teorie: 26 Priklady: 188 {:}

Integrand je sloZena funkce, zkusime vyuZzit metody per partes:

Po aplikaci PP :

2 2
/lnxzdx: [xlnxz]%—/de:2ln4—ln1—2[x]% =2In4-2(2-1).
1 1

Vysledek:

2
/lnxzdx =2(In4—1).
1

Poznamky

Metoda per partes pro urcity integrdl
u=u(x) o =79(x)
u'=u(x) v=ru0(x)

b

/b(u 0 )dx = [u -]l — / (u' - v)dx

a
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93 - Substituni metoda pro urcité integraly Poznamky
. . i 5 Substituc¢ni metoda
Zadani Vypoctéte integral / X cos x“dx.
0 p ¢(B)
/
- dx = t)dt
Reseni Video Teorie: 26 Piiklady: 189, 190 ¢°¥ / flo(x)) g’ (x)dx )
“ ¢(a)
Integrand je ve tvaru soucinu dvou funkci, kde derivace vnitini funkce je pfimo druhd funkce soulinu (li- Po zavedeni vhodné substituce musime
Sici se pouze konstantou), vyuZijeme tedy substituci: urcit nové meze.
X =t
2xdx = dt
Musime pfepocitat meze pro novou proménnou ¢:
dolnf mez: 0 — 02 = 0
horni mez: 7 — 712
Po aplikaci:
i 17 1 1
/xcos X’dx = = /cos tdt = ~[sin 1?]6T2 = Z(sint? - 0).
2 2 2
0 0
Vysledek:

7T . )
2 SIN 7T
xXcosx“dx = .
0

2
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94 - Substitu¢ni metoda pro urcité integraly

X.

X
——d
vVx+1+1

8
Zadani Vypoctéte integral /
3

ReSeni Video Teorie: 26 Priklady: 189, 190 @

Jedna se o integral obsahujici odmocninu. Vyuzijeme substituci:

x+1=1#
dx = 2tdt

Musime pfepocitat meze pro novou proménnou t:
dolnimez: 3 +— v3+1=2
horni mez: 8 — v/8+1 =3

Po aplikaci:
8 3

==t
4 x+1-1 )

Vysledek:

3
Zttz;ldt—Z/t(t—l)dt—Z ———
t+1 ) B

Poznamky

Substituce typu x = ¢(t)

p )
[foax=" [ flow)e v
" P (@)

Po zavedeni vhodné substituce musime
urcit nové meze.
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95 - Urcity integral, racionalni lomena funkce

3
12 6
Zadani Vypoctéte integral / s dx.
1

x2(x2+x+6)

Reseni Video Priklady: 191 Q
Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovate]l md dva komplexné sdruzené ko-
feny a jeden dvojnasobny redlny koren roven 0.

12x+ 6 A B
Tvar rozkladu : xz(xz e 6) — < + 3

Vynasobime x%(x? + x + 6)

C(2x+1) D
X24+x+6 x24+x+6

12x 4+ 6 = Ax(x* + x + 6) + B(x* + x +6) + C(2x + 1)x* + Dx?

VyuZzijeme srovnavaci metody:

1 1
¥ 0=A+2C = C:_EA = C:_E
2. 0=A+B+C+D = D:_;’
x!: 12 =6A+6B = A=1
: 6=6B -~ B=—1
; 12x + 6 1 ; 1 1 ; 2x +1 3 ; 1
X X
dx = [ v [ dv— [ S =2 [ i = x|
1/xz(xz-i—x—f—6) * J x x+1 2% 21 26" 21 2rrr67" [In [ox[]{
3
1
173 5 6 2(x+3) . )
2 == |In(x*+x+6 ——— |larctan ——2%| =In3—-—=-+4+1—=(In16 —-1n8
LCL [ ( )]1 \/23 V23 3 2( )

Poznamky

Integrace parcidlnich zlomkii

b

A _ b
/x_(xdx—A in |x — a2

a

b

/de_[ A
(x—a)c" [ —k)(x—a)1],
a
k>2
: B(2x + p)

XTPp _n. 2 b
J Tt prrgit = Bl +prtalls

b
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96 - Nevlastni integral prvniho druhu Poznamky
71 7 1 71 Vypocet neviastniho integrdlu 1. druhu

Zadani Vypoctéte integrdl: | ——d / d /

adani Vypoctéte integrd /1—|—x2 X X 7
N / f(x)dx = lim / f
ReSeni Video Teorie: 27 Priklady: 192 @ J oo Jg

a
Vypocet prvniho integralu: / f(x)dx = Cgmoo / flx
Zadand funkce je na intervalu (0, co) ohraniend, jednd se nevlastni integrdl 1. druhu: S TTmee
: L c s
T xzdx = Ch_)nglo T dx = Ch_>no10 ([arctan]y) = Cll_>no10 arctanc =
0 0

Nevlastni integral konverguje.

Vypocet druhého integrélu:
Zadand funkce je na intervalu (—oco, —1) ohranicend, jednd se nevlastni integral 1. druhu:

-1

-1
1 ) 1 ) _ . _ .
J = dim [ Ldx= tim () = gim (n(-x)) ) = lim (- In(-)) = oo
—00 C

Nevlastni integrdl diverguje.

Vypocet tretiho integralu:

0 c

71 1 71 , ) o
/1+xzd"—/1+x2dx+0/1—+xzdx—£%/1+ A A
—00 —0 C

Integrani obor (—o0, 00) si vhodné rozdélime na dvé &asti. Jesté poznamenejme, Ze integrujeme sudou funkei,
nevlastni integral na levé a pravé Cdsti integracniho oboru vyjde stejné.
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97 - Nevlastni integral druhého druhu

Poznamky

1
X
Zadani Vypoctéte integral: / —dx
;v 1— 2

Vypocet neviastniho integrdlu 2. druhu

ResSeni

Vypocet prvniho integrélu:

c
X .
0/ Vo
Integral fesime substituci:
1—x2=t¢
—2xdx = dt
Musime prepocitat meze pro novou proménnou ¢:
dolni mez: 0 — 1
horni mez: ¢ — 1 — ¢?
Po aplikaci:
X C X
!ﬁdx = Cl_iﬁl— 0/ ﬁdx = Clif?—
= lim <_m+ 1) =1

Nevlastni integrél konverguje.

Zadand funkce je na intervalu (0, 1) neohranicend, jednd se nevlastni integral 2. druhu:

b
/ F(x)dx = lim / Flx
. . . A . b
Video Teorie: 27 Piiklady: 193 €3 J =
b
a
/f(x)dx: lim (x)dx
c—at Je
a
L x=—-1 . x=1
-
: ! i
: i i
: | i
3 i i
: | i
3 i i
—_— ) —
: ! i
s % i
: ! i
! ] I
3 i i
3 i i
: ! !
| | |
2 21 i
i 0 i
. 1 1
i i
I I
| X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, : _1awy:‘72
: VI—x
| i
I %
1—c? ; ;
1 . 1—c2 i |
- Y O R — U —
2 / c—1— 1
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98 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Znazornéte graf funkce y = —x>+5x+2a vypocitejte obsah plochy ohrani¢ené touto funkci, osou x

Poznamky

Obsah  kiivocarého

lichobéznika

apfimkamix = -2 a x=—1.

pro nezdpornou funkci f(x) na (a,b)

ReSeni
Znézornime si plochu, jejiZ obsah mame urcit:

Video Teorie: 29 Priklady: 194 Q b
P= / f(x)dx
a

"""""""""""" g Obsah  krivocarého  lichobéinika
— X"+ 5x +2 pro zdpornou funkci f(x) na (a,b)
b
"""""""""""""""""""""""" P = —/f(x)dx
a

-2 -2

x = -2
Z grafu vidime, Ze funkce je na intervalu (—2, —1) zdporna:
-1 -1 -1
4 2
5 1 5 7
P = —/(—x3—|—5x+2)dx:/(x3—5x—2)dx: T2 o = (2-242- (4—10+4) ) = -.
12 L, 42 1
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99 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Znazornéte graf funkce y = —x>+5x+2a vypocitejte obsah plochy ohrani¢ené touto funkci, osou x

apfimkamix =1 a x=2.

Reseni Video Teorie: 29 Priklady: 194 Q

Znézornime si plochu, jejiZ obsah mame urcit:

Z grafu vidime, Ze funkce je na intervalu (1,2) nezdporna:

2 2
4 5x? 1 5 23
P:/(—x3+5x+2)dx: B oy = (41044 (4 242) ) =2
42 . 472 4

1

Poznamky

Obsah  krivocarého  lichobéznika
pro nezdpornou funkci f(x) na (a,b)

P:/bf(x)dx

Obsah  kiivocarého lichobéinika
pro zdpornou funkci f(x) na (a,b)

P = —/f(x)dx

a
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100 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce Poznamky

Zadani Znazornéte graf funkce y = —x? 4 x 4 2 a vypocitejte obsah plochy ohranitené touto funkci, osou x Pokud funkce méni znaménko, je nutno brat
apfimkamix = -2 a x=1. casti nad osou x kladné a Casti pod osou x
- zaporné.

ResSeni Video Teorie: 29 Priklady: 195 {:}

Obsah krivocarého lichobéZnika

Znéazornime si plochu, jejiz obsah méme urcit:
b

P= [ Ifx)lax

a

Z grafu vidime, Ze funkce na intervalu (—2, 1) méni znaménko, musime proto urlit zvlast' obsah &asti pod osou
x anad osou x, uréime si prisecik s osou x na intervalu (—2,1):

—-1++v1+8
X1p = _—2+ = hledany priisecik je x = —1.
-1 1 -1 1
3 2 3 2
P:—/(—x2+x+2>dx+/(—x2+x+2>dx: S Y + —x—+x——|—2x
) . 3 2 5 3 2 1

1 1 8 1 1 1 1 11 10 31
= (—§—§+2— (—5—2+4))+(—§+§+2— (§+§—2>) —z‘F?—g
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101 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce (danou plochu zndzornéte) ohranic¢eného kiivkami y = x> —x—2,
y=—x+2.
Reseni Video Teorie: 30 Priklady: 196, 197 {:}

Znéazornime si plochu, jejiz obsah méme urcit:

Z grafu vidime, Ze plocha je ohrani¢end shora funkci y = —x + 2 a zdola kvadratickou funkci y = x> —x—2,

potfebujeme urcit interval omezujici dany utvar, tzn. ur¢ime si praseciky funkei:
—x+2=2x%—x—2 = fesime tedy kvadratickou rovnici x2—4= 0,

hledané praseciky jsou x1 = —2,xp = 2.

3 2 8 8 32
—x—+4x} :——+8—(——8>:—.
2

|
N\N
—
|
=
N
+
s
SN—
U
=
Il
| —— |
W

2
P:—/(—x+2—(x2—x—2))dx:

Poznamky

Obsah krivocarého lichobéZnika ohranice-
ného dvéma funkcemi

pokud plati: f(x)
(a,b)

> ¢(x) na intervalu

b
> P= [ (fx) - g(x)dx,

kde a, b jsou pruseciky funkci,

tzn. fe§ime rovnici f(x) = g(x)
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102 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

y =asint,t € (0, 7).

Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce (danou plochu zndzornéte) ohrani¢eného kfivkami x = 2asin f cos t,

Video Teorie: 30 Priklady: 198 {:}

Poznamky

Obsah krivocarého lichobézinika ohranice-
ného funkci danou parametrickymi rovnicemi

Reseni x=g(t)ay =y(t). kde t € (a; B)
Znéazornime si plochu, jejiz obsah méme urcit: p
""" ¥ asinfost) YIS asing F e (0 = h= / y(Helt)at
,,,,,,,,,,,, O P e
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, PRI (X S T
-

Pro vypocet obsahu rovinné plochy ohraniené parametrickymi rovnicemi potfebujeme znat derivaci funkce
X = 2asintcost:

¢(t) = 2a(cos® t — sin®t) = 2a(1 — 2sin®t).

Dosadime do vzorecku:

T T
P = /2512(sinif—2sin3 t)dt| = |—2a*[cos ]} —4612/(1 — cos? t) sin tdt
0 0
)" 1 1 4
= |4a% + 402 [cost— < } — |4a® + 4a> (—1+ ~ - (1 - _>> )
3 |, 3 3 3
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103 - Uziti urcit€ho integralu, délka rovinné kiivky Poznémky

Zadani Vypoctéte velikost drahy, kterou urazi bod odt = 0do t = V3 pri pohybu po kifivce dané parametrickymi Délka oblouku krivky dané parametric-
rovnicemi x = 12,y = E(tz ~3). kymi rovnicemi x = ¢(t) ay = P(t), kde

3 t € (a;B)
ReSeni Video Teorie: 31 Priklady: 201 Q B
L= [ (o) + ((e)2a
Znazornime si kiivku, jejiz délku mame spocitat: \/((P( )2+ ()
o

x = t2, y:;(tz—’;’»), t € (0,/3)

Pro vypocet délky kiivky dané parametrickymi rovnicemi potfebujeme znat derivace funkci:

P(t) =2t
: -3 22
P(t) = st =t -1

Dosadime do vzorecku:

V3 V3 V3
t3
_ 2 4 _ n42 —_ 4 2 — 2 2 [ _
l—/\/4t FTaY +1dt—/\/t ot +1dt_/,/(t +1)2dt = [3 +t} N
0 0 0
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104 - Uziti urcit€ho integralu, délka rovinné kiivky Poznamky
Zadani Vypoctéte délku kiivky y = arcsinx + /1 — x2 pro0 < x < 1. Délka oblouku kiivky na (a; )
Reseni Video Teorie: 31 Priklady: 200 @ b
L= [ 1+ (1))
Znazornime si kiivku, jejiz délku mame spocitat: P

y = arcsin(x —1—\/1—x2 x€(0,1)

Pro vypocet délky kiivky potiebujeme zndt druhou mocninu derivace funkce:

1 2x )2_1—x

(F') = (\/1—x2 CoV1-2x2)  1+x

Dosadime do vzorecku:

1 1 1 V2
= [ e [ L s [ R avanf a2
J / 14 x J Vitx 1f
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105 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa

Zadani Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci (kolem osy x) oblasti ohrani¢ené funkei y = In x, osou x v (1, e).

Reseni Video Teorie: 32 Piiklady: 202, 203, 204 ¢ 3
Znazornime si oblast, ktera bude rotovat: 1
1 0.8
y=1Inx, x € (1,e) 06
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 05 L 04
| i : 02
x=1 |x=e y 0t i)
,,,,,,,, b -0.4
1 ~05 | 08
| | | 1
% | ; -1
-1 0 2
R T
1 15 -1 F

2 2
x > 3

Oblast je ohranicena pouze jednou funkci, tzn. budeme pocitat integral z druhé mocniny dané funkce.

Dosadime do vzorecCku:

e e e
V= 71’/1112 xdx = (PP) = rt[xIn®x|§ —27t/1nxdx = (PP) = me — 27t | [xInx]] — /dx
1 1 1

= e — 27re + 27t[x]] = (e — 2).

Poznamky

Objem rotacniho télesa

V= n/fz(x)dx

a
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106 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa

kolem osy x.

Zadani Vypoctéte objem télesa, vzniklého rotaci oblasti (oblast nalrtnéte) ohrani¢ené funkcemi y = e*, y = —2e ¥ +3

ResSeni

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

2
—2e_x—|—3:ex:e—x—3—|—ex=0:

In2
V=n / ‘(—2e_x +3)2 — ¥
0

2x
2

Video Teorie: 32 Priklady: 205 Q

2 ¢
; ; 15} 2
Dl L5
%1 05
s s 0
% T 05
s : -1
: _1_3 i -1.5
i -2
-1 1 2 T~
3 0
: 0 2Ty 1
x=In2
__1_.,. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Z grafu vidime, Ze oblast je ohrani¢end shora funkci y = —2e™* + 3 a zdola funkci y = e, potfebujeme ur€it interval
omezujici dany utvar, tzn. ur¢ime si pruseciky funkci:
2 —3e¥ + e

=0=2-3e"+e** =0,

zavedeme substituci e* = t a fe§ime kvadratickou rovnici > — 3t +2 = 0 = x1=0,x2 =1In2.

dx = 7 / (de 2 — 127 +9 — &*)dx

=7 {—2e2x +12e™* +9x — e_} =n(9In2 —6).
0

Poznamky

Objem rotacniho télesa

b

V= [ |- )|

kde a, b jsou pruseciky funkci,

tzn. fe§ime rovnici f(x) = g(x)
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107 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa

T
Zadani Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci parametricky zadané funkce x = cos’ t, y= sin?t, kde t € <E' 7'(>

kolem osy x.

Reseni Video Teorie: 32 Piiklady: 206 ¢ 3

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

x = cos?t, y = sin® i
=cos"t,y=sin"tf, t € 2,71

_ 1
: i
0.5 K 0.4
8.2
y 0 0.2
-04
—0.5 F -0.6
-0.8
1L -1
_(//\—
0 05 1-1 0 z !
X
,,,,,,,,,,,,,,, _1,“.
Potfebujeme znat derivaci funkce x = cos? t:
¢(t) = —2costsint.
Dosadime do vzorecku:
T 1 1 1
V= —27T/costsin5 tdt = (substituce: sinf = u) = 27T/u5du = gﬂ[u6](1) =37

0

NI

Poznamky

Objem rotacniho télesa

p
V=7 [ (6)]g(t)d

o
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108 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rotacni plochy Poznimky
Zadani Vypoctéte povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci kiivky v = 2y/x pro x € (0;2) kolem osy x. Obsah rotacni plochy
Reseni Video Teorie: 33 Priklady: 207, 208 @ b
s =2m [ fx)\ 1+ (F/(x))2dx
Znazornime si oblast, kterd bude rotovat: a

 y=pvate©2 f(x) =0

3

e 2. 5 2

2t 1

1t 0

y ot ;

e ] e -1+ B

' -2t -3

31

4

; 2

; % D e

-1 1 <1
0 0 123
d_lww ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Dosadime do vzorecCku:

2 2 2
2
S:4n/\/§\/1+%dx:4n/\/wa;rldxzéln/\/x+1dx:gn[(ijl)g]O:gn(\/ﬁ—l).
0 0 0
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109 - Uziti urcit€ho integralu, obsah rotaCni plochy

Zadani Vypoctéte obsah rota¢niho télesa vzniklého rotaci parametricky zadané funkce x = cos’ t, y= sin? t

kolem osy x, kde t € <0, §>

Reseni Video Teorie: 33 Priklady: 207, 208 Q

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

) 7T
X = coszt, y= 51n2t, t e <O'E>

) 1
: i
05 L 04
02
y 0 0.2
04
—05 1 06
0.8
L 1
e ——
0 05 11 0 1
X

Potiebujeme urcit druhé mocniny derivaci obou funkci:
(¢(t))? = 4cos? t sin® t
(¢(t))* = 4cos? tsin’ t
Dosadime do vzorecku:

subst. :

S=2m1

7
sin? tV/ 8 cos? t sin? tdt = 27r\/§/cos tsin® tdt =
0

O\N\:

sint =u

‘ = 27r\/§/1u3du = V2 [uﬂ; = V2.
0

Poznamky

Obsah rotacni plochy

p
s =27 [ (1) (¢(1))2 + (9(t))

¥(#) =0




Resené piiklady — Funkce dvou proménnych
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111 - Definicni obor

In(1—x)

Zadani Urcete a graficky znazornété defini¢ni obor funkce z =

Reseni Video Teorie: 35 Priklady: 210-219 Q

Sestavime omezujici podminky na defini¢ni obor.

Podminka 1 — x > 0 zarudi existenci logaritmu = x < 1. Jednd se o polorovinu s hrani¢ni pfimkou o rovnici x = 1,
kterd ovSem do defini¢niho oboru nepatfi, bude vyznacena ¢arkované.

Podminka 16 — x> — y2 > 0 zajisti existenci druhé odmocniny, podminka /16 — x> —y? #* 0 vyloudi moZnost d&-
lenf nulou. Tyto dvé podminky se daji sloucit do jediné podminky, 16 — x? — y2 > 0= x>+ yz < 42, Jedn4 se o kruh se
sttedem v pocatku a polomérem 4. Hrani¢ni kruZnice do defini¢niho oboru patfit nebude, bude vyznacena carkované.

Defini¢nim oborem je pak prtnik obou ploch, na obrazku zluté vyznacena plocha.

Poznamky

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je riizny od 7 +k - 7,
kez

Kotangens
argument je rizny od k - 7t,
kez

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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112 - DefiniCni obor Poznamky

Zadani Urcete a graficky znazornété defini¢ni obor funkce z = V/sin x. Zlomek
jmenovatel je rzny od 0

ReSeni Video Teorie: 35 Priklady: 210-219 Q

Sestavime omezujici podminky na defini¢ni obor. Podminka ysinx > 0 zaru¢i existenci odmocniny. Soucin ysinx je
nezdporny, kdyZ jsou oba Cinitelé nezaporni, nebo jsou oba nekladni, tedy

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je

(y>0Asinx >0) V (y <0 A sinx <0). nezaporny

Jeste je nutné vyfesit nerovnici sin x > 0 resp. sinx < 0, ptdme se, kdy je funkce sinus nezdpornd a kdy je nekladna.
Logaritmus

siny >0 = xe [J(0+k2m m+k2m) argument je kladny
kez

Tangens

argument je riizny od 7 +k - 7,

keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
kez

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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113 - Vrstevnicovy graf

Poznamky

5x

Zadani Naleznét tevnicovy graf funkce z = ————.
1 Naleznéte vrstevnicovy graf funkce 2yl

Hleddme pruniky grafu funkce
s rovinami rovnobéZnymi s

Reseni
Dosadime do zadané funkce z = k, kde k € RR, tedy

2. Pro k # 0 dostavame x—E 2+ 2_ 2

| %) T T we

bude vétsi nez 0,
25

25

25
4k2>1 = 25> 4k = k< 1

— 1. Vrstevnicemi budou kruZnice pouze v pripadé, kdy pravé strana rovnice

5 5 5
= |k|<§ = ke(—§,0>u(0,§)

pudorysnou rovinou, tj. dosazu-
jeme z = k, k € R.
Cislo k je mozné volit libo-

Video Teorie: 36, 37 P¥iklady: 220,221 €3

5x 5x 5x 5\ 2 25 volné. Oviem miiZe se stét, Ze
k:m = x2+y2+1=7 = x2—7+y2+1:0 = (x—ﬂ> +y2—@+1—0 pifi nevhodné volbé se plochy
neprotnou.
» . ) , 5x 5\% 25 -
Vyraz x= — T jsme doplnili na dplny Ctverec, x~ — = (x — ﬂ) e Seznam prikazu pro Gnuplot:
Nyni je tieba diskutovat konkrétni hodnoty k. o et view 62.210: et view equal xy
1. Pro k = 0 (fez grafu funkce z s pidorysnou rovinou) dostavame 0 = 2251 1 = x = 0, vrstevnici je osa y. set iso 50; set samp 50

set xrange [-4:4]; set yrange [-4:4]
set ztics 1; set pm3d

set contour both

set cntrparam levels discrete O,
2485, -2.485, 1.25, -1.25, .83,
-.83,.625, -.625

set style increment user

set style line 1 Ic rgb ’black’ lw 2
set style line 2 Ic rgb 'red’

set style line 3 Ic rgb 'red’

set style line 4 1c rgb "yellow’

set style line 5 Ic rgb "yellow’

set style line 6 Ic rgb *green’

set style line 7 Ic rgb *green’

set style line 8 Ic rgb ’cyan’

set style line 9 Ic rgb ’cyan’

set style line 10 Ic rgb 'magenta’

set grid; unset surf; unset key
set xlabel "x"

set ylabel "y
set zlabel "z"
splot 5*x/(x**2+y**2+1)
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114 - Limita funkce Pozndmky
e PR TI y(x+1) .. X+ x P Limity funkci dvou promén-
Zadani Vypocitejte limitu funkce z = =—5——= v bodé [—1,0] a dokazte, Ze limita funkce z = v bodé& [0, 0] neexistuje. Y _dvou pr¢
x’+1 Xy +y nych feSime vétSinou primym
L, . . .. dosazenim, nebo se pokusime
Reseni Video Teorie: 38 Priklady: 222 Q limitu upravit.
Resime prvni &dst dlohy,
yx+y 0, ' y(x+1) y V pripadé limit funkci dvou

N ]' — ].' _— =
[x/y]g[rllfo] 3 +1 0 [x,y]g[n—m] (x+1)(x2—x+1) {x,y]ffll,o] 2 —x+1

proménnych se spiSe feSi jiny
typ dlohy. Dokazuje se, Ze dand

Ve druhé Casti tlohy musime dokézat, Ze limita neexistuje. Na rozdil od funkci jedné proménné, kdy se k limitnimu bodu limita neexistuje.

muZerme bliZit pouze ze dvou stran (zleva a zprava), v pfipadé funkci dvou i vice proménnych se k limitnimu bodu mizZzeme
blizit nekone¢né mnoha zptisoby. Limita neexistuje v pripadé, Ze jeji hodnota zavisi na volbé pfibliZovani, ¢i se pro rizné volby
priblizovani méni. Pokud ovSem limita na konkrétni volbé pfiblizovani nezdvisi, pak to jeSté¢ neznamend, Ze existuje.

Zkusme se k limitnimu bodu bliZit po pfimkach prochazejicich pocatkem, tj. volime y = kx, k € R. Dosadime y = kx do

2
x“+x
funkce z = ey
x
yry , X>4+x 0, y=kr, x’>+4x . X +x o1
lim =,-“"= lim———=1llm-——— = lim —,
xyl—[00 xy+y 0 x—0kx2+kx x>0k(x2+x) x50k
o .y e - X2+ x § o
limita zavisi na parametru k, pro riizné volby parametru k vyjde rizné. Tzn. limita funkce z = v bodé [0, 0] neexistuje.
yx+y z X%+ x
x3+1 6 Xy +y

50
4 40
6 2 30
4 5 20
0 10

2 0
0 2 -10
4 -20
z 2 - -30
4 6 2 ity
3 -50

-6 il
3* N
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115 - Parcialni derivace Posnamy @ —0
Zadani Urete parcidlni derivace prvniho fadu funkce z = x? sin?(xy?) v bodé [7, 0]. 9 (x") = nx"1
Reseni Video Teorie: 39, 40 Priklady: 223-227 Q 3 (") = ¥
Parcidlni derivace prvniho fadu pocitdime vzhledem k jednotlivym proménnym funkce z. Funkce z je funkci dvou nezd- 4. (a*) = a*lna
vislych proménnych, proménné x a y. Parcidlni derivace tedy budeme pocitat jak podle proménné x, tak i podle proménné y. 1
5. (Inx) = -
Vzhledem k definici parcidlni derivace budeme postupovat tak, Zze s proménnou, podle které se nederivuje, budeme pra- : 1
covat jako s konstantou. To ale v konecném dtisledku znamen4, Ze ve funkci z zlistane pouze jedna nezavisla proménnd. Funkce 6. (log, x)" = <Ina
z se stdva funkci jedné proménné. Ale takovou funkci jiZ umime snadno zderivovat s vyuZitim formuli 1. az 19.
7. (sinx)’ = cos x
ATt g Z ‘o
Parciélni derivace P funkce z podle proménné x: 8. (cosx)' = —sinx
jelikoz funkci z derivujeme podle x, pak s proménnou y budeme pracovat jako s konstantou, naSim ukolem je tedy de- 9. (tanx) = %
rivovat sou¢in dvou funkci proménné x, funkce x? a sloZené funkce sinz(xyz), kterou derivujeme po jednotlivych slozkach cos 1x
v poradi: druhd mocnina, sinus, xyz; ve vyrazu xy2 je yz konstanta v souCinu a proto se derivuje pouze x, 10. (cotx) = ——
sin” x
0z 0, 5 .20 2 2 0 .20 2 11 (arcsinx)/—;
— = —(x7) -sin“(x X —(sin“(x : B
3 = g ) s (ay”) + a7 o (sin”(xy7)) —
= 2xsin?(xy?) + x% - 2sin(xy?) - cos(xy?) - y* = 2x sin?(xy?) + 2x2y? sin(xy?) cos(xy?). 12. (arccosx) = ot
5 V1—x2
z
Parcidlni derivace — funkce z podle proménné y: 13. (arctanx) = 1
ay 1+ x2
derivujeme zcela analogicky, v tomto pfipadé budeme jako s konstantou pracovat s proménnou x, derivujeme tedy slo- 14. (arccotx) = — 1 5
7enou funkci; x? je konstanta v soudinu, proto se derivuje podle y pouze druhy Cinitel jako sloZend funkce v pofadi: druhd T+x
mocnina, sinus, xyz; ve vyrazu xyz je x konstanta v soucinu a proto se derivuje pouze yz, u=u(x) v=ouv(x)
0z _ 5 9Z . .o o\ 2 . 2 2 — A3y 2 2 15. [c-u) =c-u
— = x" - —(sin“(xy)) = x° - 2sin(xy”) - cos(xy~) - x2y = 4x’y sin(xy~) cos(xy~).
i i 16 +0] ==
Poznamenejme, Ze jestliZze derivujeme podle y, tak samoziejmé lze pouzit formule uvedené v sekci ,,Pozndmky*, staci formalné ’ ko) =uwxo
misto x psat y. 17. u-o]' =u"-vo+u-o
Parciélni derivace jsou opét funkce dvou proménnych a snadno je vycislime na zadaném bodé pfimym dosazenim: / /
uy uw-v—u-v
18. —| =
0z 0z 2
=—(m,0) =0, ==(m,0) =0. u v
x Yy 19. [u(v)] =u'(v) -
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116 - Parcialni derivace Posnamy @ —0
Zadani Urcete parcidlni derivace druhého fadu funkce z = x¥ v bodé [1, 1]. 5 (x")) = nx
Reseni Video Teorie: 39, 40 Priklady: 223-227 Q 3 (") = ¥
Nejdiive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fadu, 4. (a*) = a*Ina
. . : . 5 0z 1 5 Inx) — 1
derivace podle x, derivujeme mocninou funkci podle vzorce €. 2. Fril yxY . (Inx)" = X
deri o 1 : < 0z vy 6 (log, x)" = !
erivace podle y, derivujeme exponencidlni funkci podle vzorce €. 4. @ =x/Inx a xlna
7. (sinx)’ = cos x
K urceni parcidlnich derivaci druhého fddu je tfeba parcidlni derivace prvniho fddu jako funkce dvou proménnych opét derivovat
jak podle x, tak i podle y, 8. (cosx)' = —sinx
%z 9 [0z 0
o 22 = (g = —1)x¥ 2 1
0x2 ~ ox (ax) ax W) =yly — 1T 9. (tanx)' =
0%z d [0z d / 1
= [ ZZ) = Z(ya¥ 1) = ¥l y—1q 10. (cotx) = ——
axay _ ay (8x> gy V¥ ) =& 4y, sinx
0%z 0 [0z 0 1 11. (arcsinx) =
=~ [ ZZ) = Z(x¥1 — Y11 y=, 1_ 12
Syax  ox (8y> o (¥Inx) =yx¥y ""Inx +x » V 1x
/
82 a a a 12. (arccos X) = —
gE_9 (%= = —(®Inx) = ¥InxInx = 2/ In” x. V1—a?
dy> oy \oy) oy f_ 1
13. (arctanx)’ = 5
Zdtraznéme, Ze v piipade spojitych funkci se spojitymi parcidlnimi derivacemi se smiSené parcialni derivace podle Schwarzovy 1+ 3;
véty rovnaji. 14. (arccotx) = — 5
Vskutku: 1+x
u=u(x) v=uv(x
0’z :]/xy_llnaH—xy1 =y Mnx 4+ Vr =y Tnae+ 2V =¥y Hiny = P’z a |
dyox x dxady’ 15. [c-u) =c-u'
Opét zbyva jednoduché vy&isleni parcidlnich derivaci druhého fadu pfimym dosazenim zadaného bodu [1, 1], 16. uto] =u' +£0
azz azz azz aZZ 17 [u . v]/ — u/ v+ u- v/
—(1,1) =0, —(1,1)=1, ——(1,1)=1, —(1,1)=0. ' -
dx? (L1) axay( ) ayax( ) Iy? (L1) , )
18, [E} _uo—u-v
v v?
19. [u(v)] = u'(v) -0
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117 - Parcialni derivace Posnamy @ —0
4
Zadani Urcete parcidlni derivaci Wazyﬁ funkce z = 2x%e¥ + sin(xy?). 2. (x") = nx"1
. ) ) . 3. (e*) =e"
ReSeni Video Teorie: 39, 40 Priklady: 223-227 Q
4 (@) =a*Ina
Derivujeme funkci z postupné podle jednotlivych proménnych. Nejdiive derivujeme podle x, poté jesté jednou podle x ,
a pak postupné dvakrét podle y. 5. (Inx) = =
X
1
I
6 (log, x) oy
d inx) =
£ = 4xe¥ + cos(xy?) - y* = 4xe? + y? cos(xy?) 7 (sinx)" = cosx
8 (cosx)' = —sinx
9 (tanx) = 12
9’z v 2 . 2y .2 vy A 2 €08 1x
Wzéle + y“(—sin(xy?) - y°) = 4e¥ — y* sin(xy”) 10. (cotx) = ——L
smn- x
11. (arcsinx) = \/11_7
0’ 1
ﬁ = 4e¥ — [4® sin(xy?) + y* cos(xy?) - x2y] = 4e¥ — 4y° sin(xy?) — 2xy° cos(xy?) 12. (arccosx)’ = — N
1
r_
13. (arctanx)’ = T
oty 14. (arccotx) = — 1 —:xz
= = 4e¥ — [12y% sin(xy?) + 4y cos(xy?) - x2y] — [10xy* cos(xy?) + 2xy° (— sin(xy?) - x2y)]
dx>dy u=u(x) v=no(x)
= 4e¥ — 12% sin(xy?) — 8xy* cos(xy?) — 10xy* cos(xy?) + 4x%y° sin(xy?)
y 2 o2 4 2 2.6 i (12 15. [c-u =c-u
= 4e¥ — 12y* sin(xy”) — 18xy* cos(xy~) + 4x“y° sin(xy~)
16. uto) =u' +o
17. w-o)' =u"-v+u-v
uy uv—u-v
18. [5} - v?
19. [u(v)] = u'(v) -0
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118 - Diferencial funkce

Zadani Vypocitejte diferencidl funkce z = f(x,y) = \/xy v bodé A = [2,1]. Urcete pfiblizn& hodnotu
£(2,04;0,99).

ReSeni Video Teorie: 41 Piiklady: 228, 229, 230, 231 ¢.9

Nejdiive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fadu podle proménnych x a v,

of _y of  «x

ox  2yxy oy 2,7y

Sestavime diferencial funkce z,

dr= Y gy X g 1
BEN RN N

Dosadime do diferencilu dz bod A,

(vdx + xdy).

dz(A) = dz(2,1) = 2%(1@ —2)+2(y-1)) = \/TE

VSimnéme si, Ze diferencial v bod¢€ je linearni funkce dvou proménnych.

(x +2y —4).

Pro pfiblizny vypocet funkénich hodnot pouZijeme posledni vztah v sekci ,,Pozndmky“. Uréime pfirustky
od bodu A = [2,1] k bodu [2,04;0,99],

dx =x—x9=2,04—2=0,04; dy=y—yo=0,99—1=—0,01.

Uréime funkéni hodnotu f(A) = £(2,1) = v/2. Uréime hodnotu diferencialu dz( A)(dx, dy) p¥i zndmych
prirustcich,

1 2 V2
~24/2100  200°

1
dz(A)(dx,dy) = dz(2,1)(0,04; —0,01) = —=(1-0,04—-2-0,01) =
2(A) (dx,dy) = dz(2,1)( )= 7475 )

Pfibliznd hodnota funkce f(2,04;0,99) pak bude

0,02

1
2V/2

£(2,04;0,99) ~ f(A) +df(A)(dx,dy) = V2 + % =2 (1 + ;ﬁ) .

Poznamky
Diferencidl funkce z = f(x,y)

_9f ;. 9f
dz = axdx+ aydy

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo

t2(4) = ) =)+ L) y-w)

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo
pfi zndmych pfirdstcich dx, dy

dz(A)(dx,dy) = %(A) -dx + %(A) -dy € R

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

9% f o*f 9% f
2, _ 2 2
d°z = axzdx +28xaydxdy—|— ayzdy

Priblizny vypocet funk&nich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)
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119 - Diferencial funkce

x+y
x—y

Zadani Vypocitejte diferencidl druhého fadu funkce z = f(x,y) =

Reseni Video Teorie: 41 Piiklady: 228, 229, 230, 231 ¢.9

Nejdiive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fadu podle proménnych x a v,

of _1-(x—y)—(x+y)-1_ -2
o (x —y)? (x =)
of _1-(x—y)—(x+y)-(-1) _ 2
ay (x —y)2 =97

Urcime parcidlni derivace druhého fadu

2
= () = mat-n =22

(x—y)*
’f _ 9 (ﬂ) i( —2y ) _ 20—y - (=2y)2(x—y) - (-1) _ —2(x+y)
oxdy  dy \ox/) dy \(x—y)? (x—y)* (x—y)3’
*f (8f) ( 2x ):2(x—y)2—2x~2(x—y)-1:—2(x—|—y)
dyox — ax \dy) — ox \(x —y)? (x—y)* (x—y)*’
2
o (F) - pet-n ) = -n =

Sestavime diferencial druhého fadu

4y x+y 4x 4
d?2z = dx? —4-""7 dxdy+ —" _dy? =
IT =Y Ty

=97 CEE (ydx® — (x + y)dxdy + xdy?).

Poznamky
Diferencidl funkce z = f(x,y)

_9f ;. 9f
dz = axdx+ aydy

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo

3 (4) - (y - o)

d2(4) = SA)- =)+

ox

Diferencidl funkce z v bodé A =
pfi zndmych pfirdstcich dx, dy

[0, Yo]

9 (4)-dy e R

dz(A)(dx, dy) — %(A) dxt

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

0*f 0*f 2f
2, _ 2
d°z = axzdx +28xaydxdy—|— 3y ~>d

Priblizny vypocet funk&nich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)
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120 - Te¢na rovina, normala

A=[237.

Zadani Naleznéte te¢nou rovinu a normélu ke grafu funkce z = f(x,y) = vV2x — /3y — x v bodé

ResSeni

af V21
ox 2 Jx

ox

Sestavime rovnici tecné roviny

rovnici prevedeme na obecny tvar

Pro parametrické rovnice normdly dostdvdme

2" oy

Video Teorie: 43 Piiklady: 232,233 .9

Bod A je bod dotyku, xg = 2, yo = 3, uréime jeho z-ovou slozku, zo = f(xo,y0) = f(2,3) = —3.

Vypocitame parcidlni derivace prvniho fadu funkce f v bodé A = [2, 3],

of _
4 ay_

V3 1

2

a tyto funkce dvou proménnych vy¢islime na bodé¢ A = [2, 3],

%(A):_l of _

T:z—|—3:—%(x—2)—%(y—3),

T:x+y+2z+1=0.

Poznamky

Tecnd rovina T ke grafu funkce z = f(x,y)
= [

v bod& A = [xo, 0,20 = f(x0,v0)], A = [x0, Vo)
T:2zZ—20= %(A)(x — Xp) + %(A)(y—yo)

Normdla n grafu funkce z = f(x,y)
vbode A = [x0,y0,20 = f(x0,y0)], A = [x0,Y0]

X = Xxg+ i(A)t

ox
0
n: y:yo+£(fl)t, teR
z=2z9—1t
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121 - Taylortiv polynom

Poznamky

Zadani Naleznéte Taylortiv polynom druhého fadu funkce
z=f(x,y) =2x> —xy +3y*+x—y+1vbodd A =[1,1].

Tayloriiv polynom m-tého fadu funkce z = f(x,y) v bodé
A = [x0,y0]

ResSeni

druhého ¥4du. Bod A = [xg, yo] = [1,1].

f(A)=5

df(A) = (4x =y + Dlpy(x = 1) + (=x +6y = pyy = 1)
=4(x—1)+4(y—1)
=4x+4y —8

= 4x? —8x +4—2xy +2x +2y — 2+ 6y* — 12y + 6
= 4x* — 2xy + 6y* — 6x — 10y + 8

4x+4y —8  4x* —2xy +6y> —6x — 10y + 8

1! 2!
=54 4x+4y —8+2x> —xy+3y> —3x —5y +4

=2x% —xy + 32 +x—y+1

T,(A) =5+

Video Teorie: 43 Priklady: 234, 235 Q

Uréime hodnoty f(A), df(A) a d?>f(A). Poté dosadime do formule pro TaylorGv polynom

Pf(A) = A, (x — 12 +2- (=Dlpy(x =1y —1) + 6y — 1)?

df(A dA"f(A
Tm(A):f(A)_|_L+..._|_ f(4)
1! m!
Tayloritv polynom druhého fadu funkce z = f(x,y)
vbodé A = [XO,yo]

L f(A) | PA(A)

Ty(4) = f(a) + LE 2L

resp.

Ta(4) = £(4)+ g7 (A5 —30) + LA -w) )
2 2

51 (G2 =502+ 25 (A= )y~ 10)

2
n a—y&A)(y —yo>2)

Zdiraznéme, Ze TaylorGv polynom funkce je polynom.
Pokud pocitime napi. Taylortiv polynom druhého tfadu
z polynomu dvou proménnych druhého stupné (viz. fe-
Send uloha), vysledkem je ten samy polynom druhého fadu.
Kazdy polynom stupné 7 je sdm sobé Taylorovym polyno-
mem stupné m pro kazdé m > n.
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122 - Derivace implicitni funkce

Zadani Obéma zpiisoby naleznéte derivaci implicitn{ funkce dané rovnici x> + y + y? — 2xy = 3 vbodé A = [1, —1].

ReSeni Video Teorie: 44, 45 Priklady: 236, 237, 238 ‘C}’

V naSem ptipadé plati
F(x,y) = x> +y+y* —2xy — 3.

Urcime parcidlni derivace

oF ., oF
a—?)x 2y, @—1+2y 2x.

Jednd se o spojité funkce, navic

oF

@(A) =142y —2x[p—p1,1) = -3 #0.

Derivace implicitni funkce tedy existuje a je jedind. Dosadime do formule pro derivaci implicitni funkce v bodé¢ A =
[x0,y0] = [1,—1],

3x% — 2yl,-y 5 5

!/
1) = — -2 2
f( ) 1 +2y—2.7C|[1/71} -3 3

Druhy zplsob spo¢ivé v predpokladu, Ze v rovnici F(x,y) = 0 budeme predpokladat zdvislost y = y(x). Tzn., Ze v této
rovnici zustava pouze jedind nezdvisld proménnd, a to x. Rovnici poté derivujeme podle x, zvlast pravou i levou stranu
rovnice,

%(x3+y+y2—2xy—320) = 3x2 4y +2yy — 2y —2xy’ = 0.

Z rovnice vyjadfime v’

—3x2+2y = 3x*—2

/ I /:_ 2 / . — 2 /: = —
Yy +2yy —2xy 3x°+2y =y (1+2y —2x) 3x+2y =y 152y —2x T+2y—2x

Kde se v rovnici po derivaci vzalo y’ ? Musime si uvédomit, Ze y zdvisi na x, y = y(x). Nevime ale, jak konkrétné ta
zdvislost vypadd. Derivujeme tedy pouze formalné, tj. nad y napiSeme céarku. Funkci yz musime ovSem derivovat jako
sloZzenou funkci, mdme obecnou zdvislost ¥ na x, na kterou plisobi druhd mocnina. Derivujeme nejdiive vnéjsi slozku
(druhou mocninu) v tom samém bodé (v i) a poté ndsobime derivaci vnitini funkce, derivaci y podle x, coZ je formdlné
y'. Vyraz 2xy musime derivovat jako soucin dvou funkci proménné x.

Poznamky

Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) =0

oF
F— _0x
SR L
9y
Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé
A = [x0, Yol
e
/ __dx
f (X()) ~ T OF
=5 (4)
%y

Alternativni zptsob vypoctu:

e v rovnici F(x,y) = 0 piedpo-
kladame zévislost y na x, y = y(x),

e rovnice F(x,y) = 0 prejde na
rovnici F(x,y(x)) = G(x) =0,

e derivujeme funkci jedné pro-
ménné G podle x,

e vyjadiime y'.
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123 - TeCna a normala k implicitni funkci Poznamky
Zadani Naleznéte te¢nu a normdlu k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici €Y = x + 2y v bodé A = [1,0]. Tecna k implicitni funkci y = f(x) dané
y rovnici F(x,y) = 0 v bodé A = [xo, Yo
Reseni Video Teorie: 44, 45 Priklady: 239, 240 Q
oF oF
V nasem piipadé je funkce F ddna & 5(’4) (x = xo) + @(A)(y ~Y0) =0

F(x,y) =e¥ —x—2y.
Normdla k implicitni funkci y = f(x)

Ur¢ime parcidlni derivace funkce F v bodé A = [xo, yo] = [1,0], dané rovnici F(x,y) = 0vbodé A = [x, Y]
oF oF oF
P (A) = ye 1l = 1, 1 G (A)x = 30) = S(A) — o) =0
oF

@(A) = xexy _2|[1,0} = —1.

Sestavime rovnici teCny t ke grafu implicitni funkce,

t:—(x—1)—y=0=>y=—x+1.

Sestavime rovnici normély 7 ke grafu implicitni funkce,

n:—(x—-1)+y=0=y=x—1
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124 - Lokalni extrémy - prvni Cast

Zadani Naleznéte lokaln{ extrémy funkce z = eV (2y% + x2).

Reseni Video Teorie: 46, 47 Piiklady: 241, 242, 243,244 €3

Definiénim oborem funkce z je mnoZina IR?. Uréime parcidlni derivace prvniho fidu a sestavime rovnice
pro stacionérni body,

% — e TV (20) 2P +22) +e Y 2x = —2xe ¥V (22 + 2% —1) =0,
)
é = e TV (<2y) (27 +47) +e T Vidy = —2ye V(27 + 57 —2) = 0.

RS 242 , . o v , , .. . . .,
Exponencidlni funkce e~ ~¥ je kladn4, tedy nikdy nemtize nabyt nulové hodnoty a Ize ji z rovnic pro stacionarni

body vykrétit. Rovnice piejdou na tvar

x(2y? +x* 1)
y(2y* + 2% - 2)

Predpokladejme nejdiive, Ze x = 0. Ze druhé rovnice y(2y? —2) = 0 dostaneme feSeni y = 0 ay = 1.
ObdrZime tfi rizné staciondrni body, Ay = [0,0], A, = [0,1] a A3 = [0, —1].

0,
0

Ve druhé rovnici predpoklddejme, 7e¢ y = 0. Z prvni rovnice x(x> — 1) = 0 dostaneme feseni x = 0
a x = =£1. Bod [0,0] jiZ mdme vypo&itany, piibyly dalsi dva nové staciondrni body, bod Ay = [1,0] a
As = [-1,0].

Pokud x # 01y # 0, feSime nésledujici soustavu rovnic,

27 +x*—1=0,
2y% +x* —2 = 0.

Pokud obé rovnice od sebe odecteme, dostaneme rovnici 1 = 0, ale 1 se nikdy 0 nerovnd. Soustava nemd Zadné
feSeni.

Ur¢ili jsme celkem pét staciondrnich bodi:

A1 =1[0,0], A,=101], A3=1[0,—1], As=11,0], As=][-1,0].

Poznamky

e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e vypolitime parcidlni derivace prvniho

e nalezneme stacionarni body A jako
reSeni soustavy rovnic

of _ o 9o _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

2 2
Thay 2L

0x?2 dxd
Q(A) = aZf any
_Pf P 2f )
D= ShaTh ) - (55:4)
2
D; = %(A)

e klasifikujeme lokdlni extrém

A neni extrém, je-li Dy < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D1 < 0
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125 - Lokalni extrémy - druhd Cast

Zadani Naleznéte lokdln extrémy funkce z = e =¥ ¥* (22 + x2).

ReSeni
Pokracujeme v hledani lokdlnich extrému funkce z predchoziho listu. Nalezli jsme celkem pét stacionarnich
bodt. Ur¢ime matici druhych parcidlnich derivaci a vyhodnotime ji na jednotlivych stacionarnich bodech A;,
1=1,2,3,4,5,

2.2

0- (((—2+4x2)(2y2 +a2 1) — 4x?)e Y

dxye Y (2% 4+ x2 — 3)
4xye_x2_y2(2y2 +x%—3) el I

((—2+492) (242 + 22— 2) — 8y2)e

_2 _2 _4 _4
QA1) = (3 2) Q(42) = ( : _08) Q(43) = ( : _08> Q(As) = ( . 2) ,Q(45) = ( K

V nasledujici tabulce uvadime souhrnny prehled klasifikace extrému v jednotlivych bodech:

Staciondrni bod A; Ds D,  extrém o hodnoté z = f(A;)
A1 =10,0] 2>0 8 >0 ostré lokdlni minimum z = 0
Ay =1[0,1] -2<0 l—g’ >0 ostré lokdlnf maximum z = 2
Az = [0, —1] —% <0 l—? > 0 ostré lokdlni maximum z = %
Ay =11,0] ~1<0 —32 < 0 extrém neexistuje
As = [—1,0] —2<0 -5 <0 extrém neexistuje
0.8
0.8 0.7
0.7 0.6
0.6 0.5
0.5 0.4
0.4 0.3
0.3 0.2
0.2 0.1
0.1 0
0

o O
N~

Poznamky

e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e vypolitime parcidlni derivace prvniho

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

o,

adf
ox oy 0

dy

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

2 2
Thay 2L

0x?2 dxd
Q(A) = aZf any
_Pf P 2f )
D= ShaTh ) - (55:4)
2
D; = %(A)

e klasifikujeme lokdlni extrém

A neni extrém, je-li Dy < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D1 < 0
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126 - Lokalni extrémy - prvni Cast

Poznamky

Zadani Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = f(x,y) = sinx

+cosy+cos(x —y),0 <xy < 2. e ur¢ime defini¢ni obor funkce z = f(x, )

arkussinus, kterou lze aplikovat na druhou rovnici,

2

sk="oyx="
6 3

N
NI =
N
N =

ProtoZe jak x, tak y patii do intervalu (0, 7), bude rozdll x — y patfit do intervalu (—7, 7). Nicméné funkce
sinus je jak na intervalu (0, 7), tak i na intervalu (=7, 7) prostd, to ale znamend, Ze existuje funkce inverzn,

2sin2;+sinf—1:0;»2t2+t—1:o;»t1:—,tzz—l.

Vzhledem k omezeni x na interval (0, 7) zdporné feSeni neuvaZujeme,

l\ieéeni Video Teorie: 46, 47 Pf‘iklady: 241, 242, 243, 244 Q PY Vypoél'téme parCIélnf derivace prvnfho
V/d af af
Urcime parcidlni derivace prvniho fadu a sestavime rovnice pro stacionarni body, radu ox’ @
of ) of ) ) e nalezneme staciondarni body A jako
3y Cosx— sin(x —y) =0, @ = —siny +sin(x —y) = 0. feSeni soustavy rovnic
Ze druhé rovnice dostavame i -0 % -0
sin(x —y) = siny. dox oy

7T TT
e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci

druhého fadu ve stacionarnich bodech A

Ly 2L

arcsin(sin(x — y) = siny) = arcsin(sin(x — y)) = arcsin(siny) = x —y=y =y = : dx? oxdy
2 Q(A) = aZf aZf
Tuto rovnici dosadime do prvni rovnice, ayax(A) ay? 2(4)
cos x — sin(x —y) = 0 = cos x — sin (x — g) =0 = cosx — sing =0. e oznacme
. : e . ?f 0°f 0 f
VyuZijeme goniometrické identity cos x = cos? £ — sin? % a cos? £ = 1 — sin? 2, D, = —5(A
yuZijeme g y > 3 : > 2= 25 ( )ay( ) — axay( )
2
coszg—sinzg—sing =0= 1—sin2;—sin2g—sing :0:>25in2g+sing—1 =0. Dy = ‘;szr( )
PouZzijeme substituci sing =1, e klasifikujeme lokdlni extrém
1 A neni extrém, je-li Dy < 0

2
A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

- . A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0
= Yy = — = staciondrni bod A = [—, —] .
6 3 A je ostré lok. maximum, je-li navic D1 < 0
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127 - Lokalni extrémy - druhd Cast

Zadani Naleznéte lokaln{ extrémy funkce z = f(x,y) = sinx +cosy +cos(x —y),0 < x,y < 7.

ReSeni
Pokracujeme v hledani lokalnich extrémt funkce z predchoziho listu. Nalezli jsme jeden stacionarni bod. Ur¢ime
matici druhych parcidlnich derivaci a vyhodnotime ji na bod¢ A,

—sinx —cos(x —y)|a

cos(x — y)|a

cos(x —y)|a

(5 4
—cosy —cos(x —y)|a 4 —V3)

9
D; = —V/3, Dy= 7.

Protoze D, > 0, v bodé A = [%, %} extrém existuje. Protoze D1 < 0, md funkce z = f(x,y) = sinx +

-

Urc¢ime determinanty D a D»,

cosy + cos(x —y) vbodd A = [5, Z] ostré lokdlni maximum z = %3

Poznamky

e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e vypolitime parcidlni derivace prvniho

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

of _o 9o _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

2 2
Thay 2L

9x2 9xd
Q(A) = aZf any
ayax(/\) a—yz(A)
_Pf P f .\
D= ShaTh ) - (55:4)
2
D; = %(A)

e klasifikujeme lokdlni extrém

A neni extrém, je-li Dy < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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128 - Vazané extrémy Poznamky
Zadani Naleznéte vdzané extrémy funkce z = f(x,y) = /4x + y? + 5 vzhledem k podmince 2x — 3 —y = 0. V pripadé, Ze lze jednoznalné z rovnice
. ] i y vazby vyjadiit bud’ x nebo y, budeme postu-
Reseni Video Teorie: 48 Priklady: 245, 246 Q povat pfi hleddni vdzanych extrému takto:
Ur¢ime nejdiive defini¢ni obor funkce z, funkce z bude existovat, pokud bude vyraz pod odmocninou e vyjadiime bud’ y = ¢(x) nebo x = ¢(v)
nezaporny, tj.
4 +12+5> 0= x> —212 = yiz. obrizek v, Pozndmkdch®. o vizané extrémy hleddme jako lokdlnf
4 4 extrémy funkce jedné proménné bud’
Z rovnice vazby 2x — 3 — y = 0 Ize jednoznacné vyjadfit jak y, tak x. Vyjadiime v, z = f(x,¢(x)) neboz = f(¢(y),y)
y—2c-3, INETE
.

Dosadime vazbu do predpisu funkce z,

z= \/4x—|—(2x—3)2+5=\/4x-|—4x2—12x+9+5: V4x2 — 8x + 14,

dostaneme funkci jedné proménné z = z(x, ¢(x)) (proménné x) a snadno se presvédéime, ze D, = R. Uréime
prvni derivaci, poté ji poloZime rovnu nule a dostaneme rovnici pro staciondrni body této funkce,
,  dz 8x — 8 4x — 4

7 = — = = =0=4x—-4=0=x=1.
dx  24/4x2 —8x+14 V4x2 —8x+ 14

Defini¢nim oborem prvni derivace je D, = IR. Na intervalu (—oo,1) je prvni derivace z’ < 0, funkce z je
na tomto intervalu klesajici. Na intervalu (1,00) je prvni derivace z’ > 0, tzn. funkce z je na tomto intervalu
rostouci. Ve stacionarnim bodé¢ x = 1 se méni znaménko prvni derivace z — na + coZ znamend, Ze v bodé x = 1
ma funkce z lokdlni minimum.

Dosadime bod x = 1 do rovnice vazby, dostivime y = —1. Snadno ovéfime, Ze bod A patfi do definic-
niho oboru funkce z = /4x + yz + 5, viz. obrazek vpravo.

Funkce z = y/4x + y?2 + 5md v bodé A = [1, —1] vdzané lokdlni minimum z = f(1,—1) = v/10.

Zcela analogicky budeme postupovat v pripadé€, kdy lze z rovnice vazby vyjadrfit jednoznacné x.
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129 - Vazané extrémy

Zadani Naleznéte vdzané extrémy funkce z = f(x,y) = —8x + 6y — 5 vzhledem k podmince x> + y? = 100.

Reseni Video Teorie: 48 Priklady: 245, 246 Q

Sestavime Lagrangeovu funkci pro funkci f(x) = —8x + 6y —5a g(x,y) = x* + > — 100,
®(x,y,A) = —8x + 6y — 5+ A(x* +y> —100).

Vypocitame parcidlni derivace prvniho fadu funkce P, které polozime rovny nule. Ziskdme tak rovnice pro sta-
cionarni body funkce P,

0P 0P
a3y = 8T2Ax=0, @—6+2Ay—0,

ke kterym priddme rovnici vazby, feSime nasledujici soustavu rovnic

6+2\y=0 = y:—E

4
—8+2Ax=0 = x=—
+ 2Ax X 1 1

dosadime do rovnice vazby za x a y,

4\? 3\?2 16 9 1 1
2 2 x 2 _ T 2 _ 2 _ = — 4=
24y _100:(0 +( A) 100 = 5 + 55 =100 = 1004 =25 = A2 = 7 = Ay p = £

Dopoc¢itdme staciondrni body A = [x, y| dosazenim A,

1 1
M= 5 = A1=[8,-6], A= ) = Ay = [-8,6].

Sestavime matici parcidlnich derivaci druhého fadu a vyhodnotime ji na stacionarnich bodech,
?f  f
- — 7 A — ’ A - .
Q Pf  Pf (0 0 Q(A1) 01 Q(A2) 0 —1
dydx  dy?

Vbodé A; = [8,—6] je D1 > 0, Dy > 0. Funkce z = f(x,y) md v bodé A; = [8, —6] vdzané lokdlni minimum
z = —105. V bodé Ay = [—8,6] je D1 < 0, Dy > 0. Funkce z = f(x,y) md v bodé¢ Ay = [—8, 6] vdzané
lokdlni maximum z = 95.

Poznamky

V pripadé, Ze nelze jednoznacné z rovnice
vazby g(x,y) = 0 vyjddfit bud’ x nebo y
budeme postupovat pii hleddni vadzanych
extrému takto:

e sestavime Lagrangeovu funkci

D(x,y,A) = f(x,y) +Ag(x,y)
e hleddme lokdlni extrémy funkce ®

e mi-li funkce ® ve svém staciondrnim
bodé lokaln{ extrém, mé i funkce z = f(x,y)
v tomto bodé lokalni extrém vizany podmin-
kou g(x,y) = 0, tzv. vazany extrém
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130 - Globalni extrémy

Zadéani Naleznéte globdlni extrémy funkce z = f(x,y) = x?> — y na &tverci s vreholy [1,1], [3,1], [3,3], [1,3].

ReSeni Video Teorie: 49 Piiklady: 247, 248, 249 .9

Definicnim oborem funkce z je Ctverec, viz. obrazek v ,Pozndmkdch®. Ur¢ime lokdlni extrémy funkce

= P) P)
2 _ox=0 Z£__1-0

Iy
Je zfejmé, Ze druhd rovnice nemd feSeni, lokdlni extrémy neexistuji. Ur¢ime rovnice hrani¢nich kiivek, tyto
rovnice reprezentuji rovnice vazeb,

AB:y=1,x€(1,3), BC:x=3,y€(1,3), CD:y=3,x€(1,3), DA:x=1,y¢€(L,3).
Jednotlivé rovnice vazeb dosadime do funkce z a nalezneme piipadné vdzané extrémy,

AB:z=x*-1=7 =2x=0=x=0=0¢ (1,3) = extrém neexistuje,
BC:z=9—y =z = —1=0 = rovnice nemd feSeni = extrém neexistuje,
CD:z=x*-3=72=2x=0=x=0=0¢ (1,3) = extrém neexistuje,

DA:z=1-y =z = —1=0 = rovnice nem feeni = extrém neexistuje.
Zbyva porovnat funkéni hodnoty ve vrcholech ¢tverce,
f(A)=0,f(B) =8, f(C) =6, f(D) = =2 = f(D) < f(A) < f(C) < f(B).

Funkce z ma v bodé D globalni minimum o hodnoté z = —2, v bodé B ma globalni maximum o hodnoté z = 8.

Poznamky

Budeme postupovat takto:

e uréime definicni obor Df funkce

z=f(x,y)

e nalezneme lokdlni extrémy této funkce
na mnoZiné Dy, ze které vyloucime hranici

g(x,y) =0

e uréime vazané extrémy této funkce
vzhledem k podmince g(x,y) =0

e porovname funkéni hodnoty vSech ex-
trémt, extrém s nejveétsi funkéni hodnotou
bude globdlnim maximem, extrém s nejmensi
funkéni hodnotou bude globdlnim minimem

,,,,,,,, A0 R R N A
,,,,,,,, 3
,,,,,,,, 2
,,,,,,,, R
-1 o 1 2 3 4




Resené piiklady — Oby¢ejné diferencialni rovnice
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132 - Diferencidlni rovnice - pfima integrace Poznimky
Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice v/ = 6x — 6. Pfimd integrace
Reseni Video Teorie: 51, 52 Piklady: 251-259 €3 Diferencidini rovnice typu  y™") = f(x)

V zadéani diferencidlni rovnice se nachdzi nezndmd funkce y pouze ve své tieti derivaci, proto k nalezeni

obecného feSeni pouZijeme pifimou integraci. Postupnym integrovinim budeme sniZovat fad derivace hledané k-td derivace

(k) — ( (k*1)>
funkce y. Budeme vychézet ze skuteCnosti, Ze v’ = ﬂ(y” ). Yy ax Y / 1<k<n
d /! 1! v v ,
%(y )=6x—6 = d(y')=(6x—6)dx, Obecné reSeni
/d(y”):/(6x—6)dx = y”:3x2—6x—|—C1. y://f(x)dxdx,
~ ~
Stejnym zplisobem budeme sniZovat fdd diferencidlni rovnice dokud nedostaneme nezndmou funkci y. Tedy n-krdt n-krdt
d . 2 / 2
E(y) =3x"—6x+C; = dy) = (3x"—6x+Cy)dx,

[aw) = [ -6viciix = y=2-32+CriG

a
d
=232+ Cxt G = d(y) = (¢ -3+ Cix + )y,
x* x?
/d(y) = /(x3—3x2+C1X+Cz)dx = y=7-O+05 +Crt G
Vidime, Ze v obecném feSeni této diferencidlni rovnice 3. fddu se vyskytuji pravé 3 integrani konstanty
Cy, G, Cs.

Partikularnim feSenim rozumime konkrétni kfivku. Tu ziskame libovolnou volbou konstant Cy, C, a Cs, napf. pro
C1 =2, Cy = 3 a C3 = 5 dostaneme partikuldrni fesen{

4

y:xz—x3—|—x2+3x+5.
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133 - Separovatelné diferencidlni rovnice

x—e ¥

Zadani UrCete obecné feSeni diferencidlni rovnice y' = R
y+e

ReSeni Video Teorie: 52, 53 Piiklady: 251-259 €3

dy

Nejprve nahradime derivaci y’ podilem diferencidla I
dy x—e*
dx  y+eV’

Nyni budeme chtit rovnici zapsat v tzv. separovaném tvaru, tj. na levé strané chceme mit pouze vyraz obsahujici
proménnou Y a na pravé ty, které obsahuji proménnou x

(y+e)dy = (x —e %) dx

Integraci obou stran rovnice dostaneme

y2 x2
+e¥)dy = x—e ¥)dx = tef="—+e*+C.
(v y 5 >
Obecné feSeni obdrzime ve tvaru
y2 x2
E—E—Fey—e_x:C.

ProtoZe C je konstanta, bude po vyndsobeni dvéma hodnota 2C také konstantou a v zdpise ji miiZeme nahradit
pismenem K. Po tpravé dostaneme vysledek:

y? —x* +2e¥ —2e 7 =K.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

ypu Y = P(x)Q(y)

Derivace
,_ dy
dx

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0
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134 - Separovatelné diferencidlni rovnice

2

Zadéani Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice y’ = cos? x cos? 2y.

Reseni Video Teorie: 52, 53 Priklady: 251-259 Q

d
Nejprve nahradime derivaci i’ podilem diferenciéld 2y

dx

dy — cos? x cos? 2y

dx

Rovnici za pfedpokladu, Ze cos 2y # 0, upravime na rovnici v separovaném tvaru

dy
cos? 2y

dy 2
/ cos?2y / cos” xdx,

1 1 1
EtanZy =X + L—Lsian—l— C.

Po dpravé ziskdme obecné feSeni ve tvaru

= cos? xdx.

Integraci obou stran rovnice

dostaneme

2tan2y —sin2x — 2x = K.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

ypu Y = P(x)Q(y)

Derivace
,_ dy
dx

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0
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135 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSent diferencidlni rovnice y%v/1 — x2 i/ = arcsin x.

Reseni Video Teorie: 52, 53 Priklady: 251-259 Q

d
Nejprve nahradime derivaci i’ podilem diferenciéld 2y

dx

V1 - xzd—y = arcsin x.

dx
Za predpokladu, Ze v/1 — x2 # 0 vyraz upravime na rovnici v separovaném tvaru

24, arcsin x
yay -2

Abychom nalezli obecné feSeni, budeme integrovat nyni obé€ strany rovnice

/ 24, arcsmx
4 v1-— x2

Integral na pravé stran€ rovnice si miiZzeme spocitat zv1ast’

- t = arcsinx 1
aresiny , - _ [ ] — /tdt =5 = Ea1rcsin2x—|— C.

dx.

Via gt = 1 _dx

V1-x2
Po dosazeni obdrzime rovnici
1 )
7 — Zarcsin®x + C.
2
Odtud plyne, Ze obecné feSeni ma tvar

i ;arcsin2 x=C.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

ypu Y = P(x)Q(y)

Derivace
,_ dy
dx

Obecne Feseni

/Q /P ydx + C,

pro Q(y) # 0
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136 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Reste Cauchyho tlohu (8y” + 6y° + 4y° +2y) y' = 5x,y (£) = 1.

Regeni Video Teorie: 52, 53 Piiklady: 251-259 €3
: . L : e dY
Nejprve nahradime derivaci y* podilem diferencialt I
7 5 3 dy
<8y + 6y° + 4y +2y> Fri 5x.

Vyraz upravime na rovnici v separovaném tvaru
<8y7 +6y° +4° + Zy) dy = 5xdx.

Nyni obé strany rovnice integrujeme

/ (8}/7 +6y° +4y° + Zy) dy = /5xdx.

Obecné feSeni ma tvar 5
P4+ +yt Y= §x2+C, CeR.

Dosazenim pocate¢ni podminky uréime hodnotu konstanty C

54\ 5
8 6 4 2 _ Y[ = _ -
1°+1"+ 17 +1 —2(5> +C = C—z.

Hledané feseni je tedy
5 5
8 1 6 1 A2 2

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

ypu Y = P(x)Q(y)

Derivace
,_ dy
dx

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0




Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

137 - Separovatelné diferencidlni rovnice

/

Zadsni Reste Cauchyho tlohu y? = —2sinx,y () = 1.

Reseni Video Teorie: 52, 53 Piiklady: 251-259 €3

d
Nejprve nahradime derivaci i’ podilem diferencidld 2y

dx
1d .
24 —2sinx.
ydx
Vyraz upravime na rovnici v separovaném tvaru

idy = —2sinxdx.

Po integraci mame

/llldy: —Z/Sinxdx = In|y|=2cosx+C

Podle pravidel pro poc€itini s logaritmy a exponencidlnimi vyrazy je

| — eZcosx+C - 2cosxeC

= y= +eCe?s*  CeR

ly ly| =e

ProtoZe C je konstanta, tak bude i vyraz +e€ konstantou a miZzeme ho nahradit symbolem K (K # 0, protoZe
funkce y = 0 neni feSenim zadané diferencidlni rovnice)

2cos x

y = Ke
Dosazenim poc¢étecni podminky uréime hodnotu konstanty K

1 =Ke*®7" = K=¢%

Hledané feSeni je tedy

_ e2e2 Ccos X

y= = y= e2cosx+2

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

ypu Y = P(x)Q(y)

Derivace
,_ dy
dx

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0




Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

138 - Separovatelné diferencialni rovnice Poznamky
Zadani UrCete obecné feSeni diferencidlni rovnice y' = 3x — 2y + 5. Separovatelnd diferencidlni rovnice
. r_
ReSeni Video Teorie: 52, 53 Piiklady: 260, 261 €3 npu Yy = f(ax+by+c)
/
: : _ . I . ! r - . .
Zavedeme substituci # = 3x -2y +5 = uw =3-2y = Yy = a dosadime do dané Derivace
diferencidlni rovnice , dy
3—u vy ==
= U dx
2
V rovnici nahradime derivaci #’ podilem diferencidlt % a upravime ji na rovnici v separovaném tvaru Substituce
d U =ax-+by+c kdeu = u(x),
j:u = d—u=3—2u = du =dx odtud ! )
2 dx 3—2u W —a
W=a+by = vy =
Nyni ob€ strany rovnice budeme integrovat b
Ju 1 prob # 0
3_2u:/dx = —§1n|3—2u|:x+C

Podle pravidel pro pocitani s logaritmy a exponencidlnimi vyrazy je

1 1 1
In———s=x+C = ———=e"C = —_=V3-2u = e~ (tC) — /32y,
3—2u 3 —2u ext

tedy

e e C = /3 -2(3x 2y +5).

ProtoZe C je konstanta, tak bude i vyraz e~ konstantou a miizeme ho nahradit symbolem K a po jednoduché
upravé obdrzime obecné feSeni ve tvaru

Ke™ = /4y —6x —7.

Pozn.: Tuto diferencidlni rovnici miZeme fesit také jako diferencidlni rovnici linedrni.
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139 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice ' = cos(x — y).

Reseni Video Teorie: 52, 53 Priklady: 260, 261 Q

Zavedeme substituci u = x—y = u =1-y

rovnice

= y = 1—u' a dosadime do dané diferencidlni

1—u' =cosu

V rovnici nahradime derivaci 1’ podilem diferencilt Z—Z a upravime ji na rovnici v separovaném tvaru

du du
l1—-—=cosu = ———=dx
dx 1—cosu

Nyni budeme ob¢ strany rovnice integrovat

/d—”:/dx
1—cosu

Integral na levé strané rovnice si spocitdme zvI4st’

/ du _ t itlarzz% _/ 1 2 dt—/dt——l—— 1 +c ——cotu—i—c

1—cosu | 8% _T N _;_1;14—1‘2 )2 tan § 1= 2 b
dl/l :H_tzdt

tedy

cotu =Xx-+cC
2 z

Po ndvratu k substituci a jednoduché dpraveé dostaneme obecné feSeni ve tvaru

x—yzcz = x+cotx_y:C.

—x — cot
JCCO2 )

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

typu y' = f(ax +by +c)

Derivace

Y

dx

Substituce
u=ax+by+c, kdeu = u(x),
odtud

W=a+by = vy =

prob # 0

u' —a

b
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140 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice xy’ — y = 2, /xy.

ReSeni Video Teorie: 52, 54 Piiklady: 262-269 ¢ 3

Yy Y
/-i-ayft

Zavedeme substituci z = 2, kde z = z(x).Odtudjey = zxay =z/x +z.

1

ODb¢ strany rovnice nejprve vyndsobime vyrazem ;- a upravime

Woy=2/3y =

Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tpravé dostaneme
Zx+z—z2=2yz = Z'x =24/z.

V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencidlt g—fc apro \/z # 0 a x # 0 ji upravime na rovnici v separo-

vaném tvaru p p
z z

—x =2z = —

dx \/E

Nyni ob€ strany rovnice budeme integrovat

d—zz/zdx = /zédz:/%dx =
VA x

Konstanta 2C muZe nabyvat v§ech hodnot z mnoziny redlnych cisel stejné jako funkce In x, napiSeme si ji tedy
jako 2C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

2
= —dx
x

=2Injx|+C = +z=In|x|+2C.

N
Nh—\| Nl

Vz=In|x|+InK = Vz=mIh(K|x]) = z=In*K|x|).
Dosazenim z = % a po upravé dostaneme obecné reSeni ve tvaru
%zln‘z Klx]) =  y=xIn*(Klx|).

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =02
na tvar y ¢ .
Derivcczzce

r_ 4y
L
Substituce
z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z'x+z
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141 - Separovatelné diferencidlni rovnice

3y —2
Zad4ni Urcete obecné fesen{ diferencidlni rovnice y' = Z n yx'
ReSeni Video Teorie: 52, 54 Priklady: 262-269 {:}
.. . . / 3% -2
Danou rovnici nejprve upravime na tvar y = T
X

Zavedeme substituci z = 2, kde z = z(x).Odtud jey = zxay = z'x + z.

Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tipravé dostaneme

3z -2 , 3z-2 , z2 —2z+2
zZX = —Zz = 2= -

/
= =
Zxtz 142z 14z 1+z

V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencidlt Z—i a upravime na rovnici v separovaném tvaru

dzx_ 722 — 2742 N 1+z gy — dx
dx” 14z 2227242 x

Nyni budeme integrovat obé strany rovnice

1+z dx 1 1 (2z —2) dx
————dz=— | — 2/—01 —/—d =— | =
/22—22+ZZ x ~ (z—1)2+41 23 2227 42" X

Konstanta 2C muiZe nabyvat vSech hodnot z mnoziny redlnych ¢isel stejné jako funkce In x, napiSeme si ji tedy
jako 2C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

K

4arctan(z — 1) =In 2 —2212)

Yy y—x _, K

Po dosazenim z = = a tpravé dostaneme obecné feSeni: 4 arctan =In— 5
X X Y- —2yx + 2x

1
2arctan(z—1)+§ln|z2—22+2| = —In|x|+C = 4arctan(z—1)+In|z> —2z+2| = —Inx*+2C.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =02
na tvar y ¢ .
Derivcczlce

r_ 4y
L
Substituce
z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z'x+z
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142 - Separovatelné diferencidlni rovnice

JE-Z

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice xy’ — y =

Reseni Video Teorie: 52, 54 Piiklady: 262-269 ¢ 3

SO

Zavedeme substituci z = % kdez = z(x).Odtudjey = zx ay’ = z'x + z.

Danou rovnici nejprve upravime na tvar y' =

Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tpravé dostaneme

x+z=z+Vz2-1 = Zx=+vz2-1

V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencialt 4 dx’ upravime na rovnici v separovaném tvaru a poté inte-
grujeme
dz 5 dz dx
—x=vz-—1 = — = —
dx 2 _1 X

[ ==

Integrél na pravé stran€ rovnice si spocitime zv14ast’

=VzZ—-1+z

dz dt
/—22_1: dt :<%\/2222771+1>d2 :/T:1n|t|:1n’z+\/zz_1|+cl
dat  __ dz
T V2

Po integraci obou stran dostaneme In |z + /22 — 1| = In|x| + C.
Konstanta C mutiZe nabyvat vSech hodnot z mnoZiny redlnych Cisel stejné jako funkce In x, napiSeme si ji tedy
jako C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

In|z+ vz%2 —1] In|z+ V22 —-1] =

Dosazenim z = % dostaneme obecné feSeni ve tvaru

OB

=Inlx|+InK = n(Klx|) = z++vz2—-1=Ku

v+ /y? —x2 = Ka2,

1= Kx =

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =02
na tvar y ¢ .
Derivcczlce

r_ 4y
L
Substituce
z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z'x+z
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143 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice x2y’ = y? + xy + 4x2.

Reseni Video Teorie: 52, 54 Priklady: 262-269 Q

Danou rovnici nejprve upravime na tvar
2
X X
Zavedeme substituci z = 2, kde z = z(x).Odtudjey = zxay = 2/x +z.

Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tpravé dostaneme

Zx+z=22+z+4 = Zx=7224+4

- o : 1o 02 - :
V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencilt e upravime na rovnici v separovaném tvaru a poté inte-
X
dz

244 N dz  dx / dz ~ [dx
dx” 224+4  x 2+4 ) x’
Po integraci dostaneme

grujeme

1
5 arctang =In|x| +C,

arctan% = 2In |x| 4+ 2C.

Konstanta 2C miZe nabyvat v§ech hodnot z mnoZiny redlnych &isel stejné jako funkce In |x
jako 2C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

, napiSeme si ji tedy

arctang =2In|x| +InK = arctang =In <Kx2) .

Dosazenim z = y dostaneme obecné reseni
X

arctan % =In (sz) .

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =02
na tvar y ¢ .
Derivcczzce

r_ 4y
L
Substituce
z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z'x+z
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144 - Exaktni diferencialni rovnice

J )dx+Ldy:0.

Zadani Urcete obecné fe$eni diferencidlni rovnice | 1 — ——> 5 5
xX-+y x-+vy

Regeni Video Teorie: 55, 56 P¥iklady: 270, 271 €3

vV,

Nejprve ovéiime, Ze se jednd o exaktni diferenciélni rovnici. Vidime, ze P(x,y) = 1 — xz_{yz aQ(x,y) =
Tedy

X _
242

oP __x2+y2_2y2 B y2_x2

N, 2 2\2 T (42 2)2

Ay (2+y2)? (P2 +y?) P _9Q . pPRieexakm
a_Q_x2+y2—2x2_ 2 — 22 dy  Ox

ox (24322 (k2 +y?2)?

Nyni budeme hledat kmenovou funkci F(x,y), pro kterou plati soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic

OF 4__v o8 x
ox  x24y? 9y 24y

Z druhé rovnice integraci podle v dostaneme

F(x,y) = /%dy—ﬂp(x) = arctan%

Ty +9(x),

odtud derivaci podle proménné x je

OF ___v W
ox  x2+4+y?  dx

a porovninim s prvni rovnici

y vy A Ay

1- 7 - =——7 = :
x2 + y? x2+y?  dx dx =yl =x+C

Kmenova funkce je  F(x,y) = arctan% +x+ C aobecnéfeSeni: arctan % +x =K.

Poznamky

Exaktni diferencidlni rovnice

Postup reseni

e ovéfime, zda plati podminka exakt-

oP(x,y) _ 9Q(x,y)
ay ox

e vypocitdime kmenovou funkei F(x, y)

nosti

e urime obecné feSeni rovnice ve tvaru

F(x,y)=C
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145 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Urcete obecné feSent diferencidlni rovnice y' — y = e?*.

Reseni Video Teorie: 57, 58, 59 Priklady: 272-279 Q

N7 N z 2 z / 2 . s v Z ¥ ¥ 7t
Pfislusnd zkracend LDR md tvar ' — v = 0. Jednd se o rovnici separovatelnou, jejiZ obecné feSeni je

Z—Zzy = /i—y:/dx = Inlyl=x+C = |yl=e""C = y=+elte".

ProtoZe C; je konstanta, tak bude i vyraz +e€ konstantou a miiZeme ho nahradit symbolem C a obdrZime feseni
zkracené rovnice ve tvaru
y = Ce".

Provedeme variaci konstanty: predpoklddejme, ze C = C(x), potom
y = C(x)e*
a jeji derivace je
y' = C'(x)e* + C(x)e".
Po dosazeni do ptivodni rovnice se mdm odectou dva Cleny
C'(x)e* 4+ C(x)e* — C(x)e* = &%,
C'(x)e* = ¥ = C'(x) =e"
Odtud pfimou integraci

C:/exdx:ex—l—K.

Po dosazeni obdrzime obecné reSeni
y = (e +K)e".

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho rddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
L

Postup reseni

e vyfeSime zkrdcenou LDR prvniho fadu

v +yp(x) = 0, jedna se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného feseni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C'(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného feseni

e vysledek:

v= 5 [ B+ k),
kde E(x) = e Pl
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146 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani UrCete obecné feeni diferencidlni rovnice x?y’ + xy = In x.

a vyfeSime zkracenou LDR

dx X y X y
Oznacime-li C; = InCy, Cp > 0 potom

Inlyl = ~Injs|+InC; > Inlyl =Ini2 = |yl =2

Provedeme variaci konstanty: pfedpoklddejme, ze C = C(x), potom

y==—"" Y ===

Po dosazeni do ptivodni rovnice se mam odectou dva ¢leny

Reseni Video Teorie: 57, 58, 59 Priklady: 272-279 Q
Rovnici si nejprve upravime na tvar
/1y ¥ _Inx
ST T

y’+%:0 = d_y:_z = d_y:_d_x = /d_y:—/ h’1|y|:—h’1|X|+C1.

C C

(konstanta C muiiZe nabyt hodnoty nula, protoZe i funkce y = 0 je feSenim zkrdcené LDR).

Clx) ,_Cx)_ CK

X X x2

1
= —ln2x+K.

C'(x) C(;) n Clx)1 _ lnzx N C'(x) _ 1n_2x C'(x)
X X X x X X X
Po dosazeni obdrzime obecné reseni
%In2 x+ K
Yy=-—7—/":
X

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho rddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
L

Postup reseni

e vyfeSime zkrdcenou LDR prvniho fadu

v +yp(x) = 0, jedna se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného feseni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C'(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného feseni

e vysledek:

Y= ﬁ (/ E(x)q(x)dx + K)

kde E(x) = e/ P(0)dx
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1477 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

7y

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y’ — m =+vx—2.
ReSeni Video Teorie: 57, 58, 59 Priklady: 272-279 Q

Nejprve vyfesime zkracenou LDR

: 7y Y 7 dy 7
R S— L - = d
Yo eia—10 Y Ty T @ga—10 3 G=nE+n)™
dy 7 x—2 x—2
< = d 1 =In——+1InC =C .
/y /(x—Z)(x+5) x = Inlyl nx_|_5—|—n - Y x+5
Provedeme variaci konstanty: predpokladejme, Zze C = C(x), pak
_ x—2 ;X2 7
y_c(x)x+5/ y _C(x)x+5+c(x)(x+5)2

(x+5)vx —2'

, o , . » v v 4, v /
Po dosazeni do pivodni rovnice se ndm odeétou dva ¢leny a po dpravé dostaneme C'(x) =

x—2
Odtud
5)/x—2 5=z | Y72 =t 2 4 7)t
C(x):/(x+ ) X dx:/(x+ ) * - dx dx = 2tdt :/&tht
x—2 x—2 12
x =142

212

2 3
:/(2t2+14)dt:?+14t:§<\/x—2> +14vx -2+ K.

Po dosazeni a tipravé obdrZzime obecné feseni

2 x—2

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho rddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
L

Postup reseni

e vyfeSime zkrdcenou LDR prvniho fadu

v +yp(x) = 0, jedna se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného feseni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C'(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného feseni

e vysledek:

v= 5 [ B+ k),
kde E(x) = e Pl
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148 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani UrCete obecné fesenf diferencidlni rovnice i’ + i sin x = sin® x.

Reseni Video Teorie: 57, 58, 59 Priklady: 272-279 Q

Nejprve vyreSime zkracenou LDR

/

Y +ysinx=0 = y?:—sinx = @:—sinxdx = /i—y:—/sinxdx,

y

Inly| =cosx+c = |y =€ +c = y=+e e

Oznacime-li C = +e°, obdrZime feSeni zkrdcené rovnice ve tvaru y = Ce®**.

Provedeme variaci konstanty: pfedpoklddejme, Ze C = C(x), pak
y = C(x)e", vy =C'(x)e“* + C(x)e“*(—sinx).
Po dosazeni do piivodni rovnice se ndim odectou dva ¢leny a po tpravé dostaneme
C'(x) =e “*sin®x = C(x)= /e_cosx sin® xdx = /e_cosx(l — cos? x) sin xdx.

Odtud
C(x) = —(cosx +1)%e™ 5% ;- K.

Dosadime do predpoklddaného tvaru obecného feSeni
y= (—(cosx + 1)2e—cosx + K> gcos X

a po upravé dostaneme
y = —(cosx + 1) + Ke™s~,

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho rddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
L

Postup reseni

e vyfeSime zkrdcenou LDR prvniho fadu

v +yp(x) = 0, jedna se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného feseni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C'(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného feseni

e vysledek:

Y= ﬁ (/ E(x)q(x)dx + K)

kde E(x) = e/ P(0)dx
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149 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadéni Reste Cauchyho tlohu iy’ — y cotx = e*sinx, y (%) = 0.

ReSeni Video Teorie: 57, 58, 59 Piiklady: 272-279 €3

Nejprve vyfesime zkracenou LDR

Y —ycotx=0 = Z—Z:ycotx = d?y:cotxdx = /dy—y:/cotxdx

Inly| =In|sinx|+C; =
Tedy

Inly| =In|sinx| +InC;, C; >0 = In|y| =In(Cysinx|).

ly| = Calsinx| = y==+Cy|sinx]|.

ProtoZe C, je konstanta, tak bude i vyraz +C, konstantou a miizeme ho nahradit symbolem C. Re$eni obdrzime
ve tvaru y = C sin x. Provedeme variaci konstanty: pfedpokladejme, ze C = C(x), pak

y=C(x)sinx, vy = C'(x)sinx+ C(x)cosx.
Po dosazeni do ptivodni rovnice se ndm odectou dva Cleny
C'(x)sinx 4+ C(x) cosx — C(x)sinxcotx = e*sinx = C'(x)=¢e"
C(x) = /exdx =e* 4+ K,

obecné feSeni ma tvar
y = (e" +K)sinux.

Dosazenim pocate¢ni podminky uréime hodnotu konstanty K
. Tt s
0:<eg+K>sm§ = K= —e3.

Hledané feSeni je tedy

x s .
y=\|e —eZ|sinx.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho rddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
L

Postup reseni

e vyfeSime zkrdcenou LDR prvniho fadu

v +yp(x) = 0, jedna se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného feseni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C'(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného feseni

e vysledek:

v= 5 [ B+ k),
kde E(x) = e Pl
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150 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadéani Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice y” + y = 5e?*.

Reseni Video Teorie: 60-64 Priklady: 280-284 C}’

Charakteristickd rovnice > +1 = 0 mé komplexni kofeny r; = i, r, = —i, takZe fundamentalni
systém tvori funkce sin x a cos x, obecné feSeni zkracené rovnice bude

A

7(x) = Cycosx + Cysinx.

Nyni provedeme variaci konstant a nalezneme piisluSné partikuldrni integrdly. Pro uréeni nezndmych
funkei C1(x) a Co(x) vypolteme piislusné determinanty:

cosx sinx 2 .
W(x) = , = cos” x +sin“x =1,
—sinx cosx
Wy (x) 0 sinx B2t g Wa(x) CoSs X 0 B2
x) = = —5e“*sin x, x) = = 5e”* cos x.
! 5e?*  cos x 2 —sinx 5e*
Déle bude
W
Ci = W1((;C)) = —5e?*siny = ()= _5/er sin xdx = e**(cos x — 2sinx) + K,
W,
Cy = Wz((;)) =5 cosx = (= 5/e2x cos xdx = e**(2cos x + sinx) + K.

Za Cq a C; dosadime do obecného feseni zkracené rovnice
y= (ez"(cos x —2sinx) + Kl) cos X + (ezx (2cosx +sinx) + K2> sin x,
které ndm po upravé da obecné reSeni

y = Ky cosx + Ky sinx + e**,

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

(metoda variace konstant)

azy” + a1y’ + agy = b(x)

Postup reseni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
azrz +air4+a9g=0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého fadu

1.9(x) = Cie"* + Cre™*, kde 11,7 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2.9(x) = Cre™* 4 Crxe™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Coe** sin(Bx),
1,2 = « 3= 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e vypocitdime Wronského determinanty

0 yz yl 0
1 Y2
W= y/ yl’wlzﬂ i Wa=1 E
i 2 2 Y2 A1 0
e vypocitdme funkce
Cy(x) = % Y, Colx) = %dx

e dosadime Ci(x) a Cp(x) do obecného feSeni
zkracené rovnice




Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

151 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice v + 2y = 6x? + 10x — 2.

ReSeni Video Teorie: 60-65 Priklady: 280-284 Q
Charakteristickd rovnice 2 + 2r = 0 m4 kofeny r1 = 0, rp = —2, obecné feSeni zkrdcené LDR
druhého radu bude

7(x) = C1e% 4+ Cre > = Cy + Cre ™%,

Zkonstruujeme 7 = A £ iw = 0. ProtoZe 7 = 0 je jednondsobnym kofenem charakteristické rovnice, a na
pravé stran¢ je polynom 2. stupné, budeme partikularni feSeni hledat ve tvaru

v(x) = x(Ax> + Bx 4+ C),
kde A, B, C € R a prislusné derivace budou

v/ =3Ax*+2Bx+C, " =6Ax+2B.

Provedeme dosazeni v’ a v do tipIné LDR druhého fadu

6Ax + 2B +2 (3Ax* + 2Bx + C) = 6x* 4+ 10x — 2
N——

J/

-~

v'"(x) v/ (x)
a po tpravé dostaneme  6Ax* + (6A +4B)x + 2B 4 2C = 6x> + 10x — 2.

Nyni porovndme koeficienty u stejnych mocnin x:

x2: 6A = 6
xl: 6A + 4B =10 = A=1,B=1aC= -2
x0: 2B + 2C = -2

Partikuldrni feseni bude v(x) = x(x? + x — 2) a obecné feSen{ tpIné rovnice m4 tvar

y=1(x)+0(x) = C + Cre ¥ + x(x* + x - 2).

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

/! /
axy” + a1y’ + agy = b(x)

Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
a2r2 +air+ag=0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého fadu

1.9(x) = Cie"* + Cre™*, kde 11,7 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. yA(X) = C1e™ 4 Cyxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = C1e** cos(Bx) + Cre** sin(Bx),
r12 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pu(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-ndsobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m,n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého tadu a dopocitame koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého fadu

y(x) = §(x) + v(x)
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152 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice y” — 10y’ + 24y = (3x — 1)e**.

Reseni Video Teorie: 60-65 Priklady: 280-284 Q

Charakteristickd rovnice 2 — 10r +24 = 0 m4 kofeny i = 4, rp = 6, obecné feSeni zkricené
LDR druhého radu bude
y(x) = C1e4x + Cze6x.

Zkonstruujeme 7 = A + iw = 3. Protoze 7 = 3 neni kofenem charakteristické rovnice, budeme partiku-
larni feSeni hledat ve tvaru
v(x) = (Ax + B) &>,

kde A, B € R a ptislusné derivace budou
v = Ae’* 4+ 3(Ax + B)e™,
0" = 6Ae> +9e3*(Ax + B).

Provedeme dosazeni v, v’ a " do dplné LDR druhého 4du

64> +9¢™ (Ax + B) =10 (Ae™ +3(Ax + B)e™™) +24 (Ax + B) e = (3x — 1)e™
0" (x) ' (x) v(x)

a po upravé dostaneme
3Axe> + (—4A 4 3B)e>* = 3xe® — &%,

3x

Nyni porovnime koeficienty u vyrazi xe3* a e3* na obou stranich rovnice

xe3* . 3A =

3
= A=1aB=1.
3. —4A + 3B = -1

Partikuldrn{ feSeni bude v(x) = (x + 1) €3 a obecné feseni dplné rovnice m4 tvar

y = 10(x) + 0(x) = Cre** + Cpe®™ + (x + 1) .

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

/! /
axy” + a1y’ + agy = b(x)

Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
a2r2 +air+ag=0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého fadu

1.9(x) = Cie"* + Cre™*, kde 11,7 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. yA(X) = C1e™ 4 Cyxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = C1e** cos(Bx) + Cre** sin(Bx),
r12 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pu(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-ndsobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m,n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého tadu a dopocitame koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého fadu

y(x) = §(x) + v(x)
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153 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice y” — 2y’ + 2y = e sin x.

Reseni Video Teorie: 60-65 Priklady: 280-284 C}’

Charakteristickd rovnice > — 2r +2 = 0 m4 komplexni kofeny r; = 1+1i, r, = 1 — i, obecné
feSeni zkrdcené LDR druhého fadu bude

7(x) = Cre* cos x + Cre* sin x.

Zkonstruujeme 7 = A £ iw = 1 £ 1. ProtoZe 7 = 1 i jsou jednondsobné koteny charakteristické rovnice,
budeme partikularni feSeni hledat ve tvaru

v(x) = xe*

kde A, B € R a pfislusné derivace budou

(Asinx 4 Bcosx),

v' = e“(Asinx + Bcosx) + xe*(Asinx + Bcosx) + xe*(Acosx — Bsinx),
v =2e* ((A+ B+ Bx)cosx — (A— B+ Ax)sinx).

Provedeme dosazeni v, v’ a v” do dplné LDR druhého f4du a po tpravé dostaneme
2Be* cosx —2Ae*sinx = e*sinx.
Nyni porovndme koeficienty u vyrazii e* cos x a e sin x na obou stranich rovnice

x : 2B =0
¢ cost = A=-laB=0.
e‘sinx: —-2A =1

Partikuldrni feSeni bude v(x) = — %xex sin x a obecné feSeni Uplné rovnice ma tvar

y = 9(x) +o(x)

. 1 .
= Cie*cosx + Cre*sinx — Exex sin x.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

ay” + my’ + agy = b(x)
Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
a2r2 +air+ag=0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého fadu

1.9(x) = Cie"* + Cre™*, kde 11,7 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. yA(X) = C1e™ 4 Cyxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = C1e** cos(Bx) + Cre** sin(Bx),
r12 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého radu

b(x) = e (pu(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-ndsobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m,n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého tadu a dopocitame koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého fadu

y(x) = §(x) + v(x)
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154 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice iy’ — 8y' + 16y = 32x cos 4x.

Reseni Video Teorie: 60-65 Priklady: 280-284 C}’

Charakteristickd rovnice 7> — 8 + 16 = 0 ma dvojndsobné kofeny r12 = 4 a obecné feSeni zkra-
cené LDR druhého fddu bude
]?(x) = C1e4x + sze4x.

Zkonstruujeme 7 = A + iw = Zi4. ProtoZe 7 = +i4 nejsou kofeny charakteristické rovnice, budeme
partikularni feSeni hledat ve tvaru

v(x) = (Ax + B) cos4x + (Cx + D) sin4x,
kde A, B,C,D € R a prislusné derivace budou

v/ = (A +4D) cos4x +4Cx cos4x + (—4B + C) sin4x — 4Ax sin 4x,
v = (8C — 16B) cos4x — 16 Ax cos4x + (—8A — 16D) sin4x — 16Cx sin 4x.

Provedeme dosazeni v, v’ a v” do dplné LDR druhého f4du a po tpravé dostaneme
(—8A +8C —32D) cos4x + (—8A 4 32B — 8C) sin4x — 32Cx cos 4x + 32 Ax sin4x = 32x cos4x.

Nyni porovndme koeficienty u vyrazii cos 4x, x cos 4x, sin4x a x sin 4x na obou strandch rovnice

cos4x: —8A + 8C — 32D =
sin4x: —8A + 32B — 8C =0l _ A=o B=-1
xcos4x : — 32C =32 C=-1, D=-1.
xsin4x: 32A = 0

Partikuldrni feSeni bude v(x) = _}I cos4x — xsin4dx — }1 sin4x a obecné feSeni tplné rovnice ma tvar

1 1
y=79(x)+ov(x) = Cie** + Coxe** — 7 €08 4x — xsindx — 1 sin 4x.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

/! /
axy” + a1y’ + agy = b(x)

Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
a2r2 +air+ag=0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého fadu

1.9(x) = Cie"* + Cre™*, kde 11,7 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. yA(X) = C1e™ 4 Cyxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = C1e** cos(Bx) + Cre** sin(Bx),
r12 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého radu

b(x) = e (pu(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-ndsobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m,n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého tadu a dopocitame koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého fadu

y(x) = §(x) + v(x)




